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1921 Vol. 3 Juillet-Aoit.

LES GEOMETRIES FONDAMENTALES

DE
L ESPACE EUCLIDIEN
PAR

René de SAUSSURE

(Suite et fin)'.

§ 2. — CLASSIFICATION DES GEOMETRIES,

Les différents ¢léments d'un étre géométrique sont sa gran-
dewr, sa position et sa forme.

La grandeur et la position sont les éléments « essentiels », les
« essences » de 'étre géométrique, tandis que la forme en cons-
titue la «structure». Il v a donc deux sortes de géométries.
suivant que 'on prend comme point de départ, comme essence
de I'étre géométrique, sa grandeur ou sa position; en outre,
comine on ne peut pas prendre deux essences & la fois comme
base d'une géométrie, il en résulte que si 'on prend lagrandeur
comme essence, on ne tiendra plus compte de la position, et
réciproquement.

Les deux branches fondamentales de la géométrie sont done:

1. La géométrie métrique, ou géométrie élémentaire, dans
laquelle on étudie la forme (la structure) des étres géométriques,
en considérant leur grandeur, leur étendue, comme leur élément
essentiel (sans se préoccuper de la position de ces étres géomé-
triques dans I'espace).

' Yoir Arch., janvier 1919,

ARCHIVES, Vol. 3. — Juillet-Aoat 1921. i
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2. La géométrie de position, ou géométrie cinématique, dans
laquelle on étudie les formes (les structures) engendrées par le
déplacement d’un étre géométrique, dont I'essence réside uni-
quement dans sa position (la grandeur et la forme de cet étre
ne jouant plus aucun role).

Géométries métriques.

En géométrie métrique I'étendue est I'essence et la forme est
la structure, mais les termes «essence » et «structure» hien
quopposés 1'un a l'autre. n'ont qu’une valeur relative. Un méme
otre géométrique peut étre essence ou structure suivant la
maniere dont on le considére; ainsi, une reégle, ¢’est-a-dire une
ligne droite 4, considérée comme une continuité une et indivi-
sible, est une essence (une droite « essentielle »), tandis qu'une
ligne droite 4', considérée comme une série de points (ou comme
une série de plans) est une structure (une droite structurale).

Si les droites A et A’ coincident, on peut dire que les points
(ou les plans) de la droite A" sont réunis par la continuité de la
droite A, ¢’est-a-dire que dans tout étre géométrique, 'essence
ext la grandeur continue qui réunit et tient ensemble toutes les
parties de la structure.

Prenons par exemple un tétraedre (corps géométrique a la
fois le plus simple et le plus complet). La grandeur. I'étendue
de ce tétracdre, ¢'est son volume ; ce volume (essence du tétrae-
dre), est limité par quatre plans, les quatre iaces du tétraedre,
qui donnent a celui-ci sa forme; ces faces constituent donc la
structure du tétracdre, et 1'on constate que les (uatre faces sont
bien réunies et tenues ensemble par le volume, ¢'est-a-dire par
I'essence du tétraédre.

Mais si nous considérons séparément une de ces faces, nous
constatons qu’a son tour elle est essence par rapport aux trois
arétes qui la limitent, car ces arétes donnent a la face sa forme,
c'est-a-dire qu'elles constituent la « structure » de cette face, et
réciproquement la face est une étendue, une grandeur continue,
qui réunit et tient ensemble ces trois arétes. Ainsi. une face du
tétraedre est structure par rapport au volume, mais elle est
essence par rapport aux arétes. De méme, les arétes (qui sont
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structure par rapport aux faces) sont essence par rapport aux
sommets du tétraedre, puisque chaque aréte est une grandeur
continue qui réunit et tient ensemble deux sommets. Enfin, les
sommets (qui sont structure par rapport aux arétes) ne sont
plus essence par rapport a autre chose, car ils ne contiennent
plus aucune grandeur, aucune étendue.

Ainsi, en géométrie métrique, le volume est I’élément purement
« essentiel » (il ne possede aucune structure), et le pount est
I'élément purement stroctural (il ne posséde aucune essence).
Entre le volume et le point, il y a la surface et la ligne, qui
sont des essences (ou des structures) relatives.

La géométrie métrique se réduit a ’étude des figures polyé-
driques (ou polygonales). Les subdivisions de cette géométrie
correspondront donc aux différentes especes de polyédres (ou de
polygones), y compris les différentes espéces de surfaces (et de
courbes), que I'on peut considérer comme des limites de pol yedres
(ou de polygones).

Géométries de position.

La géométrie de position a pour but I'étude des formes spa-
tiales engendrées par le déplacement d’une figure C (sans que
Pon se préoccupe de la grandeur ni de la forme de cette figure),
¢’est pourquoi cette geometme a recu aussi le nom de geometme
cinématique.

Dans cette géométrie, c'est la figure C, ou plutot la position
de cette figure, qui est 'essence, le point de départ, et les formes
spatiales engendrées par le déplacement de la figure C consti-
tuent les structures, la partie structurale de la dite géométrie.

Toute figure ¢ ne possédant en elle-méme ni grandeur ni
forme pourra servir de point de diépart & une géométrie de
position; cette géométrie sera caractérisée par la figure C, qui
constituera 'élément essentiel de cette géométrie. I1 y aura
donc autant de géométries de position qu'il existe de figures ne
contenant aucune grandeur ni aucune forme. _ ,

Nous avons vu que ces figures sont: le point, la regle (ou
droite essentielle), I'édre (ou plan essentiel), le drapeau, le bou-
clier, la fleche, et le feunillet (fig. 1). Il y a donc, dans I’espace
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tridimensionnel sept géométries de position, et seulement sept,
car il n’existe pas d’autre figure pouvant servir de point de
départ 2 une huitieme géométrie, c’est-a-dire qu'il n’y a pas
d’autre figure ne contenant en elle-méme ni forme ni grandeur.

Les sept figures essentielles de la géométrie de position se
subdivisent en trois groupes: le premier groupe comprend les
figures formées d'un seul élément (point essentiel, droite essen-
tielle, ou plan essentiel); le second groupe comprend les essences
formées de deux éléments, (le drapeau, formé de la réunion
d’une droite et d’'un plan essentiels; le bouclier, formé de la
réunion d’un point et d’un plan essentiels, et la fleche, formée
de la réunion d’'un peint et d'une droite essentiels); enfin le
troisieme groupe comprend une seule figure, qui est formée de
trois éléments réunis en une seule essence (le feunillet, formé de
la réunion d’un point, d’une droite et d’un plan essentiels).

LT [T [T AT A

Point Droite Plan FeviLLET Drapeac Bouclier Fleche

Fig. 1.

b}

Le feuillet est, en géométrie de position, I'élément essentiel
le plus complet; la géométrie des feuillets (c’est-a-dire des struc-
tures engendrées par le déplacement d’un feuillet) sera done la
géométrie (de position) la plus générale existant dans notre
espace tridimensionnel. Et en effet, un feuillet est une figure
équivalente & un corps solide quelconque C, ¢’est-a-dire que la
position d’'un tel corps peut étre entiérement définie par la
position d’un feuillet, supposé attaché a ce corps. On peut dire
qu’un feunillet est ce qui reste d’un corps solide, lorsqu’on le
dépouille de sa grandeur et de sa forme; en d’autres mots il
faut autant de coordonnées (6) pour définir la position dun
corps solide quelconque, qu’il en faut pour définir la position
d’un fenillet.

Les six éléments essentiels, autre que le feuillet, peuvent étre
considérés comme des feuillets incomplets, car en les réunissant
deux & deux on retrouve un feuillet complet : en effet, un feuillet
MDP peut étre considéré comme formé de la réunion d’un
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point M avec un drapeau DP, ou comme la réunion d’une
droite (essentielle) D avec un bouclier M P, ou enfin comme la
réunion d'un plan (essentiel) Pavec une fleche M D. Le drapeau
est ainsi la figure complémentaire du point, le bouclier celle
d’une droite, et la fleche celle d’'un plan, ce qui revient a dire
que la géométrie des drapeaux est complémentaire de la géo-
métrie ponctuelle, que la géométrie des boucliers est complé-
mentaire de la géométrie réglée, et que la géométrie des fleches
est complémentaire de la géométrie tangentielle ; enfin, que la
géométrie des feuillets n’est complémentaire d’aucune autre,
parce qu’elle est compléte par elle-méme.

Considérons en effet un corps solide ¢ dont la position est
définie par un feuillet MDP. Les déplacements du corps
seront soumis aux lois de la géométrie des feuillets. Si mainte-
nant nous décomposons le déplacement du corps C en deux:
déplacement du point M dans l'espace, et déplacement du
corps C autour du point M, le premier déplacement sera soumis
aux lois de la géométrie ponctuelle, et le second sera soumis
aux lois de la géométrie des drapeaux, puisque le drapeau
DP définit précisément la position du corps (7 autour du
point M.

Nous pouvons aussi décomposer le déplacement du corps C
d’une autre maniere (en deux mouvements composants) : dépla-
cement de la droite essentielle D dans I'espace et déplacement
du corps C sur cette droite essentielle; le premier de ces dépla-
cements sera soumis aux lois de la géométrie réglée, et le
second sera soumis aux lois de la géométrie des boucliers,
puisque le bouclier M P définit précisément la position du
corps C'autour de la droite ). Enfin, on peut encore décom-
poser le déplacement du corps C en : déplacement du plan
(essentiel) P dans 'espace, et déplacement du corps C sur ce
plan essentiel; le premier de ces déplacements sera soumis aux
lois de la géométrie tangentielle, et le second sera soumis aux
lois de la géométrie des fleches, puisque la fleche MD définit
précisément la position du corps Csur le plan P. -

On peut done classer les différentes géométries de position par
paires, de telle maniére que chaque paire soit formée de deux
géométries complémentaires I'une de P'autre :
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1. Geomélrie poncluelle, 12 Géométrie des drapraux,
2, Géométrie réglée, 24 Géoméirie des boucliers,

3. Géométrie tangentielle, 3» Géométrie des fleches,

4. Géométrie des feuillets.

Les géométries & numéros impairs (1,14 3, 3*), sont toutes de
caractére linéaire, tandis que les géométries & numéros pairs
(2, 2%, 4) sont toutes de caractéere quadratique. Nous avons vu,
en effet, dans le § 1 que la géométrie des boucliers autour d'une
droite ebsentlelle fixe D est une géométrie quadratique a 2 para-
metres ; d’autre part la géométrie réglée est une géométrie qua-
dratique & 4 paramétres, et la géométrie des feuillets une géo-
métrie quadratique & 6 parameétres.

Quant aux géométries impaires, elles sont non seulement
toutes de caractére linéaire, mais aussi toutes & 3 parametres.
Enfin, si I'on additionne les nombres de parametres relatifs a
deux géométries complémentaires, la somme est toujours égale
a6:

(Géom. ponct.) 3 4 {géom. des drapeaux) 3
([ » réglée) & 4 ( » » boucliers) 2
3

( tang.) 3 4+ ( » v fleches)
(géom. des fenillets) 6

S Sy
el -

La constance de cette somme provient du reste du fait que
deux géométries complémentaires réunies sont toujours équi-
valentes & la géométrie des feunillets, laquelle est & 6 parameétres.

Dans toutes les géométries de position la notion fondamentale
(de laquelle on tire I'équation de la polysérie linéaire fondamen-
tale) est la notion de réciprocité entre deux éléments essentiels
de la géométrie considérée.

Ainsi par exemple, un point essentiel M est réciproque d’un
plan essentiel P, lorsque la distance d du point au plan est nulle.
L’équation d — 0 sera donc I'équation de la bisérie linéaire en
géométrie ponctuelle et en géométrie tangenticlle (en effet, si
nous maintenons le plan P fixe et que le point M se déplace en
satisfaisant & la condition d = 0, ce point décrira un plan struc-
tural coincidant avee P; réciproquement. si nous maintenons
le point M fixe et que le plan essentiel P se déplace en satis-
faisant & la condition d = 0, ce plan décrira une gerbe autour
du point M ; or une bisérie linéaire de points essentiels M est
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bien un plan structural, ¢’est-a-dire une surface plane, et une
bisérie linéaire de plans essentiels P est bien une gerbe. ou si
Von veut un point structural™.

En géométrie réglée la réciprocité de deux régles (droites
essentielles) est définie par la relation :

h tang w == ¢

-

oll h et o sont respectivement la distance et 'angle des deux
regles, et ¢ une constante que nous avons appelée l'indice de
reciprocité. Si 'on maintient fixe une des deux régles, la régle
réciproque décrit bien la trisérie linéaire, puisque I'équation ei-
dessus est I'équation intrinséque d’un complexe linéaire. 7
Enfin dans les deux autres géométries quadratiques (géomé-
trie des boucliers et géométrie des feuillets) la relation de réci-

procité entre deux éléments essentiels (deux boucliers ou deux
feuillets) est:

h tang % =28,

ou & et w représentent respectivement le glissement et la rota-
tion qui permettent de passer d’un élément essentiel & 'autre.
Si I'un de ces éléments est maintenu fixe, lautre décrit la poly-
série linéaire (bisérie de boucliers ou pentasérie de feuillets).
Ainsi dans les trois géométries quadratiques de I’espace eucli-
dien la relation fondamentale de réciprocité a la méme forme, et
toutes ces géométries sont caractérisées par le fait que leur
équation fondamentale contient une constante arbitraire (c).

Nous avons aussi montré que les géométries quadratiques sont
des géométries incomplétes que I'on peut faire rentrer dans le
type linéaire en associant une quantité numérique (une cofe) a
leur élément essentiel. Cette cote fait fonction de coordonnée,
de sorte que si une géométrie quadratique est & % paramétres la
géométrie linéaire dans laquelle elle rentre est & » 4 1 para-

' Il faut bien remarquer qu’en géométrie métrique, un point est tou-
jours «structural », car dans cette géométrie 1’essence est I’« étendue », et
un point n’a jamais d’étendue. Au contraire, en géométrie cinématique,
'essence est la « position » ; un point peut donc y étre essentiel ou struc-
sural, suivant qu’il ert considéré comme une position, ou bien comme une
structure de plans essentiels (centre d’une gerbe).



352 GEOMETRIES FONDAMENTALES DE L'ESPACE EUCLIDIEN

metres. Ainsi, par exemple, & la géométrie réglée, qui dépend
de 4 paramétres, correspondra une géométrie linéaire 4 5 para-
metres (la géométrie des droites essentielles cotées, qui n’est
autre chose que la géométrie des vis de Ball, car une vis n’est
qu’une droite essentielle affectée d’un coefficient numérique). Si
a et b désignent les cotes de deux droites essentielles, la relation
de réciprocité entre ces deux droites sera exprimée par 1'équa-
tion :

htang w =a + b,

et la géométrie qui en résulte sera de caractére linéaire, parce
que cette équation ne contient plus de constante arbitraire (¢).
Si I'une des droites essentielles est fixe, la cote a est constante,
et autre droite décrit Ia polysérie (tétrasérie) linéaire; et sil’on
pose b = const., on obtient I'ensemble des droites qui (dans cette
tétrasérie) ont la méme cote. Cet ensemble forme évidemment
un complexe linéaire, car si 'on pose b — const., tout le second
membre devient constant, et 'on retrouve la formule, 4 tang w —
const.,du complexe linéaire. Cela revient & dire que la tétrasérie
linéaire de droites cotées est formée par la réunion de ~o com-
plexes linéaires, obtenus en donnant successivement a la cons-
tante b toutes les valeurs possibles. Les formes fondamentales de
toute géométrie quadratique & » parametres rentrent donc bien
dans celles d’'une géométrie linéaire (cotée) & » 4 1 paramétres,
car on pourrait par des raisonnements analogues montrer que
la géométrie des boucliers (a 2 paramétres) ou celle des feuillets
(4 6 parametres) rentre dans la géométrie linéaire des boucliers
cotés (2 3 parameétres), ou celle des feuillets cotés (a 7 para-
metres), comme I’équation :

I " w .
1 lang e €
rentre dans ’équation plus générale:

htang%:a—l—b.

Le tableau complet des géométries fondamentales de 1’espace
euclidien & trois dimensions est donc le suivant: -
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. GEOMETRIES LINEAIRES (GEOMETRIES QUADRATIQUES
- Géom. ponctuelle (3 param.), _
» réglée cotée (5 » ), Géom. réglée (4 param.),

»  tangentielle (3 » o),

~» des drapeaux (3 param.),
»  des boucliers cotés (3 » o), Géom. des boncliers (2 param.},
» des fleches (3 ),

»  des feuillels cotés (7 param.), | Géom. des feuillets (6 param.),

On voit que toutes les géométries de caractére linéaire sont a
un nombre impair de paramétres, tandis que toutes les géomé-
tries quadratiques sont & un nombre pair de paramétres.

%
¥ &
I1 ne reste plus qu’a faire la nomenclature des formes linéaires
(monosérie, bisérie, trisérie, etc. linéaire) de chacune de ces
géométries :

1. Géométrie ponctuelle. — L’élément essentiel de cette géo-
meétrie est le point. La monosérie linéaire de points se nomme
droite (droite structurale, considérée comme une série de points).
La bisérie linéaire de points se nomme plan (plan structural).
Il n’y a pas d’autre forme linéaire, puisqu’une trisérie de points
n’est plus une forme. On peut donc dire que la géométrie ponc-
tuelle est & deux étages; elle ne contient que deux sortes de
formes (les lignes et les surfaces). _ ‘

2. Géométrie réglée. — L’élément essentiel de cette géométrie
est la regle (droite essentielle). La monosérie linéaire de régles
se nomme hyperboloide (ou paraboloide) réglé. La bisérie linéaire
se’ nomme congruence linéaire et la trisérie linéaire se nomme
complexe linéaire. 11 n’y a pas d’autres formes linéaires, puis-
qu'une tétrasérie de regles n’est plus une forme. La géométrie
réglée est donc une géométrie a trois étages; elle contient trois
sortes de formes (les surfaces réglées, les congruences et les
complexes). ' ' '

3. Géométrie réglée cotée. — L’élément essentiel de cette géo-
métrie est la régle cotée (droite essentielle cotée). La monosérie
linéaire de regles cotées se nomme monofaisceaw (conoide de
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Pliicker ou cylindroide) ; 1a bisérie linéaire se nomme bifaisceau
(congruence de Ball); la trisérie linéaire se nomme trifaiscear
(complexe de Ball), et la tétrasérie linéaire se nomme tétrafais-
ceau (tétrasérie de Ball). Il n'y a pas d’autre forme linéaire,
puisqu’une pentasérie de régles cotées n'est plus une forme.
La géométrie réglée cotée (ou géométrie de Ball) est donc une
géomeétrie & quatre étages.

4. Géométrie tangentielle. — L’élément essentiel de cette
géométrie est I'édre (plan essentiel). La monosérie linéaire se
nomme faiscear d’édres (ou droite structurale, considérée comme
un faisceau de plans essentiels) et la bisérie linéaire se nomme,
gerbe d’édres (ou point structural, considéré comme gerbe de
plans). I1 n’y a pas d’autres formes linéaires, puisqu’une trisérie
d’édres n’est plus une forme. La géométrie tangentielle est donc
une géomeétrie a deux étages; elle ne contient que deux sortes
de formes: des lignes et des surfaces (considérées comme enve-
loppes de plans).

5. Géométrie des drapeaux. — L’'élément essentiel de cette
géométrie est le drapeau. La monosérie linéaire se nomme cou-
ronne de drapeauz, et la bisérie linéaire couronoide de drapeaux.
Il n’y a pas d’autres formes linéaires; cette géométrie est donc
a deux étages (monoséries et biséries de drapeaux).

6. Géométrie des boucliers, — L’élément essentiel de cette
géométrie est le bouclier. La monosérie linéaire n’a pas recu de
nom particulier. Cette géométrie n'a qu'un étage; toutes ses
formes sont des monoséries (voir la géométrie des boucliers dans
le § 1).

7. Géométrie des boucliers cotés. — 1/élément essentiel de cette
géométrie est le bouclier coté. La monosérie linéaire se nomme
monofaisceau de boucliers, et la bisérie linéaire bifaiscear -de
boucliers. Cette géométrie est 4 deux étages; elle ne contient
que des monoséries et des biséries.

8. Géométrie des fleches. — L’élément essentiel de cette géo-
métrie est la fleche. La monosérie linéaire se nomme couronne
de fleches, et la bisérie linéaire couronoide de fleches. Cette géo-
métrie est & deux étages; toutes ses formes sont des monoséries
ou des biséries.

9. Géométrie des feuillets. — L'élément essentiel de cette
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géométrie est le fewillet. Les mono-, bi-, tri-, tétra-, et penta-
séries linéaires de feuillets n’ont pas recu de nom spécial. Cette
géomeétrie est & cing étages, c’est-a-dire que ses formes sont des
polyséries depuis la mono- jusqu’a la pentasérie. -

10. Géométrie des feuillets cotés. — L’élément essentiel de cette
géométrie est le fewsllet coté. La monosérie linéaire a recu le
nom de monocouronne, la bisérie linéaire celui de bicouronne,
etc., jusqu’a ’hexasérie linéaire ou hexacouronne. Cette géomé-
trie est donc & six étages, car elle comprend toutes les formes
depuis la mono- jusqu’a I'hexasérie.

Il y a done en tout dix géométries fondamentales dans I'espace
tridimensionnel. Pour calculer le nombre x d’éléments essentiels,
nécessaires et suffisants pour déterminer une forme linéaire
donnée d’une géométrie donnée, on emploiera la formule

= sk

dans laquelle p est le degré de la géométrie en question et »
Pétage auquel appartient la forme linéaire donnée. Ainsi par
exemple le nombre de points nécessaire et suffisant pour déter-
miner un plan est x =1 + 2, parce que la géométrie ponc- .
tuelle est linéaire (p — 1) et qu'un plan est une bisérie de
points (deuxieme étage, » — 2); de méme le nombre de feuil-
lets nécessaires et suffisants pour déterminer une tétrasérie
linéaire de feuillets sera x = 2 4 4 , parce que la géométrie des
feuillets est quadratique (p = 2) et que la tétrasérie correspond
au quatrieme étage (v —4). |
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