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LES GEOMETRIES FONDAMENTALES

Dt

L' ESP AC E EUCL1DIEN
I'AK

Hene tie SACJSSIIIIE

Suite et fin i1.

S :2. — Classic ication* i>f.s gkomf/tries.

Les different^ elements d'un etre geonietrique sont sa yrau-
dettr, sa position et sa forme.

La grandeur et la position sont les elements « essentiels », les

« essences » <le l'etre geonietrique, tandis que la forme en cons-

titue la « structure #. II y a done deux sortes de geometries,
suivant que 1'on prend comme point de depart, comme essence

de l'etre geometrique, sa grandeur ou sa position; en outre,

comme on ne peut pas prendre deux essences ä la fois comme
base d'une geometrie. il en resulte que si Ton prendla grandeur
comme essence, on ne tiendra plus compte de la position, et

reciproquenient.
Les deux brandies fondamentales de la geometrie sont done:

1. La f/eometrie metrique, ou geometric elementaire, dans

laquelle on etudie la forme (la structure) des etres geometriques,
en considerant leur grandeur, leur etendue, comme leur element

essentiel (sans se preoccuper de la position de ces etres

geometriques dans 1'espace).

' Voir Arcli Janvier 1910.
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2. La geometrie de position, ou geometrie cinematique, dans

laquelle on etudie les formes (les structures) engendrees par le

deplacement d'un etre geometrique, dont l'essence reside uni-
quement dans sa position (la grandeur et la forme de ret etre
lie jouant plus aucun role).

Geometries metriques.

Kn geometric metrique l'etendue est l'essence et la forme est

la structure, mais les termes «essence» et «structure» bien

qu'opposes Tun ä l'autre. n'ont qu'une valeur relative. Un meine
etre geometrique peut etre essence ou structure suivant la

maniere dont on le considere; ainsi, une reiße, c'est-ä-dire une

ligne droite .4, consideree com me une continuite une et indivisible,

est une essence (une droite « essentielle »). tandis qu'une
ligne droite .4', consideree comme une serie de points (ou conime
une serie de plans) est une structure (une droite structurale).

Si les droites A et A' coincident, on peut dire que les points
(ou les plans) de la droite A' sont reunis par la continuite de la

droite .4. c'est-ä-dire que dans tout etre geometrique, l'essence

est la grandeur continue qui reunit et tient ensemble toutes les

parties de la structure.
Prenons par exemple un tetraedre (corps geometrique ä la

fois le plus simple et le plus complet). La grandeur, l'etendue
de ce tetraedre, cost son volume; ce volume (essence du tetraedre),

est limite par quatre plans, les quatre faces du tetraedre,
qui donnent ä celui-ci sa forme; ces faces constituent done la

structure du tetraedre, et l'on constate que les quatre faces sont
bien reunies et tenues ensemble par le volume, c'est-ä-dire par
l'essence du teti aMre.

Mais si nous considerons separement une de ces faces, nous
constatons qu'ä son tour el le est essence par rapport aux trois
aretes qui la limitent, car ces aretes donnent ä la face sa forme,
c'est-ä-dire qu'elles constituent la « structure » de cette face, et
reciproquement la face est une etendue, une grandeur continue,

qui reunit et tient ensemble ces trois aretes. Ainsi. une face du
tetraedre est structure par rapport au volume, mais eile est

essence par rapport aux aretes. De meme, les aretes (qui sont
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structure par rapport aux faces) sont essence par rapport aux
sommets du tetraedre. puisque chaque arete est une grandeur
continue qui reunit et tient ensemble deux sommets. Enfin, les

sommets (qui sont structure par rapport aux aretes) ne sont

plus essence par rapport ä autre chose, car ils ne contiennent
plus aucune grandeur, aucune etendue.

Ainsi, en geometrie metrique, le volume est l'element purement
« essentiel» (il ne possede aucune structure), et le point est

l'element purement structural (il ne possede aucune essence).

Entre le volume et le point, il y a la surface et la ligne, qui
sont des essences (ou des structures) relatives.

La geometrie metrique se reduit ä l'etude des figures polye-
driques (ou polygonales). Les subdivisions de cette geometrie
correspondront done aux differentes especes de polyedres (ou de

polygones), y compris les differentes especes de surfaces (et de

courbes), que Ton peut considerer comme des limites de polyedres
(ou de polygones).

Geometries de position.

La geometrie de position a pour but l'etude des formes spa-
tiales engendrees par le deplacement d'une figure C (sans que
l'on se preoccupe de la grandeur ni de la forme de cette figure),
e'est pourquoi cette geometrie a rot;u aussi le nom de geometrie
cinemotique.

Dans cette geometrie, e'est la figure C, ou plutot la position
de cette figure, qui est l'essence, le point de depart, et les formes

spatiales engendrees par le deplacement de la figure C constituent

les structures, la partie structurale de la dite geometric.
Toute figure C ne possedant en elle-meme ni grandeur ni

forme pourra servir de point de depart ä une geometrie de

position; cette geometrie sera caracterisee par la figure C, qui
constituera l'element essentiel de cette geometrie. II y aura
done autant de geometries de position qu'il existe de figures ne
contenant aucune grandeur ni aucune forme.

Nous avons vu que ces figures sont: le point, la regie (ou
droite essentielle), l'edre (ou plan essentiel), le drapeau, le bou-

clier, la ffeche, et le feuillet (fig. 1). II y a done, dans l'espace
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tridimensionnel sept geometries de position, et seulement sept,

car il n'existe pas d'autre figure pouvant servir de point de

depart ä une huitieme geometrie, c'est-ä-dire qu'il n'y a pas
d'autre figure ne contenant en elle-meme ni forme ni grandeur.

Les sept figures essentielles de la geometrie de position se

subdivisent en trois groupes: le premier groupe comprend les

figures formees d'un seul element (point essentiel, droite essentielle,

ou plan essentiel); le second groupe comprend les essences

formees de deux elements, (le drapeau, forme de la reunion
d'une droite et d'un plan essentiels; le bouclier, forme de la
reunion d'un point et d'un plan essentiels, et la fleche, formee
de la reunion d'un point et d'une droite essentiels); enfin le

troisieme groupe comprend une seule figure, qui est formee de

trois elements reunis en une seule essence (le feuillet, forme de

la reunion d'un point, d'une droite et d'un plan essentiels).

Point Droite Plan Feuillet Drapeau Bouclier Fleche

Fig. 1.

Le feuillet est, en geometrie de position, l'element essentiel

le plus complet; la geometrie des feuillets (c'est-ä-dire des structures

engendrees par le deplacement d'un feuillet) sera done la

geometrie (de position) la plus generale existant dans notre

espace tridimensionnel. Et en effet, un feuillet est une figure
equivalente ä un corps solide quelconque G, c'est-ä-dire que la
position d'un tel corps peut et re entierement definie par la

position d'un feuillet, suppose attache ä ce corps. On peut dire
qu'un feuillet est ce qui reste d'un corps solide, lorsqu'on le

depouille de sa grandeur et de sa forme; en d'autres mots il
faut autant de coordonnees (6) pour definir la position d'un

corps solide quelconque, qu'il en faut pour definir la position
d'un feuillet.

Les six elements essentiels, autre que le feuillet, peuvent etre
consideres comme des feuillets inconiplets, car en les reunissant
deux ä deux on retrouve un feuillet complet: en eft'et, un feuillet
MDP peut etre considere comine forme de la reunion d'un



GEOMETRIES FON DAMEN TALES DE L'ESPACE EUCLIDIEN 349

point M avec un drapeau DP, ou comme la reunion d'une
droite (essentielle) D avec un bouclier MP, ou enfin comme la
reunion d'un plan (essentiel) Pavecune fleche MD. Le drapeau
est ainsi la figure complementaire du point, le bouclier celle
d'une droite, et la fleche celle d'un plan, ce qui revient ä dire

que la geometric des drapeaux est complementaire de la
geometrie ponctuelle, que la geometrie des boucliers est
complementaire de la geometrie reglee, et que la geometrie des fleches

est complementaire de la geometrie tangentiale; enfin, que la
geometrie des feuillets n'est complementaire d'aucune autre,

parce qu'elle est complete par elle-meme.
Considerons en effet un corps solide C dont la position est

definie par un feuillet MDP. Les deplacements du corps C

seront soumis aux lois de la geometrie des feuillets. Si mainte-
nant nous decomposons le deplacement du corps C en deux:
deplacement du point M dans l'espace, et deplacement du

corps C autour du point M, le premier deplacement sera soumis

aux lois de la geometrie ponctuelle, et le second sera soumis

aux lois de la geometrie des drapeaux, puisque le drapeau
DP definit precisement la position du corps C autour du

point M.
Nous pouvons aussi decomposer le deplacement du corps C

d'une autre manibre (en deux mouvements composants):
deplacement de la droite essentielle D dans l'espace et deplacement
du corps C sur cette droite essentielle; le premier de ces

deplacements sera soumis aux lois de la geometrie reglee, et le
second sera soumis aux lois de la geometrie des boucliers,

puisque le bouclier MP definit precisement la position du

corps C autour de la droite D. Enfin, on peut encore decomposer

le deplacement du corps C en : deplacement du plan
(essentiel) P dans l'espace, et deplacement du corps C sur ce

plan essentiel; le premier de ces deplacements sera soumis aux
lois de la geometrie tangentielle, et le second sera soumis aux
lois de la geometrie des fleches, puisque la fleche MD definit
precisement la position du corps Csur le plan P.

On peut done classer les differentes geometries de position par
paires, de telle maniere que chaque paire soit formee de deux

geometries complementaires l'une de l'autre:
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1. Geometrie ponctuelle, la Geometrie des draprnu.r,
2. Geometrie reglee, 2a Geometrie des boucliers,
3. Geometrie tangentielle, 3» Geometrie des fleches,

4. Geometrie des feuillets.

Les geometries ü numeros impairs (1, la, 3, 3"), sont toutes de

caractere lineaire, tandis que les geometries ä numeros pairs
(2, 2", 4) sont toutes de caractere quadratique. Nous avons vu,
en eff'et, dans le § 1 que la geometrie des boucliers autour d'une
droite essentielle fixe D est une geometrie quadratique k 2

parametres ; d'autre part la geometrie reglee est une geometrie
quadratique ä 4 parametres, et la geometrie des feuillets une
geometrie quadratique ä 6 parametres.

Quant aux geometries impaires. elles sont non seulement
toutes de caractere lineaire, mais aussi toutes ä 3 parametres.
Enfin, si l'on additionne les nombres de parametres relatifs it

deux geometries complementaires, la somme est toujours egale
ä fi:

(Geom. poncl.) 3 -f- (i^eom. des drapeaux) 3 6,
» reglee) 4 —|— » » boucliers) 2 6,
)> tang.) 3 H l) fleches) 3 6,

(geom. des feuillets) 6 =6.
La constance de cette somme provient du reste du fait que

deux geometries complementaires reunies sont toujours equi-
valentes a la geometrie des feuillets, laquelle est ä fi parametres.

Dans toutes les geometries de position la notion fondamentale

(de laquelle on tire l'equation de la polyserie lineaire fondamentale)

est la notion de reciprocity entre deux elements essentiels

de la geometrie consideree.
Ainsi par exemple, un point essentiel M est reciproqite d'un

plan essentiel P, lorsque la distance d du point au plan est nulle.
L'equation d 0 sera done l'equation de la biserie lineaire en

geometrie ponctuelle et en geometrie tangentielle (en eff'et, si

nous maintenons le plan Pfixe et que le point M se dbplace en

satisfaisant ä la condition d — 0, ce point decrira un plan structural

co'incidant avec P; reciproquement. si nous maintenons
le point M fixe et que le plan essentiel P se deplace en
satisfaisant a la condition d — 0, ce plan decrira une gerbe autour
du point M; or une biserie lineaire de points essentiels M est
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bien un plan structural, c'est-ä-dire une surface plane, et une
biserie lineaire de plans essentiels P est bien une gerbe, ou si

l'on veut un point structural1.
En geometrie reglee la reciprocite de deux rögles (droites

essentielles) est definie par la relation :

h tang t» — c

on h et (o sont respectivement la distance et l'angle des deux

regies, et c une constante que nous avons appelee l'indice de

reciprocite. Si Ton uiaintient fixe une des deux regies, la regie
reciproque decrit bien la triserie lineaire, puisque l'equationci-
dessus est l'equation intrinseque d'un coinplexe lineaire.

Enfin dans les deux autres geometries quadratiques (geometrie

des boucliers et geometrie des feuillets) la relation de

reciprocite entre deux elements essentiels (deux boucliers ou deux

feuillets) est:

/ r,)
h tang — c

ou h et oo representent respectivement le glissement et la rotation

qui permettent de passer d'un element essentiel ä l'autre.
Si l'un de ces elements est maintenu fixe, l'autre decrit la polv-
serie lineaire (biserie de boucliers ou pentaserie de feuillets).
Ainsi dans les trois geometries quadratiques de l'espace eucli-
dien la relation fondamentale de reciprocite a lameme forme, et
toutes ces geometries sont caracterisees par le fait que leur
equation fondamentale contient une constante arbitraire (c).

Nous avons aussi montre que les geometries quadratiques sont
des geometries incompletes que l'on peut faire rentrer dans le

type lineaire en associant une quantite numerique (une cote) k

leur element essentiel. Cette cote fait fonction de coordonnee.
de sorte que si une geometrie quadratique est ä n parametres la

geometrie lineaire dans laquelle eile rentre est ä n -(- 1 para-

' II faut bien remarquer qu'en geometrie metrique, un point est tou-
jours «structural», car dans cette geometrie i'essence est I'« etendue », et
un point n'a jamais d'etendue. Au contraire, en geometrie cinematique,
I'essence est la « position »; un point peut done y etre essentiel ou
structural, suivant qu'il est considere comme une position, ou bien comme une
structure de plans essentiels (centre d'une gerbe).
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metres. Ainsi, par exemple, ä la geometric reglee, qui depend
de 4 parametres, correspondra une geometrie lineaire ä 5 para-
metres (la geometrie des droites essentielles cotees, qui n'est
autre chose que la geometrie des vis de Ball, car une vis n'est

qu'une droite essentielle affectee d'un coefficient numerique). Si

a et b designent les cotes de deux droites essentielles, la relation
de reciprocity entre ces deux droites sera exprimee par l'equa-
tion:

h tang to a -f- b

et la geometrie qui en resulte sera de caractere lineaire, parce
que cette equation ne contient plus de constante arbitraire (c).

Si l'une des droites essentielles est fixe, la cote a est constante,
et l'autre droite deer it la polyserie (tetraseriej lineaire; et si l'on
pose b const., on obtient l'ensemble des droites qui (dans cette

tetraserie) ont la meme cote. Cet ensemble forme evidemment

un complexe lineaire, car si Ton pose b const., tout le second

membre devient constant, et l'on retrouve la formule, h tang w

const., du complexe lineaire. Cela revient k dire que la tetras6rie
lineaire de droites cotees est formee par la reunion de 30

complexes lineaires, obtenus en donnant successivement ä la
constante b toutes les valeurs possibles. Les formes fondamentales de

toute geometrie quadratique ä n parametres rentrent done bien
dans celles d'une geometrie lineaire (cotee) k n + 1 parametres,
car on pourrait par des raisonnements analogues montrer que
la geometrie des boucliers (ä 2 parametres) ou celle des feuillets
(ä 6 parametres) rentre dans la geometrie lineaire des boucliers
cotes (a .3 parametres), ou celle des feuillets cotes (ä 7

parametres), comme l'equation:

/ ,u
" lang j c

rentre dans l'equation plus generale:

i w /n tang — a -\- b

Le tableau complet des geometries fondamentales de l'espace
euclidien ä trois dimensions est done le suivant:
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Geometries lineaires
Geom. poncluelle (3 param.),

» reglee cotee (5 »

» tangenlielle (3 »

» des drapeaux (3 param.),
» desbouclierscote (3 »

» des fleches (3 »

» des feuillets cote (7 param.),

Geometries quadratiques

Geom. reglee (4 param.),

Geom. des bonoliers (2 param.),

Geom. des feuillets (6 param.),

On voit que toutes les geometries de caractere lineaire sont ä

un nombre impair de parametres, tandis que toutes les geometries

quadratiques sont ä un nombre pair de parametres.

** *

II ne reste plus qu'k faire la nomenclature des formes lineaires
(monoserie, biserie, triserie, etc. lineaire) de chacune de ces

geometries :

1. Geometrie ponctuelle. — L'element essentiel de cette
geometric est le point. La monoserie lineaire de points se nomme
droite (droite structurale, consideree comme une serie de points).
La biserie lineaire de points se nomme plan (plan structural).
II n'y a pas d'autre forme lineaire, puisqu'une triserie de points
n'est plus une forme. On peut done dire que la geometrie
ponctuelle est ä deux etages; eile ne contient que deux sortes de

formes (les lignes et les surfaces).
2. Geometrie reglee. — L'element essentiel de cette geometrie

est la regie (droite essentielle). La monoserie lineaire de regies
se nomme hyperboloide (ouparabolo'ide) regie. La biserie lineaire
se' nomme congruence lineaire et la triserie lineaire se nomme
complexe lineaire. II n'y a pas d'autres formes lineaires,
puisqu'une tetraserie de regies n'est plus une forme. La geometrie
reglee est done une geometrie ä trois etages; eile contient trois
sortes de formes (les surfaces reglees, les congruences et les

complexes).
3. Geometrie reglee cotee. — L'element essentiel de cette

geometrie est la regie cotee (droite essentielle cotee). La monoserie

lineaire de regies cotees se nomme monofaisceau (cono'ide de
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Pliicker ou cylindro'lde); la biserie lineaire se nomme bifaisceau

(congruence de Ball); la triserie lineaire se nomme trifaisceati
(complexe de Ball), et la tetraserie lineaire se nomine tetrafais-
ceau (tetraserie de Ball). II n'y a pas d'autre forme lineaire,
puisqu'une pentaserie de regies cotees n'est plus une forme.
La geometrie rcglöe cotee (ou geometrie de Ball) est done une
geometrie h quatre etages.

4. Geometrie tangentielle. — L'element essen tiel de cette

geometrie est Yedre (plan essentiel). La monoserie lineaire se

nomme faisceau d'edres (ou droite structural, consideree comme

uu faisceau de plans essentiels) et la biserie lineaire se nomme,
gerbe d'edres (ou point structural, considere comme gerbe de

plans). II n'y a pas d'autres formes lineaires, puisqu'une triserie
d'edres n'est plus une forme. La geometrie tangentielle est done

une geometrie h deux etages; elle ne contient que deux sortes
de formes : des lignes et des surfaces (considerees comme enve-
loppes de plans).

5. Geometrie des drapeaux. — L'element essentiel de cette

geometrie est le drapeau. La monoserie lineaire se nomme cou-

ronne de drapeaux, et la biserie lineaire courono'ide de drapeaux.
II n'y a pas d'autres formes lineaires; cette geometrie est done
ä deux etages (monoseries et biseries de drapeaux).

6. Geometrie des boucliers. — L'element essentiel de cette

geometrie est le bouclier. La monoserie lineaire n'a pas recu de

nom particulier. Cette geometrie n'a qu'un etage; toutes ses

formes sont des monoseries (voir la geometrie des boucliers dans
le § 1).

7. Geometrie des boucliers cotes. — L'element essentiel de cette

geometrie est le bouclier cote. La monoserie lineaire se nomme
monofaisceau de boucliers, et la biserie lineaire bifaisceau -de

boucliers. Cette geometrie est ä deux etages; elle ne contient

que des monoseries et des biseries.
8. Geometrie des fleclies. — L'element essentiel de cette

geometrie est la fleche. La monoserie lineaire se nomme couronne
de fleches, et la biserie lineaire couronmde de fleches. Cette
geometrie est ä deux etages; toutes ses formes sont des monoseries

ou des biseries.
9. Geometrie des feuillets. — L'element essentiel de cette
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geometrie est le feuillet. Les mono-, bi-, tri-, tetra-, et penta-
series lineaires de feuillets n'ont pas regu de nom special. Cette

geometrie est ä cinq etages, c'est-ä-dire que ses formes sont des

polyseries depuis la mono- jusqu'ä la pentaserie.
10. Geometrie des feuillets cotes. — L'element essentiel de cette

geometrie est le feuillet cote. La monoserie lineaire a recu le

nom de monocouronne, la biserie lineaire celui de bicouronne,

etc., jusqu'ä l'hexaserie lineaire ou hexacouronne. Cette geometrie

est done ä six etages, car eile comprend toutes les formes

depuis la mono- jusqu'a l'hexaserie.

II y a done en tout dix geometries fondamentales dans l'espace
tridimensionnel. Pour calculer le nombre a; d'elements essentiels,
necessaires et suffisants pour determiner une forme lineaire
donnee d'une geometrie donnee, on emploiera la formule

x — p -f- //

dans laquelle p est le degre de la geometrie en question et n

l'etage auquel appartient la forme lineaire donnee. Ainsi par
exemple le nombre de points necessaire et süffisant pour determiner

un plan est x 1 + 2 parce que la geometrie ponc-
tuelle est lineaire (p — 1) et qu'un plan est une biserie de

points (deuxieme etage, n 2); de meine le nombre de feuillets

necessaires et suffisants pour determiner une tetraserie
lineaire de feuillets sera x 2 + 4 parce que la geometrie des

feuillets est quadratique (p 2) et que la tetraserie correspond
au quatrieme etage (n 4).
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