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1920 Vol. 2 Juillet-Aoüt.

INTERPRETATION GEOMETRIQUE DU TEMPS UN1VERSEL

DANS LA

THEORIE DE LA RELATIVITE RESTREINTE

PAR

Charles WIIXIGEN8

Je me propose dans le present travail d'interpreter geoine-
triquement le temps universe!, tel qu'il a ete introduit par M.
Edouard Guillaume dans !a Theorie de la relativite restreinte1.

Vu l'importance du sujet, je commencerai par rappeler les

principes sur lesquels M. Guillaume etablit la Theorie. Cet

auteur pose les deux postulats fondamentaux suivants:
1. Le Principe de la constance relative de la vitesse de la lu-

miere dans le vide galileen. (Dans tout Systeme galileen, la
vitesse de la lumiere, mesuree dans ce Systeme, est un nombre fixe

c0, qu'on peut d'ailleurs choisir arbitrairement).
2. Le Principe de la sphericite de I'onde lumineuse emise par

une source ponctuelle dans le vide galileen.
Considerons deux systemes de reference trirectangles, soit

S,, (£ct, ?/,, zt), S2 (a;ä,z/2,2;ä),animes d'une translation uniforme
de vitesse v le long des axes xt et 02x2 supposes co'incidants.
Le mouvement aura lieu conformement ä la transformation
galileenne :

X, X, + vt ; jj =y2 ; zt s2 (1)

1 Kd. Guillaume. La Theorie de la Relativite en fonction du temps
universel, Arch. (4), 46. p. 281 et suiv.. 1918. Representation et Mesure
du temps, ibid. (5), 2, p. 125 et suiv., 1920; Les Bases de la Theorie de la
Relativite, Revue Generale des Sciences 15 avrii 1920.
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290 THEORIE DE LA RELATIVERE RESTREINTE

Supposons qu'on produise un signal luniineux bref aux ori-
gines 0! et 0S, äl'instant oü elles coincident (t =0). II donnera
naissance dans chacun des systemes ä une onde spherique en

vertu du second postulat:

u, et designant les rayons des spheres au meme instant. On

verifie immediatement que les variables xi,x2.ui, ms satisfont
& la transformation suivante, due ä Lorentz :

Nous admettrons que cette transformation a lieu pourtous les

phenomenes qui sont observes ä la fois depuis S4 et depuis Sä;

la variable u representera toujours un « chemin lumineux »

mesure dans le Systeme S; sa derivee c par rapport au temps
sera la vitesse de la lumiere relative a ce Systeme. Par raison de

symetrie, posons :

oü Cj et c2 ne dependent pas de t; r ne dependra que de x, ou
de x.2 selon le Systeme sur lequel on suppose l'observateur place.
Substituons dans la seconde equation (3); on obtient:

O1 + ß) — ci) t + aß-r2 •

Pla§ons-nous sur S,, c'est ä dire posons :

~dT 0; c' c"

La relation precedente, derivee par rapport ä t. donne :

•*"1 ßk2 + a"2> ; "i ß(ax2 + lh)

a : c0 ; ß2 1 : (1 - a*)

ux — Cj t + r ; i<2 — c2t — r

c. o

d'oü
ß — 1

T X.

En introduisant les parametres ri et r.2, les equations (4) peuvent
alors s'ecrire :
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,ß 1 cn ß 1
"l — Vi C0< + -*2 ; >H V2 y * «"2 <5)

En permutant les indices et changeant le signe de a, on obtient
les deux autres relations :

Ul C0T1 Xl ' w2 C0T2 — r0 ' X1 (">

On verifie facilement qu'en rempla^ant dans la premiere equation

(3) wa par sa valeur en fonction de t et xa_, on tombe sur la
premiere relation (1).

Les parametres rt et peuvent etre consideres comme repre-
sentant le «temps local». Si 1'observateur est sur S4, par
exemple, tous les points de S2 sont au repos relatif, et l'on a :

autrement dit, les « horloges locales » qu'on peut supposer ins-
tallees en chaque point de S,, vont toutes egalement vite et ont
une marche synchrone avec l'horloge universelle. Par contre, il
y a un dephasage constant entre chaque horloge locale et l'horloge

t; ce dephasage est une fonction du lieu, c'est-ä-dire du

point a:,, fixe dans Sä, envisage depuisS,. Comme M.Guillaume
l'a fait observer, il est curieux de constater que si l'on envoie
des signaux brefs entre des horloges locales eloignees, celles-ci

sembleront reglees comme l'horloge universelle. On a, en efi'et,

dans ce cas :

X2 Z=Z 0 Tj t ; .Tj PT1 — vt

On voit done que le reglage des horloges par des echanges de

signaux lumineux n'est qu'un trompe-l'ceil.
En resume, les indications des horloges donnant les temps t

et t ne different que par des constantes d'integration. Du fait
que leurs differentielles sont egales, il resulte que les pheno-
menes physiques, representes par des equations differentielles,
peuvent etre exprimes indifleremment avec la variable t ou la

t. II n'y a lä pas plus de difficulty qu'il n'y a de difficulty un
aviateur de determiner sa vitesse soit ä l'aide du chronometre
du bord, soit en lisant l'heure sur les horloges des clochers qu'il
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292 THEORIE DE LA RELATIVITE RESTREIN TE

aperqoit, en tenant compte cliaque fois des dephasages constants

existant entre les temps des differents pays.
II est commode d'utiliser les quantites imaginaires dans la

representation graphique de la transformation de Lorentz. A
cet eilet, il suffit de remplacer « par ia et c0 par — ic0 dans la

transformation, en convenant de donner k a et k c0 les valeurs

numeriques a et c0 respectivement. La transformation represen-
tera alors une rotation d'un angle — t des axes rectangulaires
0 (»,, c0 i,) autour de l'origine 0, l'angle q> etant defini par :

a — tsr cd ; b — ——===- — cos © ; ah — sin ©01 \/i |a2 ' T

ah I — b ©

r+D ~~riT lg T

Comme a < 1, la rotation est au plus de 45°. Toutefois, pour
obtenir des figures plus claires, comme il ne s'agissait que
d'exposer le principe, cette limite n'a pas ete observee dans les

constructions geometriques, ce qui n'altere pas qualitativement
les resultats. La premiere des relations (5') devient alors :

-T _ _ x t L _Ao_ t. (6)
o i i & 2 cos cp

'

Designons par:
©

m - tg ^

le coefficient angulaire de la droite que Ton obtient en prenant
pour coordonees u c(lti, x — .oi,, la relation (6) prend la
forme :

—, 1 + m2
tenu mx + c.l - b

0 1 — m-
1 '

cette droite forme avec l'axe Ox un angle — Lorsque t va-

rie, ces droites se deplacent parallelement. Les droites de

simultaneity qu'on peut appeler «droites isochrones», ne sont done

plus des paralleles ä Ox^ comme dans la definition einstenienne
de la simultaneity mais des paralleles ä la bissectrice des directions

positives de Oxi et Ox'2.

Faire varier a dans la transformation de Lorentz revient ä
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faire varier m dans (6'). Si on laisse t constant, la droite (6')
enveloppe une courbe. Les coordonnees des points de cette
courbe s'obtiennent sans difficulty en fonction de m. Derivons
en effet (6') par rapport ä m, nous obtenons :

- 4m \
x — 6o 1

71 T\ Iu (1 — my /
— 1 — 4 m2 — m4 t

" - c°1 (i _ „ty

en substituant dans (6') la valeur obtenue pour x.
Si on fait varier t, on obtient une famille decourbes homothe-

tiques par rapport ä l'origine. Cette famille de courbes definit
une horloge indiquant le temps universel, car si nous avons un
Systeme S2 correspondant aux axes ()(x.2, c„ i._,) deduits par une
rotation de l'angle — <p du Systeme 0 (x,, c0 r,) correspondant ä

S,, les droites isochrones s'obtiendront en menant aux courbes
des tangentes paralleles ä la bisectrice de Oa;, et (te2.

Ces droites sont des droites isochrones dans les deux systemes,
et leur choix a pour effet, comme le fait observer M. Guillaume,
de faire disparaltre la «contraction» de Lorentz. Le temps n'est

pas autre chose que le rapport d'homothitie entre une courbe

quelconque et la courbe correspondante ä t 1. Toutefois il sera
commode de le mesurer sur la droite passant par l'origine et les

points de contact des tangentes paralleles. Ceci n'est toutefois

qu'une question de commodite, les rapports d'homothetie etant
les memes pour toute droite passant par l'origine. Un change-
ment de direction n'aura done aucune influence sur la mesure
du temps, celui-ci etant defini, non pas par les droites
isochrones, mais par le rapport d'homothetie des courbes aux-
quelles ces dernieres sont tangentes.

En particulier, coupons les courbes par 0u. Le coefficient

angulaire des tangentes aux points d'intersection sera m 0

qui correspond ä a 0, done au repos complet des systemes.
Nous avons dans ce cas : u c0 t, c0t done x, t; t devient

identique aux temps locaux du Systeme oü se trouve l'observa-
teur.

Les courbes considerees sont symetriques par rapport ä Ok;
elles ont trois points de rebroussement, dont deux imaginaires
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et elles sont doublement tangentes ä la droite de l'infini, les

bissectrices des axes etant des directions asymptotiques. (Fig. 1).
Considerons trois systemes S,, Ss, S3 et les rotations corres-

pondantes des axes de coordonnees. II est facile de construire

Fig. 1.

pour les trois systemes les droites correspondant ä une meme
valeur de t, dans ces trois systemes, en partant de l'equation :

u — Ig -V x 4 5—
2 cos ®

puisque nous connaissons l'angle <f que forment les nouveaux
axes avec les anciens. La droite elle-meme est parallele ä la
bissectrice des axes des «des deux systemes consideres. (Fig. 2).

Designons ces trois droites par ti2, <)3 et les indices indi-
quant simplement pour quelle association de Systeme chacune

d'elles est valable.
Donnons-nous dans le Systeme S1 l'abscisse«, OMj2. Si

nous considerons la combinaison de systemes (S,, Ss) nous de-
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vons lui faire correspondre le point M,, sur la droite tn. Ce

point a pour abscisse dans le Systeme S2: — OM21. Prenons

Fig. 2.

le point H d'intersection de M12 M21 avec la bissectrice bn de

Oa;, et Oic2, et projetons H orthogonalement en K sur Oa^.
Nous avons :
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*1 om;

x2 OM^ OK

en vertu de la formule

Xy X2 -j- vt

que nous avons trouvee plus haut, comme consequence de la
transformation de Lorentz lorsqu'on prend le parametre t pour
mesurer le temps :

vti designant la vitesse de translation de S2 par rapport ä Sr
Si parle meme procede, nous prolongeons M12MW jusqu'en K,

point d'intersection avec 61S, et en projetons K en S sur 0.x,,,
nous trouvons :

sm» -r2 — ^ "211

il ressort de la figure que :

>'12 i — f211

Le procede, on le voit, est tres simple et vaut pour un couple
quelconque de systemes. La figure 2 donne la construction de

la vitesse d'un Systeme par rapport ä l'autre.
Quittons maintenant la representation graphique pour revenir

dans Tespace ordinaire, et considerons trois systemes trirec-
tangles qui se deplacent parallelement ä leurs axes des x, glis-
sant les uns sur les autres. C'est le cas decrit par M. Guillaume
dansl'espace reel. Supposons l'observateur place dans S,. (Fig. 3).

Nous determinons la disposition des systemes S^tSjäl'ins-
tant t tels qu'on les voit de S, en portant sur Oxf les longueurs

v^t et vi3t.
Supposons ensuite l'observateur place dans S2 et portons sur

Ox2 les longueurs v^t et vi3t, nous obtiendrons les systemes

S, et S3 tels qu'ils sontvusdeS2.
Enfin, si l'observateur est suppose sur S3 et que sur Ox3 on

porte v3it et on obtient les systbmes S, et S2 vus de S3.

Nous voyons que les trois figures obtenues ne sont pas iden-

tiques, mais qu'il y a une aberration variable avec le Systeme de
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l'observateur. Nous avons fait ressortir en trait gras le Systeme
oü se trouve l'observateur et nous l'avons designe par un seul

indice, en indiquant pour les autres systemes, ä l'aide d'un
second indice, le Systeme d'oü ils sont vus.

Proposons-nous pour terminer de representer les memes for-
mules ä l'aide de l'interpretation de la transformation de Lorentz

/!^i_
/ /S3I

//il.2 /$2 vk3.2

'1.3
//S 2 3

Fig. 3.

en conservant les valeurs reelles. (Fig. 4). On considere dans le

Systeme rectangulaire Oaq, Ott, les deux hyperboles equilateres
conjuguees :

X2 — U2 — 1

X2 — u? + 1

et on prend pour axes Ox,, et 0«ä deux diametres conjugues.
Ceux-ci sont symetriques par rapport ä une asymptote et

coupent les deux hyperboles en des points X2 et U2. Dans le

nouveau Systeme les longueurs OX2 et OUä seront prises comme
unites sur ces axes de coordonnees.

L'angle ty que forme Faxe Oxt avecOa^ est defini par :

tg $ a

oü a — comme precedemment.
C0

Les coordonnees du point U2 sont:
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L'equation de la droite UjUs sera de la forme :

u — -|- 1

puisque 01^ 1, oü

_ ß — i

Si nous reprenons la relation ötablie au debut

nous voyons que nos droites de simultaneity sont paralleles ä la

direction U, U2. Ce sont, comme dans le cas precedent, des

droites decoupant sur 0«, et 0des segments mesures par le

meme nombre, si Ton tient compte du fait que l'unite de

longueur n'est pas la meme sur les deux axes.
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En appelant x Tangle dont la tangente est y, on obtient:

L'equation de la droite devient :

Si Ton cherche l'enveloppe de cette droite, on trouve en expri-
mant les coordonnees en fonction de y:

En etudiant cette courbe, on arrive ä la caracteriser comme
une courbe du 4m0 ordre et de 3me classe doublement tangente
ä la droite de l'intini aux points cycliques. Ces proprietes suf-
fisent pour caracteriser la courbe comme une hypocyclo'ide ä

trois rebroussements1.

Le temps est de nouveau defini comme le rapport d'homothetie

d'un Systeme de courbes. Mais, dans ce cas, ces courbes sont des

hypocyclo'ldes.
Dans la figure 4 nous avons represente l'hypocyclolde corres-

pondant ä c0t — 1. On peut se livrer sur ce mode de representation,

ä des considerations analogues ä Celles du cas precedent.
Toutefois il est moins commode pour la construction des

aberrations, ä cause du changement d'echelle lors du passage d'un
systeine dans l'autre et de l'angle aigu forme par Oa?2 et 0u 2.

L'interpretation geometrique de la representation monopara-
metrique du temps, decrite dans ce travail, conduit ä considerer
le parametre t comme un rapport d'homothetie, c'est-ä-dire
comme un nombre pur. La vitesse de la lumiere a alors la

1 Cf. Cbemona. « Sur l'hypocyclolde k trois rebroussements », Grelles, J.,
1865 et Gino Loria, Spezielle algebraische und transcendente ebene Kurven,
t. I, p. 161, 2me edition, Teulmer, 1910.
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dimension d'une longueur. Le temps est en dehors de l'espace,

il est despatialise, ce qui concorde avec l'universalite de cette
notion. Cette conclusion resulte directement de la definition de

la mesure du temps. Nous nous donnons une longueur c0 et nous
admettons que la propagation de la lumiere est un phenomene
identique en tout point de l'espace. Mesurer un temps revient
ä dire, combien de fois la longueur c0 est parcourue, pendant
qu'un evenement se produit. Le temps est done un simple fac-

teur numerique de proportionality qui mesure le rapport du
chemin parcouru effectivement par la lumiere k celui servant ä

definir l'unite de temps.
L'interpretation de Minkowski, qui a voulu faire du temps

une quatrieme dimension de l'espace est toute artificielle et

tient a ce que ce savant nous paralt confondre les parametres
r avec les chemins c0t — u parcourus par les rayons lumineux
mensurateurs.

Du point de vue cinematique, on donnera ä t, par definition,
la dimension du temps. c0 aura la dimension d'une vitesse et les

abscisses x seront homogenes ä des longueurs. On feraainsi dans

les formules de dimensions une distinction entre des longueurs
variables et des longueurs fixes et l'on retrouve les representations

usuelles de la Mbcanique classique.
On peut du reste observer que lorsqu'on definit le temps k

l'aide de la rotation de la Terre, il se trouve mesurfi par un
angle, done egalement par le rapport de deux longueurs,
exactement comme dans le cas des borloges lumineuses.
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