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REPRESENTATION ET MESURE DU TEMPS

PAR

Edouard GUILLAUME

La question du temps que pose la Theorie de la relativite est

vitale, peut-on dire, pour la Science entiere. Afin de l'eclaircir,
nous avons propose, dans un precedent memoire1, d'attaquer le

Probleme analytiquement tout d'abord. Voici en quoi consistait
notre methode.

Dans la Physique classique, comme en Mecanique, le temps
est toujours represente par un parametre temporel unique, t,

qui joue le role de variable independante. Dans la theorie de

la relativite, par contre, chaque Systeme de reference S* possede

un parametre temporel r,-, qui represente le temps dans ce

Systeme seulement; comme il y a autant de systemes qu'on veut, le

temps se trouve, en fin de compte, exprime par une infinite de

parametres.Si done, on desire retrouver la representation classique,

il faut operer un changement de variables de facon ä chas-

ser tous ces parametres et ä ne laisser subsister qu'une variable

unique t. C'est la un probleme de pure analyse, que nous avons

expose dans le memoire precite; nous sommes arrive ä la conclusion

importante que les resultats essentiels de la theorie n'en
etaient pas älteres, et nous avons pu donner une signification
physique ä celle-ci en la ramenant ä une aberration generalisee.
Nous sommes parvenus ainsi ä la nouvelle operation spatiale :

1'« aberration », representee par un nouvel algorithme : les

« derivees homogenes».
On peut dire que le probleme analytique que nous avons traite

1 Archives (4), 46, p. 281 et suiv., 1918.
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consiste ä substituer une representation monoparametrique ä

une representation polyparametrique du temps.
Or, il se pose la question fondamentale suivante:
Si le temps est veritablement une entite unique, les representations

mono et polyparametriques ne doivent-elles pas etre
äquivalentes

Nous nous proposons, dans le present memoire, de montrer
que la reponse est affirmative. Nous verrons que si 1'on n'a pas
su le reconnaltre jusqu'ä maintenant, eela tient ä l'omission d'une
distinction essentielle, et ä la confusion entre deux relations de

formes analytiques similaires, mais dont l'une est relative ä une
meme « duree », l'autre ä deux « periodes» differentes.

Pour notre etude, nous nous appuieronssur la proposition
suivante, k laquelle Kant donnait le nom de «.jugement synthetique
ä priori » et conferait par lä-meme une certitude apodictique:

Differents temps nepeuvent etre simultanes.
Admettons sans reserve cet axiome temporel et essayons de

l'appliquer ä la transformation deLorentz, qui constitue la base

des theories dites de la relativite.
Tout d'abord, utilisons-le pour construire une « horloge ». II

nous conduira ä exemplifier le temps, continu k une dimension,

par une droite indefinie unique OT, dont chacun des points
representee un instant T bien determine, et une portion AT, un
intervalle de temps. Remarquons que, pour le moment, les sym-
boles T et AT ne designent que des rapports de situation, et
non des valeurs numeriques; nous faisons ainsi une sorte
ftAnalysis situs temporelle. On imaginera qu'un index mobile

parcourt la droite OT et indique le temps par sa position. Peu

importe la « vitesse » de l'index. Nous pourrons, ä notre gre,
ralentir, accelerer ou annuler son mouvement. C'est en cela que
consiste veritablement la « relativite du temps », telle que l'en-
tendait Poincare par exemple. Au reste, rien ne nous empeche
d'attribuer ä l'index un « mouvement uniforme », sans que,
bien entendu, nous puissions dire ce qu'il faut comprendre par
lä. Puisque OT est l'horloge supreme, elle indique le temps sans

recours possible. Remarquons d'autre part qu'il ne serait nulle-
ment absurde de faire marcher l'index « en arriere », c'est-a-
dire de remonter le cours du temps. La transformation de
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Lorentz, eil effet, est essentiellement reversible; eile n'est pas
mutilee lorsqu'on y remplace ti et rä respectivement par — t,
et — t cola ne fait que changer le sens de la vitesse relative
de S, et Sä.

Nous rencontrerons une premiere difficulte quand nous vou-
drons exprimer numeriquement le temps T. C'est une difficulte
analogue ä celle qui a donne lieu ä tant de controverses et qui
n'a pu etre resolue que par le postulat de Cantor-Dedekind: « A
tout point d'une droite on peut faire correspondre un nombre. »

Correlativement nous devons enoncer le postulat suivant:
A tout instant, on peut faire correspondre un nombre.

Mais ce postulat n'implique qu'une possibility; et il y a une
infinite de manieres d'etablir ces correspondances.

Dans la Physique classique, oü le temps est represents par un
parametre unique t, la correspondance entre les valeurs de t et
les points T se fait immediatement et sans difficulte aucune. II
suffit de faire correspondre a 1'unite de temps un certain
segment choisi arbitrairement, et de l'utiliser pour subdiviserla
droite OT en intervalles egaux, qu'on numerotera avec la suite
des nombres natiirels. On "imaginera enfin une correspondance

univoque et reciproque entre les valeurs que prendra le
parametre t en vertu des relations et celles de la suite donnee.

Si, par contre, nous avons une infinite de parametres t, r2,

pour representer le temps, nous devrons etablir autant de

correspondances entre les valeurs que prennent ces parametres en

vertu des equations et les instants exemplifies par les points de

la droite OT. Soit x\, y\, 2°, x\, y\, z[, un Systeme de

valeurs satisfaisant ä la transformation de Lorentz. Ces valeurs

seront, par definition, « simultanees » au sens mathematique
du mot; mais cela n'implique pas necessairement que les

instants 1° et f soient « simultanes » dans le monde sensible.

Nous aurons done deux possibilites:
a) L > Ti) soßt des nombres differents relatifs ä un meme

instant T"; correlativement Ar'j, At° sont des expressions nu-
meriques differentes d'une meme duree aT°.

b) r°, ...designentchacun un instant different, c'est-a-dire

un point different sur la droite OT; correlativement, A1°, Ar°,

designent chacun des durees differentes.
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Une montre nous offre, quoique par un autre mecanisme, un
exemple vulgaire de la premiere possibility, puisque le temps y
est indique par deux aiguilles ä marches distinctes. Le cadran

est divise en 60 parties; pendant une heure, la grande aiguille
parcourt les 60 parties alors que la petite n'en parcourt que 5 :

les nombres 5 et 60 sont des expressions numeriqiies diffe-
rentes d'une merne duree, et nous disons que la petite aiguille
va douze fois moins vite que la grande. Avec notre horloge nous
devrons proeeder autrcment; la montre comporte un cadran

avec division unique et deux aiguilles; comme nous n'avons

qu'un index, nous devrons multiplier les divisions. Pour realiser
la montre, il suffit d'attribuer ä OT deux subdivisions diffe-
rentes, de manierequ'ä 60 divisions de l'une des echelles

correspondent exactement 5 divisions de la seconde, les traits 0,

d'une part, et les traits 5 et 60, d'autre part, etant en coincidence.

La nature cree constamment des conditions analogues.
Ainsi, l'ensemble continu des sources lumineuses de toutes cou-
leurs, permet d'attribuer ä chaque instant une infinite de nombres

distincts.
Nous allons appliquer les considerations qui precedent ä

l'etude de la transformation de Lorentz. Comme on le fait habi-
tuellement, nous nous bornerons au cas ou il n'y a que deux

systemes, S, et S.2, en presence; on les prend alors sous la forme
de trirectangles euclidiens, places de fagon que les axes Oix1 et
0%x% coincident et que les plans coordonnes yiOizi et
restent constamment paralleles lorsque les systemes se depla-
cent l'un par rapport ä l'autre avec une vitesse v dans la direction

commune Ox. Pour fixer les idees, on peut imaginer que
S, est une voie de direction Ox. sur laquelle circule un train
trbs long representant S.2. La transformation de Lorentz etablit
une correspondance entre les points de ces deux systemes, et
s'ecrit comme suit dans le cas envisage :

x2 ß (x1 — ac0T,) ; j2 r, ; z2 z, ; c0t2 ß (c0x, — aaq) (I)

oii ß 1 : (1 — a2) est une constante liee ä la vitesse v par la
relation:

v ac0 (2)

c0 representant la valeur numerique de la vitesse de la lumiere
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pour le vide, mesuree dans un Systeme quelconque. Cette vitesse
est done une constante, en ce sens que quelle que soit l'expe-
rience faite dans un meme Systeme en vue de la determiner,
on trouvera toujours cn pour sa valeur. (Principe de la
Constance de la vitesse de la lumiere). Bien entendu, nous pouvons
prendre pour c0 un nombre quelconque, par exemple l'unite; on

peut aussi poser

cn 300 000 —sec-lumiere

et definir de la sorte la « seconde-lumiere », qui difierera peu
de la « seconde terrestre ».

Une remarque importante s'impose ä propos de l'application
physique du principe precedent. Du point de vue mathematique,
la notion de « Systeme de reference » est parfaitement claire. II
n'en est pas ainsi, malheureusement, pour le physicien, et
celui-ci est incapable, pour l'instant tout au moins, de dire oü

finit le systeme-voie Sf et oü commence le systeme-train Sä

Lorsqu'une mouche penetre dans un wagon par une fenetre,
ä partir de quel moment peut-on dire que l'insecte fait partie
du convoi

Dans l'application de la transformation de Lorentz, nous

distinguerons deux cas, Selon qu'on utilise la transformation
comme transformation ponctuelle (cas integral) ou comme
transformation de vitesses (cas differentiel).

1° Cas integral. — Dans ce mode d'emploi, on enonce habi-
tuellement une phrase comme, celle-ci: « A l'indication r, de

la montre de l'observateur place en P, y,, zt) sur S,, correspond

l'indication de la montre de l'observateur place en

P*(x-i, ?/«., z±) sur S2 ». Que faut-il entendre par lä Que ri et

designent des instants differents, done des points diöerents sur
la droite OT? Les indications t, et t2, comptees sur la meme
echelle, ne seraient done pas supposees simultanees. C'est lä une
assertion toute platonique. Pour le physicien, les indications de

deux horloges n'ont de relation que si l'on dispose d'un moyen
de communication, dont on connaisse la loi de transmission ou
de propagation, et qui permette de comparer les horloges entre
elles; mais alors x, et x3 deviennent des fonetions du temps; il

Archives, Vol. 2. — Mars-Avril 1920. 9
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n'y a plus qu'une seule variable independante, et nous tombons

sur le cas differentiel examine ci-apres. Nous sommes done ici
dans l'arbitraire. Nous avons deux variables independantes, et

nous pourrons leur donner les valeurs qui nous plairont. En
particulier, on peut avoir ä la fois :

Tj ^ 0 et t2 0

ou vice-versa, sans qu'il en resulte de contradiction. Selon qu'on
pose telles ou telles relations, les points se groupent differem-
ment ä un meme instant pour former la configuration d'ensem-
ble des systemes, et ce groupement dependra, en general, du
Systeme sur lequel on se suppose place pour envisager le tout.

2° Cas differentiel. — Tout autre est la question dans le
second cas, lorsqu'on considere un phenomene determine. Celui-ci
se deroule dans le temps, qui devient 1'unique variable
independante. Afin d'analyser ce qui se passe, nous allons decrire
une experience fictive, celle-lä meme que Ton imagine pour eta -
blir babituellement la transformation de Lorentz. Nous disons
bien «experience fictive», et nous ne rechercherons pas le dispo-
sitif qu'il faudrait employer pour observer reellement quelque
chose. Ce « quelque chose », d'ailleurs, serait sans nul doute en
relation tres compliquee avec les phenomenes schematiques que
nous envisageons, et qui ne doivent etre consideres que comme
des supports de la pensee. Cela dit, reprenons l'image du train,
et supposons qu'un Operateur lance de son wagon un signal
lumineux bref. D'apres la theorie, l'onde emise forme, ä chaque
instant, une sphere emportee avec le train et dont le rayon croft
proportionnellement au temps. Que « verra » un observateur
place le long de la voie La theorie veut que ce meme signal
donne naissance, pour le systeme-voie, ä une onde spherique
identique. Designons par S, ce dernier Systeme et par S2 le sys-
teme-train. Soient

A«! c0Az1 (4)

l'accroissement du rayon de la sphere de S, et

AH2 c0AT2 (4')

celui de la sphere conjuguee dans Ss. En introduisant l'ex-
pression de « spheres conjuguees », nous comprenons en particu-
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Jier le cas oü S, et S2 « observeraient»la tneme sphere, puisqu'il
sufiit alors d'admettre que l'une d'elles se confond avec sa con-
juguee. Les accroissements conjugues Am, et Am2, supposes tres

petits, satisfont aux relations suivantes, comme il est facile de

le verifier:

Ar' + Ay* + AzJ Am'

|
Ar^ + Ay) + Az\ — A«)

11 y a complete symetrie dans les equations; il n'y a pas par-
faite symetrie dans lesphenomenes puisque nousavons imagind
que le signal etait produit dans le systeme-train, qui de-

vient le systeme-cause; mais les equations resteraient les memes
si nous avions suppose le foyer lumineux sur le systöme-voie;
elles sont done independantes de ce que nous convenons d'ap-
peler « cause » et « elfet ».

En conclusion, rien ne s'oppose ä ce que nous admettions

que les accroissements concomitants Aut, et Ams soient rigoureuse-
ment simultanes; ils ont done necessairement m'eme duree.

C'est ce qui ressort encore du fait suivant. Les accroissements
consideres satisfont evidemment ä la relation:

A«2 ß(A«, — aAr,) ;

supposons pour un instant que leurs durees soient differentes,

par exemple que Am, s'accomplissent en un temps plus long que
Am2. Nous pourrons alors partager la duree de Aut en deux
intervalles, et la longueur Am, en deux portions Au[ et Au" telles

que am^ et Am, s'accomplissent simultanement pendant la
premier intervalle, alors que Am" aurait lieu seul lors du second

intervalle. En d'autres termes, dans la formule ci-dessus, nous
devrions poser pour tout intervalle de temps compris dans le
second intervalle:

BMj 0

Bm2 — 0

ce qui exigerait que:
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car a < 1; or, ce resultat est impossible, puisque, par hypothese,

xt se meut avec la vitesse de la lumiere, c'est-ä-dire, que

Nous devons conclure decequi precede que —Let —2 nepeu-
C0 C6

vent etre que des mesures differentes d'une meme duree, ou, d'une

far;on plus precise, d'un meme intervalle de temps AT.

Ainsi, alors que dans le cas integral nous ne pouvions savoir
si et Ti designaient, sur la droite OT, des instants differents,
dans le cas differentiel les accroissements differents At, et At2
doivent necessairement etre consideres comme des mesures
differentes d'une seule et unique duree, de meme que nous avions
considere les nombres 5 et 60 comme des mesures differentes
de l'heure.

Avant de poursuivre, une remarque encore ä propos de ce

dernier exemple. Soient t et t' les mesures d'un intervalle de

temps T par la grande et la petite aiguille d'une montre, comptees

sur les 60 divisions du cadran. On a evidemment:

t 12 t'

Appelons periodes les temps d'une revolution entiere, et desi-

gnons-les par 0 et ©'. Pendant que la grande aiguille fait un
tour complet, la petite ne fait qu'un douzieme de tour; la pe-
riode de cette derniere est done douze fois plus grande:

0' 12©

Les equations precedentes sont exactement l'inverse l'une de

l'autre; leurs significations physiques ne doivent pas etre con-
fondues. Dans la premiere il serait absurde de dire que t et t'
representent des memes unites, des « minutes » par exemple;
on arriverait en effet au resultat qu'une heure vaut cinq
minutes Dans la seconde, au contraire, 0' et 0 sont necessairement

exprimees ä l'aide de la meme unite de temps, des « heu-
res » pour fixer les idees; on dira alors que la periode de la
grande aiguille est d'une heure et celle de la petite de douze
heures. Des deux relations precedentes, on tire les egalites
evidentes :
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©.* ©'.<' ; (I)

elles signilient que les nombres qui mesurent une meme duree
sont en raison inverse des periodes des horloges utilisees.

La meconnaissance de cette simple remarque a conduit a des

resultats inacceptables, comme nous allons le constater ä pro-
pos du « temps propre » de Minkowski. Pour avoir le temps

propre de S2, par exemple, Minkowski pose:

A.r2 Ar2 A z2 0

ce qui donne en vertu des relations (1) :

At2 Ar, /l — a2 (6)

Remarquons qu'il est curieux, du point de vue physique, de

poser tous les accroissements Ax2, Ay2 et Az2 egaux ä zero. Cela

presuppose qu'il n'y a aucun mouvement dans S2; comme Am2

represente un chemin parcouru par la lumiere, on est oblige
d'imaginer que ce mouvement s'effectue dans la quatriäme
dimension. Cette particularity aide ä comprendre pourquoi
Minkowski a voulu faire du temps la quatrieme dimension
de l'espace. Mais on voit alors nettement la necessite de bien

distinguer les particularity qui derivcnt de l'algorithme
employe d'avec les possibility realisables physiquement.

Pour mettre en evidence la signification du temps propre, on
utilise habituellement l'illustration suivante. Le Systeme S2,

imagine-t-on, se meut par rapport ä S, avec une vitesse voisine
de celle de la lumiere; eile n'en differera, par exemple, que d'un
vingt-millieme; S2 poursuit son voyage pendant un an dans un
sens, puis rebrousse chemin pour revenir ä son point de depart,
toujours avec la meme vitesse. Nous aurons dans ces hypotheses:

a 0,99995 ; ß 100 ;

d'oü pour Taller et le retour :

At2 2 ans

At, 200 »

Ainsi, alors que les voyageurs emmenes dans S2 auraient fait
dans les espaces interstellaires une randonnee de deux ans, en
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revenant sur la Terre ils trouveraient celle-ci vieillie de deux
siecles! On voit que ce resultat paradoxal provient de ce que
nous ecrivons la meme unite « ans » apres les nombres 2 et 200,

au lieu de les considerer comme des mesures differentes d'une
seule et meme duree.

D'oü a pu provenir cette erreur qui conduit ä un resultat
manifestement en contradiction avec le principe de relativite?
II est vrai qu'on a essaye de repondre ä cette derniere objection
en reintroduisant le Systeme absolu de Newton; S, serait le
Systeme lie aux etoiles fixes, et seul S2 aurait un mouvement
« reel »; comme le retour en arriere de S.2 ne peut avoir lieu
sans acceleration, et que celle-ci a un sens absolu dans la Meca-

nique, on croit avoir trouve lä Telement de disymetrie neces-

saire pour rendre compte de la disymetrie des durees.
Si l'on ne veut pas s'egarer, il faut s'en tenirstrictement aux

significations physiques des grandeurs qui entrent dans la for-
mule, et, par suite, preciser l'expression « eine auf S2 ruhende

IJhr, welche von S, aus beurteilt ist », que l'on trouve dans tous
les exposes allemands. Qu'est-ce qu'une « ruhende Uhr » et
qu'est-ce que la « beurteilen » De ce que le support d'une hor-
loge est immobile dans S5, il n'en faut pas conclure qu'il ne se

passe rien ä l'interieur et dans le voisinage de l'horloge. Sans

mouvements pas d'horloge, et ces mouvements doivent avoir
lieu conformement ä la Theorie.

Or, dans la Theorie, l'unite de temps dans chaque Systeme
est definie par le fait meme qu'on donne une valeur numerique
ä la vitesse de la lumiere. Tout rayon lumineux peut done ser-
vir d'horloge. Supposons qu'un train d'ondes planes sinuso'idales
de frequence vi tombe obliquement sur Taxe 0, xl de S,; si

pendant l'intervalle AT, il parcourt la distance Am, le train
d'ondeconjuguedans S2parcourra la distance Am2 ; en designant

par et <p.2 les angles des faisceaux avec les axes 0, as', et 0,a?,

respectivement, nous aurons evidemment:

Ar, A«, cos cp, ; Ar2 A«2 cos ®2

En outre, on sait qu'entre les frequences et r2 et les angles v,
et (js2, il y a les relations suivantes, qui expriment le phenomene
de Doppler et l'aberration (voir le tableau, p. 136; dans ce ta-
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bleau l cos g>, et l' cos <jp2):

v, := v„ß(l —)— a cos ®„) ; cos o,
cos ?2 ~k a

_ (7)1 2' v ' ,2' T1 1 + a cos cp2
'

Or, pour definir le temps propre de Ss, Minkowski annule Aai2,

ce qui exige que g>t soit egal ä n : 2, c'est-ä-dire que le faisceau

tombe ä angle droit sur l'axe Oäav Le faisceau conjugue fait
alors un angle </, dont le cosinus est a — v : c0. Quant aux
frequences, on voit immediatement que leur relation se simplifie
puisque cos <p., est nul; en introduisant leurs inverses, c'est-ä-
dire les periodes (-), et ®2, on peut ecrire:

0, ©2 v/1 — a2 ; (8)

eile est bien l'inverse de (6), qui donne le temps propre, comme
il le faut; et ici, les variables de nature temporelles ©4 et 02 doi-
vent etre exprimees avec la meme unite de temps, en « secondes-

lumiere » par exemple; la periode 0, est plus courte que la
periode ©2.

Cela pose, comparons ce resultat ä celui auquel parviennent
lesrelativistes. Voici comment ils raisonnent: supposons, disent-
ils, qu'une horloge soit entralnee avec S2; comme horloge nous

pouvons prendre n'importe quel phenomene periodique, une
source lumineuse par exemple; celle-ci etant au repos dans S,2,

it faut poser Ax.2 egal ä zero. En ce faisant on tombe sur la for-
mule (6) du temps propre; puis, confondant dans celle-ci les

intervalles Ar,, At2 avec des periodes, ils introduisent les

frequences r, et v2, et ecrivent la formule:

V, v2 j/l — a2

manifestement incompatible avec la relation (8), c'est-ä-dire
avec VHypothese Ar2 — 0. Remarquons d'ailleurs qu'exprimee
en mots, cette formule conduit ä la proposition suivante : « lors-
qu'une source lumineuse passe devant un observateur, eile lui
apparaltra plus rouge qu'une source identique, au repos par
rapport ä lui ». Or, si l'on braque une lunette perpendiculaire-
ment ä la trajectoire de la source, il faut evidemment annuler
cos <pi, c'est-ä-dire Ar, et non päs Ar2. On verifie facilement sur
les relations (7) que l'on parvient bien ä la formule precedente.
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L'erreur, on le voit, consiste essentiellement ä confondre une
formule afferente ä une duree bien determinee avec une relation

entre deux periodes; puis, en outre, ä considerer 1'« hor-
loge », — en l'espece la source lumineuse, — comme un bloc

rigide, alors qu'elle ne peut agir sur S, que grace ä l'agitation
de ses electrons et aux rayons qu'ils emettent.

II est d'ailleurs aise d'etablir directement une relation entre
durees et periodes, analogue ä la relation (I) donnee plus haut.
II suffit d'envisager le tableau suivant:

27t / Ix A- mr -f- nz
s,n® (' i

2:c l'x' + m'y' -t- n'z'
sln@7,T "

l

0:

t' + a
1 + a/'

m'
ß (1 -f- al')

ß(l al')

0'
ß(t + al')

c0zl ; r ^0T'n
3 c0zn

; f V'm'
z' c.t'n'

l
V + a

1 + a/'

m'
ß (i +

- ß(l + al')

T T'ß(l + al')

© t z'

Dans la premiere colonne on identifie deux sinuso'ides, repre-
sentant un train d'ondes planes, au moyen de la transformation
de Lorentz; on trouve les trois expressions connues de l'aberra-
tion et le phenomene de Doppler-Fizeau. Dans la seconde

colonne, on exprime, dans la transformation, les coordonnees en

fonction des chemins que parcourt simultanement la lumiere

par rapport ä chacun des systemes. On trouve des relations

identiques deux ä deux, ce qui exige que la relation soulignee
soit satisfaite. Elle est bien de la forme prevue.

Nous resumons ce qui precede dans la proposition suivante,
tres importante:

Les para/metres temporeis r ou t, pas plus que leurs accroisse-

ments At ou At, ne peuvent etre consideres comme des periodes.



REPRESENTATION ET MESÜRE Dü TEMPS 137

Ce resultat est non seulement fondamental pour la comprehension

de la Theorie, mais il montre l'impossibilite d'accepter
tel quel le calcul du deplacement des raies spectrales dans les

champs de gravitation, puisque ce calcul repose justement sur
le fait que les parametres temporeis sont traites comme des

periodes1. Un examen attentif s'impose d'autant plus que le

deplacement observe dans la lumiere solaire ne correspond nul-
lement ä la valeur calculee"2.

Reprenons maintenant l'etude de la transformation de Lo-
rentz. Revenons ä l'image du train, et envoyons obliquement ä la
voie, c'est-ä-dire ä Taxe Olxl de S, des rayons lumineux paralleles,

faisant un angle q>l dont le Cosinus soit egal ä a. Envisa-

geons plus specialement les rayons qui passent sous le train,
autrement dit entre le plancher du wagon et la voie. Comment
les observateurs places le long de la voie vont-ils raisonner Iis
diront ceci: puisque le train, qui forme le Systeme S2, est ani-
me d'une vitesse v, ces rayons doivent avoir, perpendiculaire-
ment ä 02;r2 une vitesse relative dont la valeur est |/c" — v.
Si done pendant le temps AT les rayons parcourent un chemin
Am, sur la voie, ces memes rayons ne doivent parcourir par
rapport ä S2 qu'un chemin Am2 donne par la relation :

Au, Ah,
~1'II serait naturel de conclure de cette formule que la vitesse

relative des rayons qui passent sous le train est moindre que c0

et egale ä

I f2 — V

Les relativistes ont trouve plus commode d'attribuer ä c2 la

1 Einstein, A., Die Grundlage der allgemeinen Relativitätstheorie, Leipzig,

1916, p. 62 et Ann. d. Phys., 49, 1916.
2 Bulletin de la Societe Astronomique de France, decembre, 1919, p. 494.

A l'oceasion d'une des dernieres seances de la « Deutsche physikalische
Gesellschaft», il aeteaffirmeque le deplacement en question echappait
encore ä nos instruments actuels. En outre, d'apres une communication per-
sonnelle de M. Einstein ä l'auteur, il faut compter deux ans pour que le
monde savant soit fixe d'une fajon definitive sur cette question (fevrier
1920).
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meme valeur numerique c0; par contre, ils mesurent le temps
dans S, avec des horloges qui etablissent exactementla compensation,

en d'autres mots qui vont plus lentement dans la

proportion :

CQ (9|
At2 - j/73?

' (9)

On voit immediatement pourquoi la compensation est rigou-
reuse: les temps de propagation sont mesures par les chemins

que parcourent les rayons lumineux eux-memes.

Ainsi, des deux formules

et c»At> 71=» • <10)

on a jusqu'ici prefere la seconde, dans laquelle evidemment le

meme intervalle AT est exprime par deux nombres differents

At, et At2 au lieu de l'etre par un seul et meme nombre At. Pourquoi

cette preference Portons notre attention sur les rayons
qui « penetrant » dans S2, c'est-a-dire qui peuvent etre considers

comme appartenant ä ce Systeme; nous avons vu plus haut

que des rayons faisant avec 0, x, Tangle </-, dont le cosinus est

a, avaient pour conjugues dans Ss des rayons ä angle droit avec

02jc2; de plus leur vitesse mesuree dans S, a aussi pour valeur

numerique c0. Des lors, la seconde formule (10) otfre un certain

avantage; eile est pour ainsi dire ä double entree et peut etre
deduite immediatement de la transformation de Lorentz en

posant
Ar2 0

Si, d'une fagon generale, nous representons conventionnelle-
ment le temps par plusieurs parametres, il en resulte des

consequences dont la plus curieuse est certainement la celebre «

contraction » de Lorentz. Designons par [T] un nombre afferent ä

l'instant T sur une echelle quelconque. Pla^ons-nous sur S,,

pour preciser; les points Pj, P^, P",... seront, par convention,
envisages simultanement lorsqu'on pose:

Soient deux points P^ et P" seulement; P2 et P, leurs conjugues
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sur S2 ä l'instant T; les coordonnees et les valeurs correspon-
dantes des % doivent satisfaire ä la transformation, qu'il faut
appliquer deux fois; on a en particular

\ ~ ßK — »?0[T])

— ßK — a,;otT])

dont on tire par soustraction :

x[ — x[ (x"s — x't) \/\ — a2

relation d'oü resultela celebre«contraction ». Quelle signification
convient-il, raisonnablement, deluidonner La plus simple possible.

Nous n'attribuerons aucune existence ä la « contraction», ni
reelle ni apparente. Lorsque nous ecrirons la relation precedente
nous ne ferons qu'assigner deux nombres differents (x[ — xj
et (xl — x3) ä un seul et meme segment. Nous realisons ainsi

pour l'espace la proposition correlative de celle que nous avons

introduite pour le temps, et nous arriverons ä des conclusions

paralleles. Si, en effet, la longueur reste la meme mais que les

nombres qui l'expriment different, il faut en conclure que nous

ne nous servons pas du meme instrument pour evaluer cette

longueur dans les deux cas. Supposons, pour fixer les id£es, qu'il
s'agisse d'une regle de d metres de longueur. Plaqons-la sur S,

et pour S, elle sera mesuree par le nombre:

d1 d [/1 — a2

Cela exige que les etalons de longueur utilises dans les deux

cas soient lies par la relation

A, |/l — a2 A

de facon qu'on ait l'egalite :

A,rf1 Ad, (II)

correlative de la relation (I) entre les periodes et les mesures
d'une meme duree. Quelle signification faut-il accorder aux A
Pour le voir, derivons par rapport ä t la relation de Lorentz:
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"i ß («a + «*2) •

nous obtenons:
C1 ß(c2 + a?s)

et comme la regle est immobile sur S2, sa vitesse q,2 est nulle;
on a done

c2 Cj (/1 — a, -

L'on voit ainsi que
A. _ fi
A c2

autrement dit, les etalons de longueur sont proportionnels aux
vitesses de la lumiere dans chacun des systemes pour le cas

particular envisage. Cela revientämesurer la longueur par le temps
qu'un meme rayon lumineux mettrait ä la parcourir, la vitesse
de ce rayon etant rapportee tantot ä Fun. tantöt ä l'autre
Systeme. Posons:

nous obtenons pour les mesures de la regle:

et d, — — d, 1 — a- ;t 1 Aj

on retrouve bien la formule de la contraction. II est ä peine be-

soin de remarquer que 1'experience presupposee dans les

affirmations precedentes ne peut etre que Active. Puisqu'on annule
le rayon mensurateur est perpendiculaire ä x,2; il chemine

ici dans la quatrieme dimension et correspond au temps propre
de Minkowski. Un peu plus loin, ä propos de l'experience de

Michelson et Morley, on verra facilement que si l'on mesurait
la longueur d en la faisant parcourir ä l'aller et au retour par
un rayon lumineux, on obtiendrait une relation analogue avec

q, ± c0. Quant ä l'impossibilite d'une verification experi-
mentale, il se presente une remarque semblable ä Celle de la

page 143.

Pour parachever la justification de notre point de vue, il nous
reste ä faire voir qu'en introduisant une autre convention sur
la representation du temps, on peut faire disparaltre comple-
tement la « contraction ». II suffit de substituer la representation

monoparametrique ä la polyparametrique.
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A cet effet, integrons les relations suivantes:

_ A«, _ At t

141

correlatives de (4) et de (4'); nous obtenons:

"i — ci' + ri

«2 e2< + r2

En disposant de c,, cs et des deux constantes arbitraires rt et r,,
de maniere a satisfaire ä la transformation de Lorentz tout en

sauvegardant la relativite, qui exige l'equivalence complete des

des deux systemes, on peut mettre ces relations sous la forme:

qui montre immediatement que la « contraction » a disparu;
les deux systemes se meuvent l'un pour l'autre, comme s'ils
etaient des « touts » rigides ordinaires.

Ainsi la « contraction » s'evanouit automatiquement. Ce re-
sultat remarquable a ete commente longuement dans notre
premier travail, auquel nous renvoyons.

C'est ici l'endroit de rendre hommage ä Henri Poincare, qui
a su entrevoir lqs resultats qui precedent.

Dans Science et Methode, parlant de la « contraction » introduce

d'abord comme hypothese physique, l'illustre mathemati-
cien demande quelle utilite peut avoir cette hypothese si aucune
experience ne peut permettre de la verifier. « C'est que mon
exposition a ete incomplete, explique-t-il; je n'ai parle que des

mesures que l'on peut faire avec un metre; mais on peut mesu-
rer aussi une longueur par le temps que la lumiere met ä la
parcourir, ä la condition que l'on admette que la vitesse de la
lumiere est constante et independante de la direction. Lorentz
aurait pu rendre compte des faits en supposant que la vitesse
de la lumiere est pins grande dans la direction du mouvement

dont on tire l'equation
-*2 + Vt
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de la Terre que dans la direction perpendiculaire. II a prefere
admettre que la vitesse est la meme dans ces diverses directions,
mais que les corps sont plus petits dans les unes que dans les

autres. »

Montrons comment le calcul verifie Its affirmations du grand
geometre. Nous aurons ainsi l'occasion de parier de 1'experience
de Michelson et Morley, qui a joue un si grand role dans la

genese de la theorie.
Revenons pour un instant aux anciennes idees et admettons

l'existence de l'ether. L'ether immobile forme notre Systeme
Sa et sera solidaire du systeme-voie. Sur le train nous installe-
rons deux regies de longueur d, l'une parallele, l'autre
perpendiculaire ä la voie, c'est-a-dire au mouvement. Un rayon lumi-
neux se propage dans l'ether comme un rayon sonore dans l'air.
Si e0 est la valeur de la vitesse de propagation par rapport ä

1'ether et si nous considerons, comme plus haut des rayons fai-

sant avec la voie un angle dont le cosinus est — la vitesse rela-
co

tive de ceux-ci par rapport au train sera |/c* — v de sorte que
le temps de parcours de la longueur d aura pour valeur
d: [/cl — v Introduisons un faisceau symetrique du premier;
le cosinus de Tangle avec la voie sera — v: c0, mais la vitesse ra-
lative aura la meme valeur, et le temps de parcours sera egal au
precedent. Le temps total est done

Considerons maintenant les rayons paralleles au train, se pro-
pageant dans un sens ou dans l'autre. Pour ceux qui vont dans
le meme sens, la vitesse relative est plus faible et egale ä c0 — v;
pour ceux qui vont en sens contraire, la vitesse relative est plus
grande et a pour valeur e0 + v. La somme des durees des

parcours est done:

d d 2rfc0

co — " co + v ~ c" — v
'

eile est differente du temps qu'emploient les rayons transver-
saux ä parcourir la regie perpendiculaire au mouvement. Pour
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etablir l'egalite, Lorentz et Fitzgerald ont suppose que la regle
parallele au mouvement subissait, du fait de celui-ci, une
contraction qui lui donnait la longueur d \/\ Si, en effet,
on substitue ä d cette valeur moindre dans l'expression ci-des-

sus, on trouve bien l'egalite des temps. Or, au lieu de reduire
les numerateurs d, Lorentz aurait pu augmenter les denomina-

teurs, et admettre que les yitesses dans le sens du mouvement
sont plus grandes, conformement ä la remarque de Poincare. II
suffit, en effet, de leur attribuer les valeurs ß (c„ — v) et ß (c0 + v)

pour retrouver l'egalite des durees.

Voyons comment on peut deduire ces vitesses de la transformation

de Lorentz. Si nous appelons respectivement qix,ct,c.2
les derivees par rapport ä t des coordonnees xl,u2, n2 la der-
niere des relations (1) donne:

c2 ß (C1 — a9ix)

Or, dans Sl5 nous avons pour les rayons lumineux paralleles ä

l'axe Oj.x,
qix —C1 — ±C<!,

d'oü en substituant dans la relation precedente:

(Ci)+X — ß(<-0 — 0 ; (c2*_x ß(eo + ") •

Ce sont justement les valeurs prevues, et Ton a bien

d l l_ \ 2d

\/ 'ö —

c'est-ä-dire :

^ly •

Empressons-nous de remarquer d'ailleurs qu'on ne voit nulle-
ment la possibility de verifier cette relation experimentalement
et de determiner les durees Atlx et II faudrait, en effet, que
les regies d du systeme-train fussent parcourues par des rayons
qui rfappartiennent pas au Systeme. Si l'on realise l'experience,
comme c'est le cas dans les celebres recherches de Michelson et

Morley, les rayons appartiennent necessairement au Systeme qui
porte les appareils, en l'espece la Terre; dans ce cas, la vitesse
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des rayons est c0 pour toutes les directions, et les durees sont

— A — —— ^23/ — '
*0

elles sont necessairement differentes des precedentes. Nous nous
heurtons ici k la difficulty signalee au debut et qui provient de

ce que nous ignorons l'envergure du Systeme physique de

reference.

Pour resumer les resultats de la presente etude, nous dirons

qu'on peut employer indifferemment la representation monopara-
metrique en polyparainetrique du temps ; elles sont äquivalentes

et conduisent aux memes interpretations des formules. On

utilisera de preference les Equations aux accroissements Ax,
Ay,Az, Alt; ceux-ci sont alors « simultanes », au sens mathe-

matique et au sens concret. Des lors, chacun fonctionne comme

une horloge et donne une mesure du temps; ä nous de choisir
la plus commode.

La question du temps se trouve ainsi completement eclaircie.
Une des plus importantes k traiter maintenant est, sans contre-

dit, la question des « vraies » vitesses des systemes. Si trois sys-
temes S,. S2, S3 sont animes de translations relatives uniformes
et paralleles, leurs vitesses, d'apres la Mecanique classique, satis-

font ä la relation:

v,3 v12 + VM

D'apres la Theorie de la relativite, par contre, les vitesses doi-

vent remplir la condition :

'A
13 1 + ^*'23

ce que nous avons exprime en disant qu'il y avait mouvement

avec aberration. Cette aberration provient de ce que les vitesses

r13, vti, v23 ne se composent pas suivant une figure fermee,

comme c'est le cas dans toutes les cinematiques, euclidiennes ou
non-euclidiennes. Si done on veut trouver les vitesses «vraies»,
il faut chercher des fonetions Q,,, ü,3, Q53 des vitesses qui
donnent une figure fermee, c'est-ä-dire s'additionnent lineaire-
ment. En un mot, les vitesses vraies doivent satisfaire k l'equation
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fonctionnelle suivante:

ü13 K2) + Q23 KS) '

Or il est tres remarquable que l'Analyse reponde immediate-
ment ä cette question, et d'une faqon qui exclut tout arbitraire:
il suffit, en effet, de prendre pour Q les arguments dont les tan-
gentes hyperboliques sont justement les v. Ce n'est certes pas

par hasard qu'une telle solution s'offre ä nous, et nous ne de-

vons pas la rejeter sans l'avoir consciencieusement examinee. II
en resulterait que les trajectoires vraies des points materiels
seraient des geodesiques de surfaces ä courbure constante
negative.

La consequence la plus curieuse concerne la vitesse « vraie »

de la lumiere. Celle-ci s'obtient en posant:

v zzz \ d'ou ü ~ oo

Cette solution fait bien apparaltre le caractere limite de la
vitesse lumineuse, caractere qui se rencontre ä chaque pas dans

la Theorie. Or, qui dit limite dit tendance. On sait que dans la
theorie restreinte, l'energie rayonnante n'est pas parfaitement
identique ä la matiere; la masse d'un corps augmente avec la
vitesse et deviendrait infinie si ce corps pouvait atteindre la
vitesse de la lümiere; celle-ci constituerait done une limite
inaccessible ä la substance. Or, tout tend ä nous prouver que l'energie

jouit des memes proprietes physiques que les corps. Si nous

posons d'une faqon generale le principe de I'equivalence physique

de l'energie et de la matiere, nous serons conduits ä une image
comme celle-ci: un rayon s'elance d'une source lumineuse; son

energie aurait la tendance ä cheminer aussi vite que possible;
mais, par le fait meme de son mouvement, eile se « materialise-
rait », ce qui l'obligerait ä ralentir son elan et ä acquerir une
vitesse de regime legerement inferieure ä la limite c0; la vitesse
« vraie » Q0 ne serait plus infinie. Avec cette image le principe de

la Constance de la vitesse de la lumiere, si mvsterieux, rece-
vrait une ebauche d'explication. Ce regime se presente comme

un continu pour la Theorie; si l'on suit les tendances modernes,
on sera conduit ä croire qu'en realite, il est forme d'un nombre

enorme de processus elementaires. Peut-etre y aurait-il lä un

Archives, Vol. 2. — Mars-Avril 1920. 10
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germe qui permettrait de penetrer le mecanisme encore inconnu
des quanta d'energie. A l'avenir de repondre.

Rectification.

Dans notre premier travail (Archives (4). 46, 1918, pp. 281 el

suivantes), il s'est glisse quelques erreurs dont voici la rectification

:

Page 300, 1'" formule (1), remplacer les indices 1 par les

indices 2 dans le second membre.

Page 303, 9me ligne, lire: lentement au lieu de vite.

Page 304, formule (4), mettre le signe — devant

Dans les figures et les formules qui s'y rapportent, la vitesse
de la lumiere doit etre multipliee par l'unite imaginaire i.

Page 322, il faut mettre le signe — devant Q3t dans la der-
niere relation.

BULLETIN SCIENTIFIQUE

Louis Rougier. — La materialisation de l'energie, Gauthier-
Villars, Paris.

L'ouvrage que vient de publier M. Rougier, professeur agrege
de philosophie, sur la materialisation de l'energie est de nature
ä interesser non seulement les philosophes, mais tous ceux par-
mi les physiciens qu'interesse la haute portee philosophique
des recentes decouvertes de la physique. Rs y trouveront d'abord
un resume tres clair des resultats les plus importants que les
nouvelles conceptions, gräce au principe de relativity et ä

la theorie des quanta, ont introduits dans la physique moderne!
et cela sous une forme bien faite pour en faire ressortir l'impor-
tance philosophique.

« II arrive souvent, nous dit l'auteur de cet ouvrage, dans sa

preface, que les problemes metaphysiques reputes insolubles,
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