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1919 Vol. 1 Septembre-Octobre.

SUR UNE NOUVELLE INTERPRETATION

DE LA

STEREOMETRIE RIEMANNIENNE

PAR

. CAILLER
{Avec 11 fig.).

§ 1. — Dans un article paru l'an dernier a cette place' j’ai
démontré comment la Stéréométrie riemannienne se confond
substantiellement avec la Cinématique des tigures solides sphé-
riques mobiles sur leur propre sphére, ou encore — ce qui
revient au méme — avec la Géométrie des fleches sur la sphére.

La correspondance dont il s’agit exprime naturellement une.
réalité indépendante de toute considération d’ordre méthodo-
logique. Mais un fait est d’autant mieux connu qu’on sait le
contempler sous des aspects plus divers.

C’est ce qui m’engage & revenir sur le sujet. Je vais ’exposer
une fois encore, sous une forme synthétique, bien différente de
celle que j'avais adoptée nagueére. Le nouveau mode d’exposi-
tion, tout abstrait qu'il est, me parait réaliser un progres
marqué au point de vue de la simplicité. On entre dans le sujet
de plein pied, et pour me suivre il suffira de connaitre les pre-
miers éléments de la Géométrie de la sphére.

Développer tous les détails de la théorie, équivaudrait a

! Sur une interprétation de la Géométrie de Riemann & 3 dimensions,
ete. Archives. Septembre 1918, pp..119-150.
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370 INTERPRETATION DE LA STEREOMETRIE RIEMANNIENNE

refaire la Géométrie de Riemann dans sa totalité: je ne pouvais
y songer. Les pages qui suivent ne contiennent ainsi que les
traits qui m’ont paru les plus caractéristiques ; le lecteur
comblera aisément, me semble-t-il, les lacunes plus ou moins
voulues que j’ai laissées sur mon chemin.

I. — NOMENCLATURE. PRELIMINAIRES.

§ 2. — Suivant 1'usage, j'appelle figures congruentes, ou su-
perposables, des figures qu'un mouvement ou déplacement ordi-
naire peut appliquer 'une sur ’autre en faisant coincider tous
leurs points deux & deux.

Les diverses figures F, F, ... G, (+, ... dont il sera question
plus bas feront toujours partie de la surface d’une sphere fixe; le
rayon de cette sphére est indéterminé et 'on peut, si on veut,
le prendre pour unité.

On sait que si deux semblables figures sphériques, F et F',
sont congruentes, le mouvement qui transporte la premiére sur
la seconde peut toujours se remplacer par une rotation dont I'axe
passe au centre de la spheére. Cet axe recoupe la sphere en deux
points, diamétralement opposés, qui sont les-centres, ou poles,
de la rotation; il suffit d’en considérer un seul. Dans le cas que
nous envisageons, les trois locutions, mouvement, déplacement,
rotation (autour d’un axe ou d’un centre) sont synonymes, et se
remplacent mutuellement.

Deux ares homologues ab, @'/, égaux entre eux ! étant choisis
a volonté, la correspondance des deux figures congruentes est
completement déterminée : 'homologue ¢’, d’'un point ¢, appar-
tenant & la premiere, s’'obtiendra en construisant le triangle
c'a’b’ égal au triangle cab, ce qui n’est possible que d’'une ma-
niere. Le point ¢’ est toujours du méme coté de I'arc a’d’ que
son correspondant I'est de ’arc ab ; tous deux sont & gauche, ou
tous deux a droite.

! Les points homologues sont désignés ici par les mémes lettres accen-
tuées.

L’arc ab qui unit les deux points est inférieur 4 deux angles droits. Dans
les figures, nous tracons les arcs de grand cercle comme des droites.
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1l suit de 14 qu'une figure donnée possede oo figures con-
gruentes. La chose est évidente par ailleurs; car le centre de la
rotation qui amene les deux figures I'une sur autre peut rece-
voir oo? positions sur la sphére, tandis que I'amplitude de cette
méme rotation est susceptible de oo* valeurs.

Si cette amplitude est égale 4 180°, les deux figures sphé-
riques, congruentes entre elles, sont symétriques par rapport a
un point de la sphére, et la réciproque est vraie. Nous disons
dans ce cas que les figures sont conjugudes, ou, pour employer un
terme plus expressif, qu’elles sont opposites. Une figure possede
évidemment oo? figures conjuguées (ou opposites)*.

§ 8. — La figure G, formée de tous les points diamétralement
opposés a ceux qui constituent une figure F, est 'antipode de
cette derniére : la définition est évidemment symétrique relati-
vement aux deux figures antipodes. 11 est clair que deux figures
antipodes ne sont pas superposables, bien que les dimensions
des parties homologues soient égales entre elles.

Il est clair aussi que les grands cercles homologues dans les
deux figures antipodes sont toujours confondus et les points
homologues toujours distincts.

Deux figures F et G sont dites contraires 'une de I'au-
tre quand la premiére est superposable & ’antipode de la se-
conde ; ici encore il y a réciprocité, et si F est contraire & G, G
sera aussi contraire a F.

Un retournement est 'opération par laquelle une figure F se
transforme en I'une de ses contraires. Un retournement parti-
culier est défini cdmplétement au moyen de deux segments
égaux ab, a’b’ choisis & volonté dans les deux figures contraires.
Le correspondant ¢, d’'un point ¢ appartenant a F, s’obtiendra
en construisant le triangle a’b’c’, symétrique du triangle abc ; si
¢ est & gauche de ab, son homologue ¢’ sera & droite de a'D’.

1l suit de 14 que le nombre des retournements possibles ou,
si on veut, que le nombre des contraires d’une tigure donnée,
monte & oo®.

! Le symbole quaternion d’un mouvement est p. p. Si le mouvement
équivaut & une symétrie relative & un centre le quaternion p dégénére en
un simple vecteur.
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§ 4. — Deux figures contraires F et G sont susceptibles de
trois dispositions possibles.

10 F et G peuvent d’abord étre antipodes; nous savons que
dans ce cas, qui & beaucoup d'égards doit étre regardé comme
singulier, tous les points homologues sont diftérents et tous
les grands cercles homologues identiques.

2° F et G peuvent étre symétriques par rapport & un certain
arc de grand cercle, ou équateur E. Nous dirons dans ce cas que
F et G sont des figures réflexes.

Il est clair que, pour les figures réflexes, I'’équateur est le seul
grand cercle invariant. Non seulement il se correspond & lui-
méme dans le passage de F a G, mais en outre tous ses points
restent immobiles, c'est-a-dire qu’ils sont & eux-mémes leurs
propres homologues. ' |

3° Toutes les figures réflexes d’une figure F ne forment qu’une
bisérie o?; deux figures contraires quelconques, F et G, ne sont
donc pas réflexes en général.

Prenons au hasard deux figures contraires: on démontre
aisément qu’il existe encore un équateur E doué des propriétés
suivantes. '

Considéré dans sa totalité, I'équateur est invariant, il est son
propre correspondant. Seulement ses différents points ne sont
pas immobiles. Le retournement qui transforme F en G peut
s’effectuer en deux temps. Une réflexion sur E changera d'abord
F en une de ses réflexes G'. Un glissement convenable le long
de E aménera ensuite G’ en G. Sans que le résultat soit changé
les deux opérations composantes peuvent d’ailleurs s'exécuter
dans I'ordre inverse ; elles sont permutables.

On constate immédiatement d’apres cela que, dans le cas géné-
ral d’un retournement quelconque, tous les points sans exception
sont différents de leurs homologues. Quant aux grands cercles,
seul parmi eux, I'’équateur posséde la propriété d’invariance.

Si donc on sait de deux figures contraires qu’elles ont un
point commun, on peut affirmer sans autre que ces figures sont
réflexes ; cette remarque est essentielle.

Par exemple, soient F, I’ deux figures congruentes, a leur
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point homologue commun, ou le centre de la rotation qui améne
F sur F'. Prenons la réflexe G’ de la seconde figure par rapport
4 un grand cercle quelconque passant en a. Les deux figures F
et G’ sont contraires, mais comme en outre elles possédent un
homologue commun, 4 savoir le point «, elles sont réflexes I'une
de l'autre relativement & un certain méridien issu de a.

Prenons encore deux figures réflexes F et G. puis faisons les
tourner toutes deux, indépendamment I'une de 'autre, autour
d’un point quelconque a appartenant & leur équateur. Pendant
leur mouvement elles engendrent chacune une couronne; si on
prend & volonté une figure F’ dans la premiére de ces couronnes
et une figure G’ dans la seconde, F' et G’ seront toujours
réflexes; car ces figures sont contraires et possédent un homo-
logue commun, le point a.

Soient F' une figure quelconque et G’ son antipode ; déplacons
F’ de 180° lc long d’un certain équateur E, la transformant
ainsi en une figure opposite F’. Le mouvement (F', F") et le
retournement (F’, G') changent tous les deux un point a de
~ P’équateur en un point qui lui est diamétralement opposé a’.
Ainsi dong, les figures contraires F” et G’ sont réflexes relati-
vement an grand cercle E. '

Autrement dit les diverses figures F”, qui sont conjuguées de
la figure F’, sont en méme temps les figures réflexes de la
figure G', elle-méme antipode de F’. Laréciproque est également
vraie.

Considérons en dernier lieu deux figures congruentes F et
F’; supposons qu’il existe deux points homologues, « dans F et
a’ dans F’, qui soient antipodes I'un de 'autre. Je dis que ces
figures sont opposites.

En effet I’ a le point @' commun avec l'antipode G de la
figure I ; de la sorte F’ est réflexe de G, il est done, en vertu
de la propriété précédente, opposite de F.

Il est clair que dans le cas en question, il y a dans F, outre le
point a, uue série d’autres points jouissant de la propriété d’étre
diamétralement opposés & leurs homologues ; ces points forment
I’équateur commun a F’ et G.

Il importe en terminant ces préliminaires de remarquer les
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propriétés suivantes qui sont presque évidentes et intervien-
nent & chaque instant.

Deux figures congruentes, opposites, contraires, réflexes, anti-
podes, conservent leur relation particuliére quand ’on soumet
I'une et I'autre au méme mouvement ou au méme retourne-
ment.

La composition de deux mouvements, ou celle de deux retour-
nements, redonne un mouvement.

Au contraire la composition d’'un mouvement avec un retour-
nement engendre un retournement.

L’analyse a laquelle il a été procédé plus haut nous a mon-
tré que tout retournement se décompose en un glissement et
une réflexion le long du méme équateur: c’est un cas particu-
lier de la derniére propriété mentionnée a 'instant.

II. — Lrs TroIs 0BJETS DE LA (GEOMETRIE SPHERIQUE.

§ 5. Dans la Sphérique ordinaire, ’élément primitif est le
point, et avec lui son élément polaire, I'arc de grand cercle ou
géodésique de la Sphere. Tous deux, sans disparaitre absolu-
ment, vont passer a ’arriére-plan : de nouveaux ohjets sont des-
tinés & un role beaucoup plus essentiel et vont servir de maté-
riaux pour la construction d’'une Géométrie sphérique & trois
dimensions.

Afin d’éviter de surcharger notre terminologie de néologismes
plus ou moins mal formés, nous ne désignerons pas les nouveaux
éléments par des noms communs mais simplement par les initiales
p, @ et 0. Qu'il suffise de noter dés maintenant qu’un p corres-
pond au point, un @ au plan, une d & la droite de ’espace rieman-
nien A trois dimensions!; cette assimilation se justifiera d’au-
tant mieux que nous étudierons plus & fond les propriétés mu-
tuelles des trois éléments fondamentaux p, @ et d.

La Sphérique & trois dimensions que nous allons développer
a beau imiter la Stéréométrie riemanienne et en fournir une

! En cas de besoin on peut employer les termes pseudopoint, pseudo-
plan et pseudodroite au lieu de p, 73, ou 3. Les locutions point, plan et
droite riemanniens s'offrent aussi d’elles-mémes.
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représentation adéquate, elle n’en est pas moins dépourvue de
tout caractére transcendant; elle appartient tout entiére a la
Géométrie euclidienne ordinaire.

Les éléments fondamentaux p, @ et d possédent plusieurs
définitions différentes, selon qu’on les considere comme des
étres indépendants et indécomposables, ou que, au contraire,
on fait de chacun d’eux un ensemble d’éléments appartenant &
I'une ou l'autre des deux autres catégories.

Sous ce dernier aspect, ce sont des couronnes ou des couro-
noides; mais, dans ce chapitre, nous n’avons a faire qu'aux défi-
nitions autonomes des p, @ et d, qui les constituent chacun en
une espéce distincte,

1° Un p est I'équivalent d’'un mouvement de la sphere; c’est
donc 'opération qui fait correspondre deux figures congruentes
F et F', qui associe, d’'une maniére déterminée, un point a’ &
un point @ arbitrairement choisi sur la sphére, de telle sorte que
la figure formée par les a’ soit superposable & la figure formée
par les a correspondants. Quand les figures superposables [ et
I’ sont données, p 'est aussi; nous écrivons, pour indiquer
ceci, p = (F, F").

L’ensemble de tous les p forme une trisérie, carily a «®
déplacements possibles. On peut dire encore que la multiplicité
des p est & 3 dimensions. Cette multiplicité est d’ailleurs
continue. Car si on prend deux de ses éléments

Pl — (F, F/) et P" o (F, F") s

il est clair qu’on peut intercaler entre F’ et F” une série conti-
nue de figures F™ toutes superposables 2 F. Chacune des opé-
rations p™ = (F, F™) differe infiniment peu de la précédente
et de la suivante : et 'on vient de réunir les deux éléments
donnés par une courbe continue d’éléments p.

2° L’élément analogue au plan de ’espace riemannien sera
dénoté par le symbole .

Un w désigne 1'opération bien définie qui fait correspondre &
une figure F de la sphére I'une de ses contraires G; c’est donc
Iéquivalent d’un retournement. Une figure F admet o3 figures
contraires (, il existe donc une trisérie d’éléments & —= (F, G),
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tous distincts les uns des autres. Parmi ceux-ci on peut remar-
quer, a cause de son caractére singulier, le @ qui associe a la
figure F son antipode G.

Il est d’ailleurs évident que l’espace qui est continu quand
on le considére comme lieu des p est encore continu quand on
le considére comme lieu des @ . '

3° Le troisieme objet de notre Géométrie s’appellera une d;
c’est lui qui fait pendant & la droite de la Géométrie ordinaire.

Une d, c’est un couple de 2 points pris sur la sphére, comme
m et m' (fig.1). Le premier de ces points fait fonction d’origine,
le second d’extrémité de la d. L’ordre de ces points est donc un
élément fondamental dans la définition d’'une d particuliére, et
la d = (m, m') est complétement différente de 0" = (m', m)*.
Il est clair par 1a que la sphére contient w objets d. différents
entre eux, c’est-a-dire autant qu’il y a de droites dans I'espace
ordinaire.

Deux 0 telles que (m, m’) et (#, »’') dont les extrémités cor-
respondantes sont antipodes I'une de I'autre (fig. 1) sont regar-
dées comme une seule et méme J, décrite tantdt dans un certain
sens, tantot dans le sens opposé.

III. — ELEMENTS POLAIRES. ELEMENTS CONJUGUKS.
ELEMENTS CONJOINTS.

§ 6. — Nous savons qu’un p fait correspondre a une figure F,
choisie a volonté, une nouvelle figure F’ congruente de la
premiere, et que, de méme, un @ déterminé associe a4 la méme
F une troisieme figure G’ contraire a F.

1° Cela posé, si F' et G', qui sont contraires, sont en outre
antipodes I'une de I'autre, nous dirons que p est le pole de @,
lIequel & son tour est le pole de p; dans ces conditions, p et @
sont des éléments polaires (ou antipodes).

De la sorte, tout p posseéde un pole @, et tout @ un pole p,
I'un et 'autre parfaitement déterminés.

! Larelation entre & et 3" n’est pasinvariante par mouvement. Voir p. 400.
Une & dont les deux extrémités coincident n’a pas non plus un caractere
invariant; ce cas particilier ne mérite donc pas d’attirer ’attention.
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2° Soient deux p déterminés, comme p’ = (F, F') et p”" = (F, F").
Lorsque les figures F’ et I, qui sont toujours superposables,
sont opposites (conjuguées), c’est-a-dire ponctuellement symé-
triques, nous dirons que p’ et »” sont corjugués entre eux.

- Il est clair que la figure F’ admet oo? conjuguées F”. D’autre

part F peut prendre oo?® positions, d’ott au total «® systemes p’,
p" d’éléments p conjugués entre eux. Ce nombre se réduit
a o? quand I'un des éléments du couple est donné. |

Prenons de méme deux @ particuliers, @' = (F, G') et
o = (F, G"); ils seront conjugués si les figures congruentes
G’ et G” le sont elles-mémes. Il y a ainsi o® systémes (@', ®")
de @ conjugués entre eux parmi lesquels o?éléments @” conju-
gués a un certain @' donné a priori.

7 ¢ 177
m’ 72
Ve/d J P /7.-,
Fig. 2.
Dans la figure

mn = 180° et m'n’ = 1809,

La notion de conjugaison s’étend aussi aux objets d, voici
comment.

Deux d comme (m, m') et (n, m’), ou (m, m') et (m, n')
(fig. 2) qui posseédent une extrémité commune tandis que les
deux autres extrémités sont diamétralement opposées, s’appel-
lent 0 conjugudes entre elles.

Cette notion est donc indépendante du sens de description
des d ainsi associées; et toute 0 posséde une et une seule conju-
guée.

3° La notion générale de conjonction correspond a celle de
rencontre, ou d’intersection dans la Géométrie ordinaire. De
méme que cette derniére elle présente un assez grand nombre
de cas particuliers,
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Soient comme ci-dessus p —= (F, F') et @ = (F, G") deux
éléments p et ® bien déterminés.

Lorsque les figures F’ et G', qui sont contraires, deviennent
réflexes, les deux éléments p et @ se trouvent dans la situation
de conjonction. On dira encore, & propos des éléments conjoints,
que @ contient p, passe par p, que p est situé dans @, ou toute
autre locution équivalente.

Une figure F' admet autant de figures réflexes qu'on peut
tirer d’équateurs surla sphére, c’est-a-dire 2. C’est le nombre
des @ qui sont conjoints & un p donné, ou des p qui sont
conjoints & un @ donné; quant au systéme total des éléments
conjoints (p, ®), il monte évidemment au chiffre de «*.

§ 7. — La notion de conjonction appliquée aux éléments 0
présente une assez grande variété ; en effet deux J peuvent étre
conjointes entre elles, et une d peut aussi étre conjointe aveec un

pouavec un . Nous devons examiner ces divers cas.

Tout d’abord, deux d particuliéres telles que d, = (c,, ¢)) et
d, = (c,. ¢ sont dites conjointes (se coupent, se rencontrent,
concourent, ete. ..., si on a I'égalité (fig. 3)

/

On remarquera que si on intervertit le sens d'une des d, ou
de chacune, ces d ne cesseront pas de se rencontrer.

En effet, si le renversement a converti la d, =— (¢, ¢)) en (y, y'),
nous avons

o SN

’ r ’
—— o : g o o
Y e, —— |80 —c.c, . Y €, — 180 —C, .

si donc la condition de rencontre ¢, ¢, = ¢, c, est satisfaite avantle

renversement, elle I'est aussi apres, car on a encore yc, = y c;.

Un cas particulier de la rencontre de deux J mérite d’étre
signalé des maintenant. '

Supposons ¢,¢, = ¢,¢, = 90°; en employant les mémes nota-

tions que tout & Pheure, nous avons donc aussi y¢, =y ¢, == 90°.
- Lad, qui est conjuguée a d, = (c,, c,) est (7, c,) ou (c,, y) sui-
vant le sens de sa description; dans le cas qui nous occupe, d,
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rencontre non seulemement d, , mais encore la conjuguée de cette
derniére. Et il y a réciprocité.

Deux pareilles 0 dont chacune rencontre 'autre ainsi que la
conjuguée de celle-ci s’appellent perpendiculaires. La condition
de perpendicularité est donc que les extrémités correspondantes
des deux 0 se trouvent & la distance d’'un quadrant; elle est,
comme il est facile de s’assurer, non seulement suffisante, mais
aussi nécessaire.

Nous dirons souvent que deux points a et a’ se correspondent
selon un certain p, ow un certain o, pour exprimer que a' est
I'homologue de a aprés qu’on a effectué, soit 'opération p, soit
l'opération . _

Lorsque 'extrémité ¢’ d’une ¢ = (¢, ¢’) correspond ainsi 2
l'origine ¢ de la méme d, selon p, ou selon @, d est dit conjoint
avec U'élément p, ou avec I'élément w (appartient & p ou @, les con-
tient, y est contenu, etc...).

Il est clair que les opérations p et @ transforment deux points
diamétralement opposés en deux nouveaux points qui sont
encore diamétralement opposés. Doncsi p ou @ contiennent une
certaine d, ils contiendront aussi la méme 0 décrite dans le
sens contraire du sens primitif.

Voici encore quelques remarques évidentes.

Toutes les d qui passent par un certain p sont concourantes
deux & deux, il en va de méme pour les 0 qui font partie d’'un
certain @ déterminé. Car, dans 'un et 'autre cas, les origines
et les extrémités de deux de ces d sont équidistantes.

Etant donné un certain p il existe o? objets d qui appar-
tiennent & ce p. Car si d = (a, a’) doit faire partie de p, I'ori-
gine a a peut étre été choisie i volonté sur la sphére;ilfaut etil
suffit que 'extrémité o’ corresponde a a selon p.

De méme un ® donné renferme une bisérie d’objets 0 qui
appartiennent a ce @.

Réciproquement, étant données deux 0 concourantes, il existe
un et un seul p qui les contient chacune, et de méme, il existe
un et un seul @ passant par I'une et 'autre’.

1 11 est clair que deux & non-concourantes n’appartiennent jamais au
méme p, ni au méme @ .
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En effet, si 0" = (a, a’) et " = (b,0"), la condition de ren-
contre de ces d est

ab = a’' '

Et alors, 11 y a un mouvement p et un retournement @, tous
" deux bien définis, qui appliquent I'un sur I'autre les couples
 homologues (a, b) et (a’, 0').

Nous remettons au chapitre IV la suite des propriétés concer-
nant la conjonction des figures; elles sont presque aussi immé-
diates que les précédentes.

IV. — INTERSECTIONS ET SUJETS CONNEXES.

§ 8. — Théoréme. Une 0 déterminée d — («, a') contient wo*
éléments p distincts, et aussi oo! éléments @ distinets.

En effet pour définir p = (F, F'), il faut connaitre, dans I’,
les points a’ et b’ qui correspondent & deux autres points a et b,
choisis dans F & volonté. Obliger p & étre conjoint avec d, c’est
se donner un seul des deux couples, & savoir (a,a’). La figure F
étant tracée comme on veut, la tigure F’ pourra tourner d’un
angle quelconque autour du point «’, homologue a ¢, tout en
restant congruente a F.

A chacune de ces oo! positions correspond un p placé sur d.
Supposons que F’ se déplace d’une maniére continue autour de
a’, le p correspondant variera lui aussi d’'une maniere continue;
au bout d’un tour entier effectué par la figure ¥’ le p primitif
sera revenu a sa position initiale en progressant toujours dans
le méme sens. Ainsi, dans la Géométrie riemannienne, quand
un point décrit une droite sans jamais revenir en arriere, il
finit par se retrouver & son point de départ.

Les mémes propriétés persistent pour les @ passant par la -
d donnée; il suffit, pour la démonstration, de substituer a la
figure I’ une figure G’ contraire de F.

Théoréme. Deux éléments p et @, conduits selon la méme
J = (a, a') sont toujours dans la situation de conjonction.

En effet, selon 'opérateur p une tigure F se transformera en
une figure congruente F'; selon @, F se changera en une figure
contraire G’. Mais p et @ contenant tous les deux la d = (a, a),
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I’homologue de @ est a’, tant par rapport a I'opérateur p qu’a
lopérateur @. Et ainsi les deux figures contraires F' et G’
ayant un point-homologue commun, & savoir &', seront véflexes;
¢’est justement la condition pour la rencontre de p et @.

~ Théoréme. Deux p distincts étant donnés, comme p’ et p’, il
existe une d, et une seule, appartenant & I'un et l'autre p. C'est
la 0 joignant p’" & p’.

En effet, p’ = (F, }') et p" = (F, F”) transforment la figure F
en deux nouvelles figures F’ et F” congruentes & F, par suite
_ superposables. Il existe donc entre F' et F” deux points homo-
logues communs, a’ et — a’, lesquels sont diamétralement

opposés. Soit & I'homologue de a’ dans la figure F, la d cherchée,
commune a p’ et p”, est 0 = (a, @’). Il n’y en a pas d'autre'.

Théoréme. Deux éléments o, différents entre eux, tels que
»' = (F,G") et ®" = (F, G") possedent toujours une et une
seule d commune. Cest Dintersection de »' et o

La preuve est exactement la méme que celle du théoréme
précédent; elle s’en déduit en substituant aux figures F’ et F”
les figures G’ et G”, contraires 4 F, et congruentes I'une par
rapport a 'autre.

§ 9. — Le faisceau de 0. Un p et un @ quelcongues ne pos-
sedent habituellement aucune d commune. Mais s'il existe une

' La § = (— a, — a’) n’est pas une nouvelle solution; elle redonne la
méme pseudodroite décrite en sens coutraire.
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d qui soit en conjonction tant avec un certain p donné qu’avec
un certain @ également donné, il existera alors une infinité de
d conjointes & p et & @ simultanément. La monosérie que for-
ment ces d est un faisceau.

Faisons comme toujours p = (F, F') et @ = (F, G'). Si
0 = (a, a’) est une pseudodroite commune & p et @, les trans-
formées F' et ', obtenues respectivement selon p et selon @
auront le point homologue commun a’. Les figures F' et G’
sont done réflexes et possedent une série de points communs*.
Ceux-ci sont disposés selon un certain arc de grand cercle E’,
dont le correspondant, dans F, est un autre grand cercle E.

L’ensemble des d communes & pet @, 0 = (b, b’), s’obtiendra
en associant les divers points b du cercle E a leurs correspon-
dants sur le cercle E’ et la correspondance est telle qu'on ait
toujours ab = a’b’. 1l est clair que ces deux arcs sont homo-
logues aussi bien selon le mouvement p que selon le retourne-
ment @ : c’est en ceci que consiste essentiellement la propriété
du faisceau.

Théoréme. Par trois p déterminés, a savoir p, = (F, F,),
P, = (F, F,). p, = (F, F,), passe un @, et un seul, @ = (F, G).
De méme trois o déterminés, a savoir w, = (F, G,), w,=— (F, G,),
w, = (F, (z;), se rencontrent en un p et un seul p.

Le raisonnement est tout pareil pour les deux parties du
théoréme, et il suffit de prouver la premiére. C’est 'analogue de
la propriété d’apres laquelle trois plans se coupent en un point,
ou de la propriété corrélative d’apres laquelle trois points
déterminent un plan et un seul.

Il suffit évidemment pour la démonstration d’établir 1’exis-
tence d'une figure G, contraire de F, qui soit réflexe des figures
iy -

Marquons en a, le centre commun aux figures F, et F,, en
a, le centre commun a F, et F,, enfin en «, le centre commun
aF eth,.

Tirons, par exemple, I'arc a, a, et soit G la symétrique de la
figure F, par rapport & cet arc. G est donc réflexe de F,; mais il

1 Si F’ et G’ sont contraires sans étre réflexes, p et @ n’ont évidem-
ment aucune & commune,
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I'est aussi de F, comme ayant le point a, commun avec cette
figure. Enfin G est encore réflexe de F_, puisque le point «, est
un.homologue commun & I'une et I'autre tigure.

La figure G est donc réflexe des trois figures I, I,, F,. C’est
évidemment la seule qui posséde cette propriété, & moins que
les trois points a,, a,, a,necoincident!. Cette circonstancea lieu
quand les trois figures F, F,, F, font partie d’'une méme cou-

ronne, ou les trois p,, p,, p, d’'une méme d.

Probléme. Trouver un @ passant par une 0 donnée et par un
- p donné (ou, corrélativement, un p situé sur une d et dans un
® donnés).

Cette question n’est qu’une variante de la précédente. Résol-
vons-la d’'une maniére indépendante.

Soient 0 = (a, a') et p = (F, F'). Marquons en a”, dans F’,
I’homologue du point & considéré comme faisant partie de F, et
soit E l'arc de grand cercle qui coupe a'a” perpendiculaire-
ment en son milieu (fig.4). Prenons la réflexe G de la figure F’
par rapport a I'équateur E : je dis que 5 = (F, G).

En effet o’ est dans G I’homologue du point a” considéré
comme appartenant & F’. Ainsi a’ correspond & a selon w,
autrement dit @ contient la 0 donnée, d = (a, a'). D’autre part
G et F' sont réflexes, le @ = (F, G) est donc conjoint avec
p»=(F, F).

La solution est évidemment indéterminée, d’ordre « ', quand
0 contient p. Dans ce cas @' coincide avec a”, ’équateur E est
un quelconque des cercles issus du point a'.

Ce qui précéde n’est en somme que le décalque de la Géomé-
trie projective ordinaire ; toutes les relations projectives connues
entre les points, les plans et les droites se retrouvent telles
quelles entre les p, les @ et les 0 de la Géométrie sphérique.

Et en résumé, nous savons :
1° Construire la d commune & deux éléments p’ et p".

2 » ’ensemble de tous les p et de tous les », appar-
tenant a la d de jonction entre p’ et p”.

! Deux des trois points ne peuvent coincider sans que le troisiéme
coincide également.
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3° Construire l'intersection de deux éléments " et "
4° » I'ensemble de tous les p et de tous les & apparte-
nant & l'intersection de ' et «".

b » I'élément 3 passant par trois p donnés.
6° » I’élément p commun & trois & donnés.

7° » I'intersection d’une 0 avec un z donné.
g » le &3 qui passe par une d et un p donnés.

V. — Dvavnrrk.

§ 10. — Remarquonsen premier lieu que des d quisont conju-
guées, ne sont jamais conjointes. Car si 'on a d' = (m, m") et
d" = (m, m"), la condition de conjugaison est m’m’ = 180°,
celle de rencontre est au contraive m’m” — 0.

Théoréme. Deux p, tels que p’ et p” respectivement choisis a
volonté sur deux d conjuguées sont aussi conjugués entre eux.
Et de méme, deux g, tels que @' et ", menés respectivement
par deux 0 conjuguées sont aussi conjugusés.

La démonstration étant toute semblable pour les deux parties
du théoréeme, ne considérons que la premiere.

Soient 0’ — (m,m’) et 0" = (m, m") les deux J conjuguées;
m’ et m” sont donc antipodes. Posons p’ = (F,F’) et p" = (F. F").

Puisque p’ appartient & d” et p” & d”, les points m' et m” sont
les correspondants respectifs du méme point m. Et ainsi les
figures congruentes F' et F” possedent un couple de points
homologues qui sont diamétralement opposés. Dans ces condi-
tions F’ et F” sont opposites, et les éléments p’ et p” sont
conjugués.

Voici, si on veut, une nouvelle démonstration du méme fait.

Soient d le pole de 'arc m'mm”, d' 'homologue de d selon p'.
Puisque p” est conjoint & &' = (m, w'), on aura (fig. 5)

m’d’ = md — m’d = 90° .

Dol résulte que l'are dd’ rencontrera m'm” & angle droit au
“milieu entre m' et m".



INTERPRETATION DE LA STEREOMETRIE RIEMANNIENNE 385

Exactement pour le méme motif, I'arc dd’ contiendra I’homo-
logue d”, selon p”, du point d.

Dés lors si on considére les ﬁg,ures m'd" et m"d" qui corres-
pondent & md, respectivement selon p’ et selon p”, on voit qu'il
suffit de faire basculer I'une d’elles, autour du milieu de I'arc
d'd’, d’un angle égal & deux droits, pour appliquer sur l'autre.
Ce qu’il fallait démontrer.

Théoreme, Siun p appartient & une J, son pole  appartient
a la d conjuguée a la premiére. Et de méme, si un = passe par

Y
4 .:3
e
R 8 ]
Fig.. 5.

une certaine 0, la conjuguée de celle-ci contient le pole p de
ce . |

Car, considérons trois figures, F,1", et G’,1a seconde congruente
a I, la troisiéme antipode de F’'. Soient a, @', a” trois points
homologues de ces figures. Alors I'élément p — (F, F’) contient
la 0" = (a, a'), et I'élément polaire & = (F, G') contient la
9" = (a, &), laquelle est effectivement conjuguée a d’, puisque
a’ et a” sont antipodes. La réciproque se démontre de la méme
maniere. '

Voici des corollaires qui se déduisent immédiatement de la.

1° Si par un p on fait passer toutes les d possibles, les conju-
guées 0" de ces 0 appartiennent 4 un seul et méme %, qui est le
pole de p. : i

ARcHIvEs, Vol. 1, — Septembre-Octobre 1919. i 26
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2° Si dans un « on mene toutes les 0 possibles, leurs conju-
guées font partie d’un seul et méme p, lequel est le pole de .

3° Si on construit les poles %' et w” de deux éléments p’ et p”,
la 0 qui unit &’ et " est conjuguée de celle qui joint p’ a p”.

4° 8i un p se meut le long d’une certaine d, son podle g
décrira la d conjuguée. La propriété corrélative a lieu, en échan-
geant les lettres p et @.

VI. — Couroxnes ET COURONOIDES.

§ 11. — Dans tout ce qui précéde, nous n’avons gueére utilisé
que les définitions indépendantes des trois objets p, = et d. Mais
il est clair que les propriétés de conjonction et de dualité per-
mettent de considérer chacun comme un ensemble d’éléments
appartenant & I'une ou lautre des deux espéces différentes.

C’est ainsi qu'un p est la réunion de oo? éléments 5, ou de
o ? éléments d, que, corrélativement, un  est la réunion de
w* éléments p, ou de o? éléments d, et qu’enfin une 0 est
P’assemblage suivant une certaine loi de o' éléments p, ou de oo?
éléments . Quelques observations suffisent pour donner une
idée claire de ces ensembles qui sont les couronoides et les cou-
ronnes. Commencons par le dernier cas.

Considérons deux figures F’ et G', réflexes I'une de l'autre,
dont 'une soit congruente, et 'autre contraire, a une figure F;
solent @’ un point homologue commun a F’ et G, et a son
homologue dans F. Nous savons' qu’en faisant tourner d’angles
quelconques les figures F’ et G’ autour du point @', elles restent.
réflexes dans toutes leurs positions.

On engendre ainsi deux couronnes? dont tous les éléments
sont réflexes deux & deux, et qui, par suite, peuvent prendre le
nom de couronnes réflexes. '

Pour construire les deux couronnes réflexes, il suffit de
connaitre, ou bien deux positions de la figure F’, ou bien deux
positions de la figure G’ ; dans les deux cas le point a' est dé-
fini.

! Voir page 373.

2 Au sens ordinaire du mot.
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Considérons la 0 = (@, a"), il est clair qu'elle appartient &
tous les p = (F, F') et & tous les & = (F, G').

On peut donc se figurer la d, d’une maniére analogue a la
droite ordinaire, sous I'aspect d’un ensemble d’éléments p, ou
d’éléments 55; et cet ensemble est linéaire dans ce sens que deux
éléments p, tels que p’ et p”, ou deux éléments s, tels que &' et .
", définiront la J, soit dans sa totalité, soit dans chacun des
éléments, p ou =, qui la composent : ces derniers sont évidemn-
ment tous conjoints deux i deux. ’

Passons a 1I’élément 75 considéré comme une bisérie, ou cou-
ronoide, d’éléments p. La définition des couronoides peut étre
présentée de différentes maniéres, équivalentes au fond, quoique
distinctes dans la forme. 7

Soient F la figure initiale, ® une figure fixe congruente a F,
et G lantipode de ®. |

1° Prenons toutes les figures F’ opposites de @, elles forment
une bisérie. '

2° La méme bisérie de figure F’ s’obtient encore en prenant
les réflexes de la figure G.

3° Dans ’ensemble F’, prenons une figure quelconque, telle
que F". Les figures G et F” sont donc réflexes et présentent un
équateur commun sur lequel nous choisirons & volonté un
point'O. Faisons tourner F”, d'un angle quelconque, autour de
0. La figure finale obtenue de la sorte posséde avec G un homo-
logue commun, & savoir O; elle est donc réflexe de G. Et ainsi,
quand on fait varier le point O sur I'équateur et qu’on change
I'angle de la rotation, on engendre une bisérie de figures F' qui
est encore la méme que celle définie sous les numeéros 1 et 2.

Les o2 éléments p — (F, F’) forment le couronoide. Ils sont
tous conjoints avec ’élément ¢ = (F, (), lequel est invariable.

D’autre part tous les p qui appartiennent au couronoide sont
opposites (ou conjugués) & un certain p fixe, & savoir (F, @);
c’est lui qui est le pdle du couronoide *.

Les propriétés du couronoide sont & peu preés évidentes d’apres

! Inutile de traiter le cas corrélatif d’un couronoide d’éléments o,
2 Noter que (F, @) est aussi le pile de @ = (¥, G). Voir p. 376.
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ce qui précéde. Sans revenir sur les démonstrations, je me borne
a les énumérer encore une fois :
L’intersection de deux couronoides est toujours une couronne.
» de trois » est un p'.
Par deux p donnés passent une infinité de couronoides qui
contiennent tous une seule et méme couronne.
Par trois p donnés passent un et un seul couronoide .

VII. — NoTioNs METRIQUES.

§ 12. — Soit F, et F, deux figures congruentes. Par définition
leur distance est la moitié de I'angle de la rotation qui améne
I'une sar l'autre; c’est une quantité # admettant 7= comme
module de périodicité . Par définition encore, la quantité € est
la distance de deux p, tels que les suivants p, = (F, F,),
p, = (F, F,), ou de deux = comme 5, = (G, F,) et &, = (G, F,).

De la sorte la distance de deux éléments, tous deux p, ou tous
deux &, est toujours la méme que celle de leurs poles.

Soient deux éléments de types contraires, comme p’ = (F, ")
et @' = (F, G'). Leur distance est définie comme égale au
.complément de celle qui sépare 'un des éléments du pdle de
lautre : I'alternative qui s’ouvre ici n’affecte en rien le résultat,
comme on voit aisément.

Passons a la distance de deux d. Dans 1’espace ordinaire, la
disposition relative de deux points dépend d’un seul nembre,
qui est justement la distance de ces points : au contraire, la
disposition relative de deux droites dépend de deux nombres,
qui sont I'angle de ces droites et la longueur de la perpendi-
culaire commune. Si on continue d’appeler distance des droites
les éléments numériques qui déterminent la figure formée par
ces droites dans l'espace, la distance sera un nombre complexe;
elle équivaut & deux nombres ordinaires. Nous devons attendre

! On ne parle ici que des cas généraux.
* Pour abréger, je laisse ici de c6té les distinctions, faciles & établir,
relatives au signe de la quantité 0.
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des phénomenes analogues lorsque des d viennent se substituer
a des droites.

Soient deux d particuliéres 9, = (a,, a,) et J, = (a,. a,); leur
distance dépend ‘des écarts de leurs deux extrémités, ou des
longueurs a,a, et a,q,. :

Au lieu de prendre ces nombres méme pour définition de la
distance, nous emploierons de préférence les deux combinaisons
suivantes :

1 - 1
9 (ai i o, az) 8} 9 (e, a,

s a; a;) 5
parce que, ainsi que nous verrons hientot', elles expriment les
grandeurs des deux perpendiculaires communes & nos d, et d,.
Dans le cas ou d, et J, se rencontrent, le second des deux
nombres précédents est nul; la disposition relative des deux d ne
dépend plus que du premier, lequel devient égal 4 a,a, = a,a, .
C'est cette quantité qui s’appelle 'angle des deux d concou-
rantes.
Il est clair, d’apres ces définitions, que la distance de deux
d dépend de leur sens de description; par exemple, 'angle de
deux 0 concourantes se change en son supplémentaire si on
intervertit le sens de I'une d’elles.

§ 18. — Sans nous y arréter longuement, rappelons en passant
la formule fondamentale de la Trigonométrie non-euclidienne.

Soient I, une figure donnée, O,, O,, O, les sommets d'un
triangle; faisons tourner F, autour de O,, d’'un angle égal & 20,,
ou autour de O, d’un angle égal a 20,, nous obtenons deux
figures congruentes, entre elles et & la précédente, ¥, et F,.
Elles ont en commun le point O,, et ’angle de rotation qui
amene I'une sur 'autre est 20,.

Les trois sommets O,, O,, O, sont homologues communs,
respectivement dans les figures F, et F,, I, et F, et I, et F,.
Mettons en présence de ces figures congruentes, une nouvelle
figure F qui leur soit superposable, et soient w,, w,, w; les
homologues, au sein de F, des points O,, O,, O,. On a évidem-
ment v, w, — 0, O,, ete.

! Voir pp. 399 et 400.
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Considérons le triangle dont les trois cotés sont les 0 sui-
vantes :

& = (wy, 0y) ; 8 = (g, Oy) 5 8 = (g Oy)
les sommets de ce triangle sont évidemment
p=I(FF), p: = (F, Fy) ps = (F, Fy) .

Si donc on appelle a,, a,, a,, les grandeurs, et ¢,, «,, &, les
angles du dit triangle, 1a loi susmentionnée de la composition
des rotations nous donne la formule de la Trigonométrie

COSs a; == COS @, COS @; - Sl0 @, s1n @, COS &, .

Les conséquences en sont suffisamment connues pour qu’il
n’y ait plus lieu d’insister sur les relations métriques dans la
suite de nos développements.

VIII. — PARALLELISME.

§ 14. — Si deux 0 ont une extrémité commune nous les dirons
paralléles entre elles, la méme locution est encore valable
lorsque les deux d ont leurs origines ou leurs extrémités diamé-
tralement opposées. Il suffit pour ramener ce cas au précédent
de changer le sens de description de I'une des deux 0 données;
aussi I’excluons-nous de nos énoncés.

Il y a deux genres de parallélisme, selon que les extrémités
communes se trouvent au premier ou au second bout des deux
0 données. Les deux figures (6) et (7) illustrent I’alternative qui
se rencontre ici. '

Dans (6), 0, = (a,, a,) et d, = (a,. @,) sont paralléles au pre-
mier bout, tandis qu’elles le sont au second dans la figure (7).

Il résulte immédiatement de la définition que deux d pa-
ralléles ne sont jamais conjointes ni & un méme p, ni & un méme
55; que deux d paralléles 4 une troisieme par le méme bout,
sont paralléles entre elles; que, deux J quelconques étant
données, telles que d, et d,, il existe un autre élément 0 pa-
rallele a 0, 4 I'un des bouts et & d, & 'autre; enfin que, si deux



INTERPRETATION DE LA STEREOMETRIE RIEMANNIENNE 391

J sont paralléles, leurs conjuguées le sont aussi et au méme
bout*.

Théoréme. Par un p donné, on peut toujours mener une pa-
ralléle, au premier bout par exemple, & une 0 donnée et I'on
n’en peut mener qu'une seule.

En effet, si 0’ = (a, a'), et que a” soit homologue du point «
selon p, la solution unique cherchée est 0" — (a, a”). Solution
toute pareille si le parallélisme doit étre de la seconde espéce.

Théoréme. Dans un , on peut toujours mener une paralléle,
et une seule paralléle, & une Jd donnée; le sens de ce parallé-
lisme est d’ailleurs choisi & volonté.

.
&2

5: d/, di’-

o .
A <

Fig. 6. ) Fig. 7.

En définissant a” comme 1’homologue de a selon e, la solu-
tion est identique & la précédente, c’est " = (a, a”). Dans ce cas
le parallélisme a lieu au premier bout.

§ 15. — Le parallélogramme. — - Considérons six points
¢, c,cetd, d, d, tels que les égalités suivantes aient lieu
(fig. 8).

:(71: cd —cd = ¢
puis tirons les quatre d suivantes :
1, = (¢, ¢) Tﬂ:(c, c,)

6, = (d,, d) 8, = (d,. d) .

! Remarquer que deux 3 conjuguées entre elles sont aussi paralléles. Ce
parallélisme est d’ailleurs de nature singuliére, ayant lieu au deux bouts a
la fois, bien que les & soient distinctes.
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Parmi ces quatre d, les deux premiéres sont paralléeles au pre-
mier bout, les deux autres le sont au second bout. De plus,
chacune des deux y de la premiére ligne rencontre les deux ¢
qui figurent a la seconde ligne.

Et ainsi les quatre cotés y,, 7,, d,, 9, manifestent la pro-
priété du parallélogramme euclidien ordinaire. Ce qui suit va
faire ressortir mieux encore la parenté des deux notions'.

Les deux supports opposés du parallélogramme, comme
y,=(¢,e)et v, = (c, ¢,) étant donnés, les deux autres supports
dépendent de trois parametres, comme on voit immédiatement.

C’est l'analogue de la propriété suivant laquelle il existe o®
parallélogrammes euclidiens dont les cotés opposés tombent
sur deux paralléles données.

Si, en second lieu, on définit le parallélogramme au moyen de
deux supports concourants tels que y, et d,, les éléments de la
construction (fig. 8) dépendent de deux parametres. Il y a done,
ici encore, o? parallélogrammes dont les cotés tombent sur
deux d concourantes.

Si enfin on prend, 4 volonté, les trois supports du parallélo-

gl‘amme
A Blz(di,d) 18, =(d,, d).

parmi les six points de la figure (8), un seul reste indétermine
3 savoir ¢,. Et comme il faut que ¢,d = cd,, on voit qu’avec les

! Nepas oublier toutefois les différences fondamentales que voici : D’abord
les cOtés opposés du parallélogramme riemannien n’appartiennent jamais au
méme @ ; en second lieu, le parallélisme est d’espéce contraire pour les
deux couples de cdtés opposés.
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trois d données, dont deux sont paralléles entre elles et concou-
rantes avec la troisiéme, on peut construire une monosérie
composée de oo! parallélogrammes.

Placons-nous dans cette derniére hypothése. Les supports
Y1, 0, et 0, étant donnés, faisons varier le quatriéme coté
P, == 10 c;), en déplacant ¢, sur le cercle de centred’ et de rayon
égal & c.d'. Dans chacune de ses positions, y, rencontre d, et d;
elle détermine par sa rencontre avec ces deux éléments d, deux
éléments p, & savoir p, et p,, et deux éléments @, & savoir , et
t,. Je dis que la distance entre p, et p, est la méme qu’entre
w5, et 6, et que cette distance demeure constante quand y, varie.

En effet les opérateurs p, et 5, transforment tous les deux le
couple de points ¢d, dans un nouveau couple c,d’; les opéra-
teurs p, et @, transforment I'un et I'autre le couple c¢d, dans le
méme couple c,d’ que ci-dessus.

Les distances qui séparent respectivement p, de p, et 3, de
%y, sont donc bien égales entre elles, chacune a4 la quantité

1 ; s 5. 5 ; :
< 5 d,cd,. Celle-ci, conformément & I’énoncé, ne varie pas quand

), se déplace; car elle ne dépend pas de la position du point c,.

Réciproquement, étant données deux 0 paralléles entre elles,
telles que y, et y,, prenons sur la premiére deux éléments p,
comme p, et q,, et sur la seconde deux éléments p, et q,. de
telle sorte que la distance qui sépare les p dans chaque paire
soit la méme ; dans ces conditions, les ¢ de jonction p,p, et q,q,
sont paralleles .

Employons en effet la notation

p:%a,ﬁ;a’,{s’}

pour exprimer le fait que l'opérateur p change le couple de
points e, 8 en un nouveau couple o', 8’; et soit (d,, d') la d com-
mune aux éléments p, et p,. Nous aurons, d’aprés les condi-
tions de I’énoncé,

5 ’ ’ ! !
P1:{C’a1;ci’d}' p?:gc,di;cg.d%.
! On suppose ¢, placé par rapport & p, dans le méme sens que g, est

par rapport a p,. Il va de soi que les parallélismes des deux paires de
cotés opposés sont d’espéce contraire.
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D’autre part, si d, et e, ont pour transformés le point d’, res-
pectivement selon ¢, et g,

‘h:{C’dz;c:*d’}’ qzzgc,e:c.dg.

On conclut de la

r 7 — - 7
c,d = Ldl_ cd, = c,d = ce,,

et I’égalité des distances p,p,, et q,q, fournit de son coté 1’éga-
lité
& died, = < d e, .

Et ainsi le point e, coincide avec le point d,; les conditions
de la figure (8) sont toutes réalisées, et les deux J de jonction
de p,p,, et de q,q,, & savoir (d,, d’) et (d,, d’') sont paralléles a
leur seconde extrémité. C. q. f. d.

A ces propriétés, ajoutons enfin celle des angles du parallélo-
gramme. Dans tout parallélogramme les angles correspondants
que forme un des supports avec les deux autres sont égaux.

Ceci est immédiat, car les quantités égales ed, et cd, par exem-
ple, mesurent les angles formés par le coté y, respectivement
avec les cotés d, et J,.

§ 16. — Quadrique de Clifford. — On sait que par trois
droites données passe toujours une quadrique possédant deux
systémes de génératrices rectilignes. Le premier systéme com-
prend en particulier les trois droites données, le second est
formé de toutes les sécantes communes au premier; il y a
d’ailleurs réciprocité entre les deux systémes.

Lorsque les trois droites données sont paralléles en leur pre-
miere extrémité, il en est de méme de toutes les génératrices
du premier systeme. Celles du second systéme sont alors pa-
ralleles entre elles au second bout, et le lieu des intersections
mutuelles des droites appartenant respectivement aux deux sys-
téemes est la surface connue sous le nom de quadrique de
Clifford ; elle est divisée par les génératrices rectilignes en une
infinité de parallélogrammes non-euclidiens.

Ces phénomeénes caractéristiques de la Géométrie rieman-
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nienne trouvent une interprétation claire dans la Géométrie
des d sur la surface sphérique.

Considérons deux cercles de rayons égaux (fig.9), ayant pour
centres respectifs les points a et b'; soient @' un point quel-
conque du cercle 4" et b un point quelconque du cercle a.

11 est clair que toutes les ¢ telles que d = (a, a”) sont paralléles
entre elles au premier bout; elles forment une monosérie. De
méme une seconde monosérie de 0 paralléles au second bout est
constituée par I’ensemble 9" = (b, b’).

Toutes les d de la premiére monosérie rencontrent toutes les
d appartenant a la seconde, car ab = a'b’, ce qui est justement
la condition de rencontre. En tant que lieu ponctuel, la qua-

L &7

Fig. 9.

drique est formée par les ? intersections des d avec les 0'; en
tant que lieu tangentiel, elle est constituée par les co?éléments
conjoints simultanément & une d et & une 9",

Il est clair que la quadrique est complétement déterminée
par trois d appartenant au premier systéme, par exemple
d, = (a, a)), 9, = (a, a,), 9, = (a, a,). Le cercle b’ est en effet
complétement défini par trois de ses points a,, a,, a, .

La quadrique présente deux axes qui sont A" = (a, b') et
A" = (a, b"), le point b” étant diamétralement opposé a b’. Ces
axes sont ainsi conjugués entre eux, et les génératrices de 'un
et de 'autre systéme leur sont paralléles, & 'un ou & l'autre
bout. De plus, la distance qui sépare chaque génératrice de I'un .
des axes est constante, et reste la méme pour les deux systémes
de génératrices. On conclut facilement de la que les p qui cons-
tituent la surface, au point de vue ponctuel, sont équidistants
des axes. La quadrique de Clifford recoit ainsi une définition
qui la rapproche du cylindre ordinaire.
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IX. — PERPENDICULARITE.

§ 17. — Si deux éléments d comme J, = (a,, a,) et d, = (a,, a,)
vérifient la condition

aa, 4+ a;a — 180° ,

.
chacune rencontre la conjuguée de l'autre, et réciproquement
chaque fois que 0, rencontrera la conjuguée de d,, I'égalité ci-
dessus a lieu. Car en désignant! par «, I'antipode de a,, cette
égalité se réduit a celle de rencontre a,a, = a,a, .

Deux d entre lesquelles existe la relation précédente se nom-
ment orthogonales. Lorsque d,, non seulement est orthogonale,
mais de plus concourante avec d,, nous aurons

r ot
an — a a — 90° .
1 2 1 2

- Cest le cas de la perpendicularité déja définie au § 7.

Et T'on voit par 14 que ’ensemble des sécantes communes &
une d et a sa conjuguée est identique avee I'ensemble des per-
pendiculaires élevées sur cette d. On peut se figurer cet ensemble
de la maniére suivante.

Soit d = (@, a’). Tirons les arcs de grands cercles E et E’
ayant a et a’ pour poles respectifs et prenons deux points, b et
b', respectivement sur E et surr E’. Les «? éléments 0 = (b, ')
sont les perpendiculaires cherchées; elles forment une bisérie
qu’on appelle recticongruence.

Probléme. Par un p, ou un ¢, choisis a volonté, abaisser une
A = (¢, ¢'), qui soit perpendiculaire 2 une autre d donnée
d == (@, a’). Comme toujours nous ne traitons que le premier
cas.

Il faut que ca = ¢’a’ = 90°. Le point ¢ doit se trouver sur
un arc de grand cercle E ayant @ comme pole, et le point ¢’ sur
un second arc E’ de pdle a'. D’autre part ¢’ est associé a ¢ selon

! Des & conjuguées cumulent les caractéres de 1'orthogonalité et du pa-
rallélisme.
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#; il doit donc appartenir a la transformée I'' du premier de
ces cercles selon p. Et ainsi ¢’ se trouve & l'intersection des
cercles ' et I'', ¢ au point correspondant du cercle E *.

On pourrait aussi obtenir la perpendiculaire comme suit. Par
le p donné menons deux éléments ¢ contenant, le premier la d
donnée, le second sa conjuguée ; la perpendiculaire est a leur
intersection.

§18. — Une 0 = (a, a') est dite perpendiculaire & un certain
%, quand la conjuguée de cette 0 appartient & 3, et récipro-
quement, dans ces mémes circonstances, I'objet «s est dit perpen-
diculaire a U'élément 0. Voyons ce qui en est (fig. 10).

, iﬂ’)
4

©

« O

4 A

b3’
Fig. 10.

Soient ¢” I'antipode de a’, et (b, ') une 0 faisant partie de
%. La condition de conjonction entre la conjuguée de 0 = (a,a’),
qui est (a, «"), et le & donné se lit ab = "0’ ou encore

ab + ' b’ = 180° .

Donc : Toute perpendiculaire d = (a, a') d un & est orthogo-
nale auzx 0" — (b, b") contenues dans ce .

En particulier si d = (a, a’) rencontre la ¢’ = (b, b’), il faut
que

ab = a’t’ :

! La solution (— ¢, — ¢’), également possible, redonne la méme perpen-
diculaire décrite en sens inverse.

? On peut imiter cette notion, en substituant corrélativement un p 2
un 3.
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en combinant cette condition avec ab + a’b’ — 180°, il vient
ab = a’b’ = 90° 3

par suite : foute perpendiculaire & un certain %5 est aussi per-
pendiculaire & toutes les d qui passent par son pied dans le 6.
Une autre définition, équivalente, est la suivante. Sont per-
pendiculaires a un élément 3 les d qui passent aw pole p de cet
élément. _
En effet, si on désigne par " I'antipode de b’ et qu’on emploie
la notation expliquée plus haut (p. 393), on a

. . 7] ’ . _ . ’ n )
gj__za,l),a,b} d’on p__{a,b,a,b i

et ainsi toute 0 = (a, a’) perpendiculaire 4 ¢, est conjointe avec
le pole p de I’élément .

Par suite, étant donnés un élément & et un élément p, il
existe une 0 perpendiculaire & # et conjointe avec p,, et il
n’en existe qu’une seule!. Pour I'obtenir, il suffit de joindre
p, au pole p du  donné.

Le probléme inverse consistant & mener par un p un « per-
pendiculaire & une d donnée se résout immédiatement; il suffit
de joindre p & la conjuguée de la d.

Théoréme. Ftant données deux ¢, telles que 0, = (a,a,) et
d, = (a,@,), je dis qu'elles possédent deux perpendiculaires com-
munes, lesquelles sont conjuguées I'une de I'autre.

En effet, pour qu'une d = (y, y') soit perpendiculaire a J, et
a d,, il faut qu'on ait ‘

Yo = 7a; = 90° ,

Ya,=ya4,= 90° .

Ainsi y occupe 1'un des poles de I'arc @, a, et y" un des poles
de l'arc @, a,. Chacun de ces points peut ainsi affecter deux posi-
tions antipodes I'une de I'autre. Par suite il existe deux per-
pendiculaires communes telles que (7, y") et (v, — 7"); elles sont
évidemment conjuguées et chacune peut étre décrite dans un
sens quelconque.

1 8i du moins p est distinct de p,. Le probléme consistant & mener
par une & un ¢3 perpendiculaire & une autre & est fort simple & traiter.
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§ 19. — Lorsque les deux d sont paralléles, par exemple au
premier bout, y' seul est déterminé; quant & y il suffit de le
placer & 90° de distance des points @, et @, réunis en un seul.
Dans ce cas, il existe une monosérie de perpendiculaires com-
munes qui sont paralléles entre elles au second bout. Cette
propriété dérive d’ailleurs directement du fait que, dans le
parallélogramme non-euclidien, les angles correspondants sont
toujours égaux : si I'un est droit, ’autre le sera nécessairement.

La perpendiculaire commune I' = (y, y'), et la premiere
d, = (a,, @), 6tant concourantes, déterminent par leur inter-
section un élément p; nommons-le p,. Soit de méme p, 'élément
p commun & I et & §,=(a,, a). Quelle distance sépare ces ¢lé-
ments p, et p, ? La réponse est aisée.

En effet, nous avons

¢t T
Y&, = Y4, = va, = ya, = 90° ;-

sur le grand cercle a,a, prenons un point 3 tel que

7 7
2@:0:1&

2
_—
Il
2
i
Q

L’opérateur p, transporte ya, sur ﬁl et J;L; sur 7 8. De méme
I'opérateur p, transporte ;&—2 sur ;7&; (fig. 11).

Donc la distance de deux éléments p, et p,, qui occupent les
pieds de la perpendiculaire commune sur chaque d, est égale &

g 157 A . T
I'angle <C 387 a,, lui-méme égal a I'arc

17 1 ’
a,f ., ou -2—( a —a,a) ;

[
2

re|



400 INTERPRETATION DE LA STEREOMETRIE RIEMANNIENNE

cette quantité mesure la longueur de la premiére perpendi-

1

culaire commune. La seconde a pour grandeur ? (a,a, + a,a),

ainsi qu'il est aisé de le démontrer.

X. — LE MOUVEMENT EN GEOMETRIE RIEMANNIENNE.

§ 20. — Pour ne pas allonger démesurément ce mémoire, je
ne consacre que quelques mots a cette importante question : mais
je ne crois pas pouvoir me dispenser de mettre ici en lumiére
la propriété la plus caractéristique du mouvement dans I'espace
E;, & savoir sa constitution binaire'. La Géométrie réglée va
nous en livrer le secret de la maniére la plus immédiate.

Un mouvement dans E; fait correspondre & un p quelconque
un nouveau p, a un ¢ quelconque un nouveau @, a une d quel-
conque une nouvelle d, de telle maniére que la distance de deux
éléments transformés, de méme espéce ou d’espéce différente,
soit la méme que celle des éléments primitifs correspondants?.
11 résulte facilement de cette notion que le mouvement est une
transformation projective, par laquelle les relations de conjonc-
tion ne sont pas altérées.

11 est donc loisible, dans I’étude des mouvements non eucli-
diens, de se limiter au cas ou les éléments a transformer sont
de la catégorie 0.

Supposons done qu'on imprime un déplacement déterminé,
d’ailleurs quelconque, a 'origine a de n’importe quelle d —=(a, a’)
et un autre déplacement, également bien défini, & Pextrémité
a' de cette méme 0. Il est clair que la J se change ainsi en
une nouvelle 0 = (b, b’), et que la condition d’invariance des
distances est satisfaite. Car si d, = (a,, a,) et d, = (a,, a,) se

! L’opérateur mouvement a le type analytique p (- )q, avec les deux
facteurs quaternions non-interchangeables p et g.

2 11 faut ajouter ici que ’ensemble de tous les mouvements doit former
un groupe contenant la transformation identique. A Dlinstar de ce qui a
lien pour la Planimétrie, 'invariance des distances a lieu, en Géométrie
réglée, pour d’autres opérations que les mouvements, ce sont les refourne-
ments : je n’en parle pas ici.
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transforment respectivement en d, = (b,, b)) et d, = (b,, b,),
nous aurons |

r s 7
a1a2_1)152 et nllaﬂ_b1

b

o~

puisque les a subissent un méme déplacement, et les a’ un
autre déplacement (généralement distinct du premier).
L’opération décrite a l'instant s’appelle un mouvement de
Iespace E;; elle peut se répéter sans changer de nature; et,
puisqu’elle possede six degrés de liberté, tous les’ mouvements
forment dans leur ensemble un groupe a six parametres. Ce

groupe est continu.

Théoréme. Etant donné un mouvement quelconque, il existe
en général deux d, conjuguées I'une de l'autre, qui ne changent
pas de position quand on exécute ce mouvement.

En effet, soient (F, F,) et (F, F,) les déplacements subis res-
pectivement par les deux extrémités d’'une d quelconque, dépla-
cements qui représentent les composantes du mouvement non-
euclidien dont il s’agit.

Prenons le point commun a aux figures F et I, , et son anti-
pode — @ ; prenons de méme le point commun ¢’, commun aux
figures F et F}, ainsi que son antipode —a’. Les seules & qui
restent invariantes sont évidemment (a,a’), et (@, —a’), ou les
opposées de celles-ci; elles sont d’ailleurs conjuguées comme
possédant une méme origine et deux extrémités qui sont anti-
podes. '

Il existe toujours o? mouvements laissant en place une 0
donnée 0 — (@, a’). Car si la figure F est choisie & volonté, F,
est cette figure méme tournée d’'un angle quelconque autour de
a; de méme F, est identique & F aprés une rotation arbitraire
autour du point a'. Ceci suffit & définir les deux composantes
du mouvement.

On reconnait ici les caractéres généraux du mouvement héli-
coidal. Il opére un reclassement des p et des = conjoints aux d
invariantes; et il serait facile de voir qu'a mesure que varient
les angles de rotation des figures F, et F, autour de leurs centres
respectifs, chaque p avance d’une quantité déterminée, et chaque
% tourne d'un angle constant, le long et autour des ¢ inva-
riantes.

ArcHives, Vol. 1. — Septembre-Octobre 1919. ' 27



402 INTERPRETATION DE LA STEREOMETRIE RIEMANNIENNE

Dans 1’énoncé des propositions précédentes, une réserve est
nécessaire. Supposons que la figure F, soit identique avec F;
alors la rotation (F, F:) est d’angle nul, et son centre a' est indé-
terminé.

Seul le point @ est défini. On voit que dans ce cas toutes les
d dont I'origine est en a, se transforment en elles-mémes, quelle
que puisse étre leur extrémité a’. Toutes ces droites invariantes
forment une congruence de droites paralléles entre elles au
premier bout. Le mouvement dont 1l s’agit fait avancer un p,
conjoint avec I'une de ces d, le long de cette 0 méme. Et le glis-
sement est constant pour tous les p de 'espace: ce sont les
caracteres connus de la translation euclidienne .

Il existera naturellement une translation, d’'une autre espeéce,
qui laisse invariantes les ®? droites d’'une congruence de ¢
paralleles & leur second bout arbitrairement choisi sur la
spheére.

! 11 est clair que deux & qui sont de sens contraire se changent par le
mouvement en deux nouvelles & qui sont encore de sens contraire.
2 Tout ceci se vérifie aisément.
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