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LES GEOMETRIES FONDAMENTALES

DE
IDESPACE EUCLIDIEN
PAR
lené de SAUSSURE

Préliminaires.

Le but de cet article est: 1° de signaler 1'existence, dans I’es-
pace & une dimension, de géométries fondamentales & deux et
meéme a trois parametres ; 20 d’établir une classification ration-
nelle de toutes les géométries fondamentales, anciennes et ré-
centes, en tichant d’en unifier la terminologie. _

La seule réalité spatiale est I'espace physique & trois dimen-
sions. Les espaces dits «a plus de trois dimensions » sont de
simples conceptions de notre esprit, ne correspondant & aucune
réalité physique, car 'essence méme de I'espace est d’avoir trois
dimensions. Notre classification ne comprendra que les géomé-
tries relatives & I'espace réel considéré sous sa forme tradition-
nelle (espace euclidien).

Définations.

Dans un article précédent’ nous avons constaté qu’il existe
sept figures géométriques, et seulement sept, qui sont de simples
« positions », ¢’est-2-dire qui ne contiennent aucun paramétre
de grandeur.

Ces figures sont :

I. Le point. Un point est une simple position; il n’a pas de

! Voir RexE pE Saussurg, La géométrie des feuillets, Arch. 1906.



50 GROMETRIES DE L’ESPACE EUCLIDIEN

grandeur et il peut tourner sur lui-méme, d’'une facon quel-
conque, sans cesser d’étre le méme point.

2. La regle, ou ligne droite indéfinie, considérée comme élé-
ment spatial, comme tout indivisible (et non pas comme série
de points). Une régle est une simple position; elle ne contient
pas de grandeur et elle peut glisser ou tourner sur elle-méme
sans cesser pour cela d’étre la méme reégle.

3. L'edre, ou monoédre, c’est-a-dire un plan indéfini, conmdere
comme élément spatial, comme tout indivisible (et non pas
comme surface de points). Un edre est une simple position ; il
ne contient pas de grandeur et il peut glisser sur lui-méme,
d’une facon quelconque, sans cesser d’étre le méme edre.

4. La fleche, ou figure (PLR) formée par un point P attaché’
a une regle R. Le point P est l'origine de la fleche; la regle R
en est la hampe et cette hampe est affectée d’un sens positif
(indiqué par la pointe de la fleche). Une fieche est une simple
position; elle ne contient pas de grandeur, et elle peut tourner
autour de sa hampe sans cesser d’étre la méme fleche.

5. Le bouclier, ou figure (PE) formée par un point P attaché
a nn edre F. Le point P est I'origine du bouclier; I'édre I en
est la feuille et les deux faces de cette feuille sont affectées res-
pectivement des signes 4+ et —.La normale en P & 1'édre F est
I'aze du bouclier. Un bouclier est une simple position; il ne
contient pas de grandeur, et il peut tourner autour de son axe
sans cesser d’étre le méme bouclier.

6. Le drapeau, ou figure (RE) formée par une régle K atta-
chée & un édre K (c’est-a-dire que la regle R est une droite
marquée dans le plan de I'édre FE). La regle K affectée d’'un
sens, est la hampe du drapeau; I'edre E, qui a une face positive
et une négative, en est la feuille. Un drapeau est une simple
position ; il ne contient aucune grandeur et il peut glisser pa-
rallélement & sa hampe sans cesser d’étre le méme drapeau.

7. Le feuillet, ou figure (PRE) formée par un point P attaché
a une régle R, laquelle est elle-méme attachée & un édre L. Le
point P est origine, la regle B la hampe, et I'édre E la feulle
du feuillet (PRE);la hampe a un sens déterminé (par une

! Dire qu’un point est « attaché » & une figure signifie que ce point est
un point marqué sur la dite figure.
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pointe de fleche) et les deux faces de la feuille sont distinguées
par les signes 4 et —. Un feuillet est une simple position; il
ne contient aucune grandeur et il ne peut pas glisser sur lui-
méme. Il en résulte que si I'on attache un corps solide quel-
conque (' a un feuillet (PRE), la position de ce feuillet déter-
minera complétement celle du corps C. Les systéemes de corps
solides invariables sont donc réductibles aux systémes de feuil-
lets, ou, si I'on veut, le feuillet est ce qui reste d’un corps solide
lorsque celui-ci a été dépouillé de sa forme et de sa grandeur.

En résumé, des sept figures-position fondamentales trois
sont des éléments simples (point, regle, édre), trois sont des
éléments doubles (fieche. bouclier, drapeau), et une est un élé-
ment triple (feuillet).

Comme conséquence de la terminologie que nous avons
adoptée, les mots droite et plan reprennent leur sens primitif
(sens d’Euclide) ; ce ne sont plus des éléments spatiaux (ceux-ct
étant designés désormais par les vocables point, régle et edre),
ce sont des «espaces » respectivement a une et 4 deux dimen-
sions; en d’autres termes, le mot « droite » redevient synonyme
de « ligne droite » (espace & une dimension), et le mot « plan »
redevient synonyme de « surface plane » (espace & deux dimen-
sions).

Il est donc indiqué de compléter notre terminologie en
adoptant un nouveau terme pour différencier le « point » ordi-
naire (élément de position), du « point», considéré comme centre
d'une gerbe de regles et d’édres (espace angulaire 4 deux di-
mensions). que nous désignerons sous le nom point-centre ou
pivot. .
Rappelons encore que nous avons adopté le terme de polysérie
pour désigner une série continue de figures égales (ou tout au
moins de méme espéce) en nombre multiplement infini; ainsi :

Une monosérie est une série d’éléments en nombre o 1,

» bisérie » » » w ?

»  Irisérie » » » S 8

»  télrasérie » » » w4,
ete. elc.

Par exemple, une ligne (ponctuée) est une monosérie de
points, une surface (ponctuée) est une bisérie de points, une
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surface réglée est une monosérie de régles, un complexe est une
trisérie réglée, etc., etc. '

Enfin, pour unifier autant que possible la terminologie des
différentes géométries fondamentales nous adopterons encore
les définitions suivantes :

deux figures seront dites imverses lorsqu’elles sont symé-
triques I'une de 'autre par rapport & un point;

deux figures seront dites réflexes lorsqu’elles sont symé-
triques I'une de autre par rapport a un edre;

deux figures seront dites contraires lorsqu’elles sont symé-
triques I'une de 'autre par rapport & une regle;

une figure cotée est une figure a laquelle on a associé une
(quantité constante (appelée cote de la figure');

deux figures seront dites réciprogites I'une de Pautre, lorsque
I'une d’elles étant maintenue fixe, I'autre décrit, grice a cette
réciprocité, une polysérie linéaire?.

La relation qui exprime la réciprocité de denx figures varie
naturellement avec les figures considérées. Ainsi, par exemple,
un point P et un édre £ sont réciproques, lorsqu’ils satisfont

a la relation :
d —= 0,

d étant 'intervalle, ou la distance, compris entre le point P
et I'edre I; en effet, si 'on maintient I'edre E fixe, le lieu des
points P réciproques de E est un plan (bisérie linéaire de points).
et réciproquement, si I'on maintient fixe le point £, le lieu des
edres & réciproques de P est une gerbe (bisérie linéaire
d’edres).

Dans les géométries dont le caractere est gradratique, la rela-
tion de réciprocité contient une constante arbitraire, que nous
désignerons sous le nom d'indice de réciprocité; ainsi, par
exemple, en géométrie réglée, deux regles K et R’ sont réci-
proques, lorsqu’elles satisfont & la reiation :

h tang o» = ¢,

' La cote n’est pas un parametre de grandeur, car elle ne correspond a
aucune grandeur de la figure méme a laquelle elle est associée. C’est pour-
quoi les figures-cotées font partie des figures-position.

* Cette terminologie différe en quelques points de celle que j’avais
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h et o définissant I’ intervalle » des deux régles (A —1leur plus
" courte distance et » leur angle), et ¢ étant une constante donnée.
Nous dirons alors que les régles R et R’ sont réciproques pour
Uindice ¢, et 'on voit que si I'on maintient fixe la regle R, par
exemple, le lieu des regles R, réciproques de £ pour I'indice ¢,
est bien une polysérie linéaire (complexe linéaire). Lorsque
Iindice ¢ est nul, il n’est pas nécessaire de le mentionner, et
comme dans ce cas la plus courte distance A est nulle, on voit
que: deux régles sont réciproques pour I'indice zéro, lorsqu’elles
se rencontrent; on peut donc dire que deux régles qui se ren-
contrent sont réciproques (sans mention d’indice).

Remarque. — Lorsque les deux figures réciproques sont de
méme nature, la géométrie qui en résulte sera dite unisexuelle ;
ainsi, la géométrie des régles est unisexuelle, parce que la figure
réciproque d’une regle est aussi une regle.

Au contraire, lorsque les deux figures réciproques sont de
nature différente, comme par exemple les points et monoédres
réciproques, la géométrie qui en résulte sera dite bisexwelle,
parce que toutes les formes d’'une pareille géométrie peuvent
étre considérées sous un double aspect (séries de points ou enve-
loppes de monoédres).

§ 1. — Les GEOMETRIES FONDAMENDALES DE L’ESPACE
A UNE DIMENSION.

Qu’est-ce que l'espace & une dimension? A premiere vue,.
¢’est simplement une série de points formant une ligne droite.
Mais cette définition est incompléte. -

Les espaces qui ont moins de trois dimensions n’ont pas
d’existence indépendante; ces espaces sont, au méme titre que
toutes les figures géométriques, des abstractions, des limitations
fictives de I’espace réel a trois dimensions. Un plan, par exemple,
~ est bien un espace & deux dimensions, mais il ne peut étre congu
sans l'espace tridimensionnel dans lequel il est plongé; il est
solidaire de ce dernier.

adoptée dans mon travail sur la Théorie géométrique du mouvement des
corps. Je me suis efforcé de la simplifier et de tenir compte des termino-
logies, employées par d’autres auteurs (R. S. Ball, C. Cailler, etc.).

ARcHIVES, Vol. 1. — Janvier-Février 1919, 3
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Il existe bien des milieux continus, & moins de trois dimen-
sions, qui jouissent d'une existence physique indépendante:
ainsi, le femps est un continu & une dimension, mais ce continu
n’est plus fait d’étendue, il est fait de durée. Entre le temps a
une dimension et I'espace & une dimension, il n'y a pas seule-
ment différence qualitative (durée et étendue); il y a différence
de structure, par le fait que le temps est un tout indépendant,
tandis qu'une ligne droite (espace & une dimension que nous
désignerons par S,) est solidaire de ’espace qui I’entoure. Dans
le champ de la durée on ne percoit qu'une suite d’époques,
tandis que la ligne droite S, peut étre considérée, soit comme
une série de points P, soit comme une série de monoédres F,
se croisant sur la droite S, et formant un faisceau, porté par
cette droite. Aussi, tandis que le temps ne connait qu'une seule
espéce de grandeur (la durée), I'espace & une dimension S, en
connait deux: la longueur, ou distance de deux points P et F’,
situés sur la droite S,, et I'angle diedre, ou grandeur angulaire,
comprise entre deux edres®, passant par la droite S, .

L’espace & une dimension contient-il sculement des gran-
deurs, ou bien contient-il aussi des formes géométriques; en
d’autres termes, existe-t-ill une véritable géométrie a4 une
dimension ?

A premiere vue, il semble que non, car les points P et les
edres £ ne peuvent se déplacer que d’'une seule maniére dans
’espace §,; ils ne peuvent donc pas engendrer une diversité
de formes dans cet espace; on ne peut donc parler ni de géo-
métrie ponctuelle, ni de géométrie tangentielle, dans I'espace
a une dimension. Mais l'espace S, ne contient pas seulement
des points P et des edres X; il contient aussi des boucliers
(PE), et méme une double infinité de boucliers, puisqu’on peut
associer un point quelconque P & un édre quelconque £ d'une

1 (Cest grace a lexistence de ces grandeurs spatiales a une dimension
que le phénoméne du mouvement se présente sous deux formes irréduc-
tibles 'une a 'autre. En effet, le temps, n’ayant qu’une dimension, ne
peut étre associé dans 'espace qu’a des grandeurs & une dimension ; il ya
donc deux espéces possibles de mouvement : le mouvement linéaire (obtenu
par association d’une longueur avec une durée) et le mouvement angulaire
(par association d’un angle diédre avec une durée).
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double infinité de manieres différentes. Le bouclier (PE) peut,
en effet, tourner et glisser sur la droite S,, d’'une maniére arbi-
traire, sans sortir de l’espace & une dimension:; il peut donc
engendrer dans cet espace des monoséries de différentes formes
(tout comme un point peut engendrer des lignes de diverses
formes dans un plan). _

1l existe donc, dans Uespace & une dimension, une géométrie
fondamentale & deuz parametres, géométrie dont I’élément spa-
tial primitif est le bouclier (une des sept figures fondamentales).
Exposons en quelques mots les éléments de cette nouvelle géo-
métrie. ‘

Géométrie des boucliers.

Soit S, la ligne droite représentant un espace 4 une dimen-
sion; soient (PE) et (P'E’) deux boucliers situés dans cet
espace (c’est-a-dire tels que leurs origines P et £’ soient situées
sur la droite 8, et que leurs feuilles £ et F’ passent par cette
droite) ; nous dirons que ces deux boucliers sont réciproques
pour Uindice c, lorsqu’ils satisfont & la relation :

h tang ? — (3)

h et o définissant '« intervalle » entre les deux boucliers
(h = distance des points-P et P’, et o -— angle des édres K
et L"), et ¢ désignant une constante donnée. Pour justifier cette
définition, il faut montrer que si 'on maintient fixe I'un des
boucliers, par exemple le bouclier (PE), le lieu des boucliers
(P'E’), réciproques de (PE) pour l'indice ¢, a les caractéres
d’une monosérie linéaire. |

Remarquons d’abord que si (PE) est le bouclier fixe, la posi-
tion du bouclier mobile (P’ E’) est déterminée univoquement
par ’équation (3); en effet, pour chaque valeur de 4, I'angle @
est déterminé & un multiple prés de 2=, et réciproquement, &
chaque valeur de o ne correspond qu'une valeur de h, déter-
minée en grandeur et en signe.

Remarquons ensuite que la présence d’une constante arbi-
traire ¢, dans la formule de réciprocité (3), montre que la
géométrie des boucliers dans Uespace S, est une géométrie de
caractere quadratique, analogue par conséquent & la géométrie
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des régles (ou a celle des feuillets) dans 1’espace a trois dimen-
sions (S;). C'est ce qui fait 'intérét de cette géométrie des
boucliers, car elle est, & ma connaissance, le premier exemple
d’une géométrie quadratique & deux paramétres; elle vient
ainsi compléter la série des géométries quadratiques, puisque
la géométrie des regles est & quatre paramétres, et celle des
feuillets, 4 six parameétres. On voit que toutes les géométries
quadratiques sont & un nombre pair de parameétres'.

On peut maintenant vérifier facilement que le lieu des bou-
cliers réciproques d’'un bouclier fixe (pour un indice donné ¢)
est bien une monosérie linéaire. Et d’abord, que ce lieu est bien
une monosérie, cela est évident, puisque 1’équation de récipro-
cité (3) établit une relation entre les deux coordonnées /2 et w
du bouclier mobile. Désignons par M la monosérie des bou-
cliers réciproques d’un bouclier fixe, pour I'indice @; cette mono-
série jouera, dans la géométrie des boucliers, le méme role que
le complexe linéaire, dans la géométrie réglée (puisque le com-
plexe linéaire estle lieu des régles réciproques d’une regle fixe,
pour un indice donné). Or, dans toute géométrie quadratique,
si # est le nombre de paramétres dont dépend I'élément spatial
de cette géométrie, la polysérie linéaire fondamentale dépend
de n — 1 parametres, et les éléments communs & # polyséries
linéaires sont au nombre de deuz. Dans I'espace S, , la géométrie
des boucliers est & deux parametres; on a donc ici: n = 2;
en d’autres termes, si la monosérie M est une monosérie liné-
aire, les boucliers communs & deux monoséries M doivent étre
au nombre de deux.

Or, c’est précisément ce qui a lieu. En effet, soient (P, E,) et
(P, E,) les boucliers fixes, qui sont respectivement réciproques
des deux monoséries données M, et M,, boucliers que 'on peut
appeler les boucliers centraux de ces monoséries®; et soient :

hl tang 032‘« =c

J g
i et ty tang 7 = ¢y,

! Pour étre tout a fait complet, il faudrait ajouter: « Dans les espaces
qui ont un nombre impair de dimensions » (comme S, et S,).

? Le bouclier central d’une monosérie M ne fait pas partie de cette
monesérie, car pour k — 0, Pangle » n’est pas nul.
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les équations de ces monoséries, par rapport a leur bouclier
central. Rapportons la seconde de ces équations au bouclier
central de la premiére monosérie, au moyen des formules de
transformation : '

by = 1h, + h et w, = w, + o,

(hret o étant le glissement et la rotation qui séparent les deux
boucliers centraux). Les équations des deux monoséries, rap-
portées au méme houclier (£, F,) sont alors :

h, tang L%l o i et (h, + h) tang Tl CL (4)
Les racines de ces équations, par rapport aux variables &, et
w,, seront les coordonnées des boucliers communs aux deux

s s . sy . . [43]
monoséries. Or, si on élimine la variable tang ?‘ , entre ces deux

équations, il reste une équation du second degré en A, ; et
puisqu’a . toute valeur de %, ne correspond qu’une valeur de

[ . . 3 ~
tang 71 , on voit que les deux monoséries M, et M, ont toujours

deuz, et seulement deux, boucliers communs. C. q. f. d.

On peut voir d’une autre maniére que la monosérie M. est
une monosérie linéaire: il suffit de remarquer que dans toute
géométrie quadratique, la monosérie linéaire est complétement
déterminée par 3 éléments'; ainsi, par exemple, trois régles
déterminent un hyperboloide réglé (monosérie linéaire de
regles), trois feuillets déterminent une monosérie linéaire de
feuillets. Done, dans D’espace S,, trois boucliers doivent déter-
miner complétement la monosérie M.

C’est en effet ce qui a lieu; en effet, en développant la seconde
des équations (4), qui représente ’équation d’une monosérie M
rapportée a4 un houclier fixe quelconque, pris comme origine des
coordonnées courantes %, et @,, on obtient une équation de la
forme:

h, tang%‘-— + Ah, + Ba,’(zmg%1 + =10,

! Plus généralement, on peut dire que, dans toute géométrie de degré
m, la monosérie linéaire est déterminée par m - 1 éléments; la bisérie

linéaire, par m -+ 2 éléments ; la trisérie linéaire, par m -+ 2 éléments;
ete.
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ou A, B, (! désignent des constantes. On pourra donc choisir
ces trois constantes de maniere a faire passer la monosérie par
trois boucliers donnés; et il n'y a qu'une solution, puisque ces
constantes ne figurent qu’au premier degré dans I’équation. En
d’autres termes : par trois boucliers donnés arbitrairement, dans
Uespace S, , on peut toujours faire passer une monosérie M, et
on wen peut faire passer, en général, qu’une seule.

En résumé, le lieu des boucliers réciproques d un bouclier fixe,
pour wun indice donné c, est bien une monosérie linéaire. Lorsque
I'indice ¢ est nul, I'équation de la monosérie linéaire se réduit a

h.tang %i =0,

et la monosérie sera dite spéciale. Elle se déecompose alors (autour
de la droite S,) en un faisceau de boucliers ayant une origine
P commune, et en une file de boucliers ayant une feuille &
commune. On voit done que deux boucliers sont réciproques
pour l'indice zéro, ou plus simplement (sans mention d’indice):
deux boucliers sont réciproques lorsqu’on peut passer de U'un &
Cautre par une simple rotation (w), ou par un simple glissement
(h), le long de Vaxe S,. Ou encore: dewx boucliers sont récipro-
ques, dans Uespace S,, lorsqu’ils ont une origine commune (et
des feuilles diftérentes), ou une feuille commune (et des origines
différentes). '

Signalons encore quelques-unes des analogies qui existent
entre les trois géométries quadratiques de I'espace euclidien
(boucliers, regles, feuillets) :

Dans 'espace S,, deux monoséries linéaires ont en commun
deux boucliers; dans l'espace S,, quatre complexes linéaires ont
en commun deux régles, et six monoséries linéaires de feuillets
ont en commun deux feuillets.

Dans V'espace S,, deux boucliers sont réciproques lorsqu’ils
ont méme origine, ou méme feuille (¢’est-a-dire lorsque 2 =0,
ou » = 0); dans I'espace S, deux régles sont réciproques lors-
qu’elles se rencontrent, ou sont paralléles (c’est-a-dire lorsque
h =0, ou o = 0), et deux feuillets sont réciproques lorsqu’on
peut passer de 'un a 'autre par une simple rotation, ou par
un simple glissement (¢’est-a-dire lorsque A = 0, ou @ = 0).
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Dans T'espace S,; la bisérie linéaire de feuillets et la mono-
série linéaire de 1régles (hyperboloide réglé) sont susceptibles
d’'une double génération. L’hyperboloide réglé, par exemple,
peut étre considéré, de deux manieres différentes, comme une
monosérie linéaire de régles;en outre, ces deux monoséries sont
réciproques I'une de Pautre, ¢’est-a-dire que chaque régle d’une
des monoséries est réciproque de chaque régle de autre (puis-
que toute génératrice du premier systéme rencontre toutes les
génératrices du second, et réciproquement). Dans I'espace S, ,
la géométrie des boucliers offre un phénomeéne analogue: un
couple de points, P et P! associé & un couple de monoédres; &
et £', peut étre considéré de deux manieéres différentes comme
un couple de boucliers?; on peut le considérer comme le couple
PE et P'E', ou bien comme le couple PE' et P'E, et les bou-
cliers du premier systéme sont bien réciproques des boucliers
du second, car le bouclier PE, par exemple, est réciproque des
boucliers PE" et P'E (puisque les boucliers PE et PE" ont une
origine P commune, et que les boucliers PE et P'E ont une
feuille £ commune).

On pourrait trouver encore beaucoup d’autres analogies entre
la géométrie des boucliers dans I'espace S, et les autres géomé-
tries quadratiques.

Nous nous bornerons & mentionner la suivante, a cause de sa
portée générale: a toute géométrie quadratique a n parametres
correspond une géométrie linéaire a n - 1 paramétres, obtenue
en ajoutant une cote a I'’élément spatial qui sert de point de
départ (régle ou feuillet); il suffit, pour passer de la géométrie
quadratique & la géométrie linéaire correspondante, de rem-
placer I'indice de réciprocité par la somme des cotes des deux
éléments réciproques. C’est ainsi que pour passer, par exemple,
de la géométrie quadratique des régles a la géométrie linéaire
des regles-cotées?, 11 suffit de remplacer, dans la relation de

réciprocité
h tang v = ¢,

' Dans les géométries quadratiques, le couple d’éléments (boucliers,
régles ou feuillets) doit étre considéré comme la série linéaire d’ordre zéro
de multiplicité,

2 Une régle cotée est identique, au point de vue géométrique, & ce que
R. 8. Barw appelle une vis (voir Theory of Screws, de cet auteur).
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I'indice ¢ par la somme des cotes r et ' des régles-cotées réei-
proques R (7) ct R'(r'), ce qui donne :

htang o = r + r',

De méme, dans I'espace S, il existe, outre la géométrie qua-
dratique des boucliers, une géométrie linéaire de boucliers cotés,
qui sera & trois paramétres, puisque celle des boucliers non
cotés est & deux parameétres. On arrive ainsi a cette constatation
assez curieuse que l'espace & une dimension S, est le siege de
géométries fondamentales, non seulement & dewx, mais encore
a frois parametres. Ce fait n’a du reste rien d’anormal, puisque
nous avons déja constaté I'existence d’une géométrie fondamen-
tale a 3 parametres dans 'espace & deux dimensions (géométrie
des fleches), ainsi, que de géométries fondamentales & 6, et
méme a 7, parametres dans ’espaee & trois dimensions (géomé-
trie des feuillets). Il ne sera pas inutile d’exposer ici les éléments
de la géométrie des boucliers cotés, dans P'espace S,.

Géométrie des boucliers cotés.

Un bouclier coté B(b) est une figure composée d’'un bouclier
B auquel on a associé une cote b. Pour qu’un tel bouclier fasse
partie de I'espace & une dimension S,, il faut et il suffit que son
origine P soit située sur la droite S, et que sa feuille I passe
par cette droite. Bien entendu, les deux faces de cette feuille
- constituent des edres distincts, différenciés par les signes -+ et
—. L'individualité d’un bouclier coté B()) dans l'espace 8§,
dépend de trois parameétres: 2 coordonnées 2 et  pour définir
la position du bouclier B (par rapport a un bouclier fixe B,
pris comme origine) et une quantité b pour servir de cote au
bouclier B.

Boucliers-cotés réciproques. — Soient B(b) et B'(b') deux
boucliers-cotés de I'espace S, ; h et o le glissement et la rotation
qui permettent d’amener B en coincidence avec B'. Nous dirons
que ces deux boucliers-cotés sont réciproques, lorsqi’ils satisfont
a la relation :

h t(mg%)— = b+ b, ()

Si le bouclier B(b)est maintenu fixe, le lieu des boucliers
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B (b') réciproques de B(b) sera une bisérie, puisque I'équation
(5) établit une relation entre les trois parameétres variables 7,
o et b'. En outre, d’aprés ce que nous avons dit plus haut, la
géométrie des boucliers cotés, dans 'espace §,, sera une géomé-
trie de caractére lindaire (dérivée de la géométrie quadratique
des boucliers non cotés), et la bisérie représentée par 1’équation
(5) sera la bisérie linéaire, ¢’est-a-dire la forme fondamentale de
cette géométrie. Nous donnerons i cette bisérie linéaire le nom
de bifaisceau. X

Il est & remarquer que tous les boucliers de 1’espace S, font
partie de ce bifaisceau, car les paramétres & et @ peuvent pren-
dre toutes les valeurs possibles ; mais dés que % et w sont donnés,
c’est-a-dire dés que la position du bouclier B' est donnée,
I’équation (5) détermine univoquement la cote b! qui doit étre
assignée & ce bouclier, pour qu’il fasse partie du bifaisceau
(puisque la cote b du bouclier fixe B(b) est donnée).

Réciproquement, si 'on se donne une cote b', 'équation (5)
représentera une monosérie de boucliers définie par I’équation:

h tang i?u— == 0 4

¢ étant une constante, puisque les cotes b et b' sont alors toutes
deux données. Cette équation représente une monosérie linéaire
de boucliers B', puisque cette équation est la méme que la
relation (3) qui nous a servi a définir le lieu des boucliers B*
réciproques de B pour lindice ¢. D’oll le théoreme : dans tout
bifaisceaw de boucliers-cotés B'(b'), Uensemble des boucliers qui
sont affectés d’'une méme cole b' est wune monosérie linéaire de
boucliers® (non ecotés) B.

Ce théoréme correspond dans les autres géométries quadra-
tiques & des théoremes analogues: par exemple, dans la géomé-
trie des regles-cotées, «’ensemble des reglesd’un tétrafaisceau,
qui ont une cote donnée, forme un complexe linéaire (trisérie

! En particulier, dans tout bifaisceau le lieu des boucliers de cote nulle:
est une monosérie linéaire de boucliers (non cotés). Nous constatons donc
ici de nouveau, ce que nous avons constaté dans les autres géométries
quadratiques, & savoir qu’une figure non cotée est équivalente & une
figure cotée dont la cote est nulle.
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lindaire de régles, non cotées)»; ou encore, dans la géométrie
des feuillets cotés, « I’ensemble des feuillets d’une hexacouronne,
qui ont une cote donnée, forme une pentasérie linéaire de
feuillets (non cotés). Plus généralement, dans toute géométrie
cotée, I'ensemble des figures, qui ont une cote donnée et qui
font partie d'une polysérie linéaire d'ordre » de multiplicité,
forme une polysérie linéaire d’ordre » — I de la méme figure
(non cotée). Ainsi toute polysérie linéaire cotée, d’ordre », peut
étre considérée comme formée par I'assemblage d’une infinité
de polyséries linéaires non cotées, d’ordre n — 1, obtenue en
donnant & la cote successivement toutes les valeurs possibles,
depuis — w jusqu'a + oo. Comme la géométrie non cotée est
quadratique, tandis que la géométrie cotée correspondante est
linéaire, on peut considérer toutes les géométries quadratiques
comme des géométries incompletes, dont les formes ne sont que
des parties des formes complétes qui sont réalisées dans les
géométries lindaires correspondantes, cest-a-dire dans les
géométries cotées.

Le caractére linéaire de la géométrie des boucliers cotés nous
permet d’énoncer, sans autre, les théorémes suivants, que ’on
démontrerait d’ailleurs facilement :

1. Dans Uespace S,, trois bifaisceaux ont towjours un bouclier-

_coté commun, et w'en ont en général qu'un seul.

2. Par trois boucliers-cotés, situés d’une manicre arbitraire
dans Uespace S, , on peut toujours faire passer un bifaisceau, et
on n'en peut faire passer, en général, qu'un seul'.

Deux bifaisceaux ont en commun une infinité de boucliers-
cotés, formant une monosérie linéaire, a laquelle nous donnerons
le nom de monofaiscean. On a donc encore les théorémes
suivants :

8. L’intersection de dewx bifaisceaux est un monofaisceau.

4. Par deux boucliers cotés, situés d’une maniére quelconque
dans Uespace S,, on peut toujours faire passer un monofaisceau,
et on w'en peut faire passer qiuun seul®.

1 11 résulte de ce théoréme, que dans 'espace S,, il existe un bouclier-
coté réciproque de trois boucliers-cotés donnés, et il n’en existe, en général,
qu’un seul. :

? Le monofaisceau de boucliers-cotés n’est qu’un cas particulier de la
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Soient B(b) et B'(b') deux boucliers donnés et soit M le mono-
faisceau passant par ces deux boucliers. Construisons le bi-
faisceau réciproque du bouclier B(b), ainsi que le bifaisceau
réciproque du bouclier B'(b'); ces deux bifaisceaux se coupent
suivant un monofaisceau N. Nous allons démontrer que les
monofaisceaux M et N sont réciproques Uun de Uautre, ¢ est-a-
dire que tout bouclier-coté appartenant a 'un de ces monofais-
ceaux est réciproque de tout bouclier-coté appartenant a I'autre
monofaisceau. En effet, d’apres la construction du monofaisceau
N, tout bouclier-coté appartenant & N est réciproque des bou-
cliers B(b) et B'(b'); si donc on prend deux boucliers quelcon-
ques dans N, le monofaisceau réciproque de ces deux boucliers
contiendra B(b) et B'(b*); ce monofaisceau réciproque coinci-
dera donc avec M (puisqu’il n’existe qu'un monofaisceau conte-
nant deux boucliers donnés). Réciproquement, si I'on prend
deux boucliers quelconques dans M, le monofaisceau réciproque
de ces deux boucliers coincidera avec N.

Pour construire le monofaisceau N réciproque d’un monofais-
ceau donné M, on remarque d’abord que dans tout monofaiscean
il existe deux boucliers-cotés, qui ont une cote donnée'; ensuite
que deux boucliers-cotés sont réciproques st les mémes boucliers,

monocouronne de feuillets-cotés. Ce cas est celui ot la hampe du feuillet
coincide avec axe S, de la monocouronne. On peut donc construire le
monofaisceau passant par 2 boucliers-cotés, comme on construit une mono-
couronne passant par 2 feuillets cotés : soient B(D) et B'(b") les deux
boucliers cotés, donnés dans ’espace St ; soit R une régle quelconque nor-
male & ’axe S, ; on construit le bouclier Bo symétrique de B par rapport
a la régle R ; ce bouclier Bo est alors aussi symétrique de B' par rapport
a une certaine régle R', qui est aussi normale & ’axe S| ; on assigne anx
régles R et R' des cotes r et 71, respectivement égales & la moitié des cotes
b et b'; les denx régles-cotées. R (r) et R'(r') déterminent alors un mono-
faisceau de régles-cotées (conoide de Pliicker), ayant pour axe laxe Si;
on construit tous les boucliers symétriques du bouclier fixe Bo, par rap-
port aux différentes génératrices de ce conoide ; enfin, on assigne a chacun
de ces boucliers une cote égale au double de celle de la génératrice corres-
pondante du conoide. Les boucliers-cotés, ainsi construits, constituent le
monofaisceau passant par les deux boucliers donnés B (D) et B'(b?).

! Cette propriété se retrouve dans toutes les géométries cotées; ainsi,
dans le monofaisceau de régles-cotées, il existe deux régles ayant une cote
donnée ; dans la monocouronne de feuillets cotés, il existe deux feuillets
ayant une cote donnée,
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non cotés, sont réciproques (c’est-a-dire si h =0, ou @ = 0) et
st la somme de leurs cotes est nulle (car alorsla relation de réci-
procité htang (7) =0b 4+ b'se réduit & 0 =0)*. On a donc la
construction suivante: Pour construire le monofaisceau N réci-
proque d’'un monofaisceau donné M, on prend dans 3 deux
boucliers PE et P'E' de méme cote (b); en intervertissant les
origines P et P!, ainsi que les feuilles /£ et E' de ces boucliers,
on obtient deux nouveaux boucliers PE*' et P'E qui, d’apres les
remarques précédentes, seront réciproques des deux premiers,
pourvu qu’on leur donne une cote égale et de signe contraire
(— 0). Les boucliers PE' et P'E, affectés de la cote (— b), font
partie du monofaisceau réciproque N (puisqu’ils sont récipro-
ques de deux boucliers-cotés appartenant a M). En faisant
varier la cote 0, on pourra construire tout le monofaisceau N.

Les deux monofaisceaux réciproques M et N sont intimement
unis 'un & Pautre, puisqu’ils se composent chacun d'une famille
de boucliers accouplés deux & deux par une cote commune, de
telle facon que chaque couple de cote b dans M est composé de
boucliers ayant les mémes origines et les mémes feuilles que
ceux du couple de méme cote dans N ; les origines et les feuilles
du couple sont seulement interverties, et le signe de la cote est
changé?®.

Correspondance entre les espaces a une et a deux dimensions,
— Il existe deux sortes d’espaces & deux dimensions: ’espace
plan, formé des points et des régles situés dans un méme plan,
et 'espace angulaire, formé des régles et des edres attachés &
un méme point-centre. Or,il y a autant de boucliers-cotés, dans
I’espace & une dimension, que de fleches dans I'espace plan, ou
de drapeaux dans I’espace angulaire; et comme les trois géomé-

U Cette propriété se retrouve aussi dans toutes les géométries cotées :
ainsi, par exemple, deux régles-cotées sont réciproques lorsque ces régles
se rencontrent (b — 0 ou w = 0) et que la somme de leurs cotes est nulle.

? Cette construction des monofaisceaux réciproques est & rapprocher de
celle des bifaisceaux réciproques dans la géométrie des régles-cotées: on
sait que les régles d’un Dbifaisceau, qui ont une méme cote r, forment un
hyperboloide (monosérie linéaire), dont le second systéme de génératrices
(systéme réciproque) appartient au bifaisceau complémentaire, & condition
de donner & ces génératrices une cote égale et de signe contraire (— 7).
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tries, correspondant & ces trois éléments, sont toutes trois
linéaires et unisexuelles, on peut établir entre elles une corres-
pondance parfaite: au bouclier-coté attaché a la droite S,, on
fera correspondre une fleche attachée au plan §,, ou un drapeau
attaché au pivot S,'. A deux boucliers-cotés réciproques, cor-
respondront deux fleches réciproques (fléches contraires dans le
plan §,), ou deux drapeaux réciproques (drapeaux réflexes
attachés au pivot S,'). Au monofaisceau de boucliers-cotés, cor-
respondra la couronne de fieches, ou la couronne de drapeaux;
aux monofaisceaux réciproques, correspondront les couronnes
réciproques (couronnes contraires, de fleches, ou couronnes ré-
flexes, de drapeaux). Au bifaisceau de boucliers-cotés, corres-
pondra le coronoide de fleches, ou de drapeaux. Etc., ete.

Correspondance entre les espaces a une et a trois dimensions.
— Il y a autant de boucliers-cotés dans ’espace d une dimension
S, que de points ou d’édres dans I'espace a trois dimensions S,.
On peut done faire correspondre a tout bouclier coté de I'espace
S, un point, ou un edre, de 1’espace S, ; et comme la géométrie
des boucliers-cotés est linéaire, on pourra la faire correspondre
a la géométrie des points et des édres, dans I'espace §,. La seule
différence est que la premiére de ces géométries est unisexuelle,
tandis que la seconde est bisexuelle, ¢’est-a-dire que le bouclier-
coté de l'espace S, correspondra, dans V'espace S,, tantot & un
point, tantot & un edre.

Ainsi, par exemple, & deux boucliers-cotés réciproques corres-
pondront un point et un édre réciproques (c’est-a-dire, un point
et un edre passsant par ce point).

A un bouclier-coté et & son bifaisceau réciproque, Lorrespon—
dront dans I’espace S,: ou bien, un point et la bisérie des édres
passant par ce point; ou bien, un édre et la bisérie des points
situés dans le plan de cet eédre.

A deux monofaisceaux réciproques, correspondra, dans l'es-
pace S,, une ligne droite considérée sous ses deux aspects:
monosérie de points ou faisceau d’edres. Etc., etc. ‘

Résumé.

En résumé, I'espace & une dimension contient trois figures
fondamentales : le point, Pédre et le bouclier.
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Le point et 'édre ne donnent naissance & aucune géométrie
digne de ce nom, parce qu’il n’existe pas de géométries a un
seul parametre.

L’espace 4 une dimension ne donne donc lien qu’a deux
géométries fondamentales:

1. La géométrie des boucliers, qui est une géométrie uni-
sexuelle, & deux parametres et de caractere quadratique. Cette
géométrie est basée sur la relation de réciprocité:

l w
v tang 5: ¢,

avec, comme cas particulier :
. (]
h tang — =0,
22

Les formes fondamentales de cette géométrie sont: le couple
de boucliers et la monosérie linéaire (déterminée par 3 boucliers),
avec, comme cas particulier la monosérie linéaire spéciale.

2. La géométrie des boucliers cotés, qui est une géométrie
unisexuelle, & trois parameétres et de caractére linéaire. Cette
géométrie est basée sur la relation de réciprocité:

h tang %: h 4+ b1,

et ses formes fondamentales sont: le monofaisceau (déterminé
par 2 boucliers cotés) et le bifaisceau (déterminé par 3 boucliers
cotés).

On pourrait imaginer, dans I'espace §,, des géométries & plus
de 3 paramétres ; ainsi, par exemple, on pourrait prendre,
comme élément spatial de cet espace, un monofaisceau, en consi-
dérant ce monofaisceau, non plus comme une monosérie, mais
comme un tout indivisible; on obtiendrait ainsi une géométrie
a 4 parametres de I’espace §,, qui correspondrait & la géométrie
réglée de I'espace S,. Mais une telle géométrie ne serait plus
une géométrie fondamentale, puisque son élément spatial ne
ferait plus partie des sept figures fondamentales de I’espace
euclidien.

Remarque. — Un bouclier mobile dans I'espace & une dimen-
sion S, est équivalent & un corps solide quelconque libre de
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tourner ou de glisser sur la droite fixe S,; en d’autres termes,
si 'on dépouille ce corps solide de sa forme et de sa grandeur,
il ne reste plus qu'un bouclier mobile dans I'espace S,. Ainsi un
corps solide, mobile dans 'espace a une dimension peut occuper,
dans cet espace une double infinité de positions différentes. (On
sait d’ailleurs qu'un corps solide peut occuper « ? positions dif-
férentes dans ’espace & deux dimensions, et oo ® positions diffé-
rentes dans I’espace & trois dimensions, car ce corps est équiva-
lent dans le premier cas, & une fleche mobile dans un plan, ou
a un drapeau mobile autour d’un pivot, et, dans le second cas,
a un feuillet mobile dans I’espace).

Etant donnés deux corps solides égaux, dans l'espace & trois
dimensions, on sait que ’'on peut amener le premier en coinci-
dence avec le second par une rotation et un glissement sur une
certaine droite S,, d’ailleurs unique. Ce théoréme peut mainte-
nant s’énoncer d’une facon plus simple et plus rationnelle, de
la facon suivante : de méme que par deux points quelconques
on peut toujours faire passer une ligne droite, et une seule, de
meme par deux positions quelconques d'un corps solide, on peut
faire passer un espace a une dimension S, , et on n’en peut faire
passer qu’un seul. (4 suivre.)
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