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LES GEOMETRIES FONDAMENTALES

Uli

L'ESPACE EUGL1DIEN
PAR

Itene de SAUSSUISE

Preliminaires.

Le but de cet article est: 1° de signaler l'existence, dans l'es-

pace ä une dimension, de geometries fondamentales ä deux et

meme ä trois parametres; 2° d'etablir une classification ration-
nelle de toutes les geometries fondamentales, anciennes et re-
centes, en tächant d'en unifier la terminologie.

La seule realite spatiale est l'espace physique a trois dimensions.

Les espaces dits «ä plus de trois dimensions » sont de

simples conceptions de notre esprit, ne correspondant ä aucune
realite physique, car l'essence meme de l'espace est d'avoir trois
dimensions. Notre classification ne comprendra que les geometries

relatives ä l'espace reel considere sous sa forme tradition-
nelle (espace euclidien).

Definitions.

Dans un article precedent1 nous avons constate qu'il existe

sept figures geometriques, et seulement sept, qui sont de simples
« positions », c'est-a-dire qui ne contiennent aucun parametre
de grandeur.

Ces figures sont:
1. he point. Un point est une simple position; il n'a pas de

1 Voir Rene de Saussdee, La geometric des feuillets, Arch. 1906.



30 GEOMETRIES DE L'ESPACE EUCLIDIEN

grandeur et il peut tourner sur lui-meme, d'une faqon quel-
conque, sans cesser d'etre le meme point.

2. La regie, ou ligne droite indefinie, consideree comrne
element spatial, comme tout indivisible (et non pas comme serie
de points). Une regie est une simple position; elle ne contient
pas de grandeur et elle peut glisser ou tourner sur elle-meme

sans cesser pour cela d'etre la meme rbgle.
3. L'edre, ou monoedre, c'est-ä-dire un plan indefini, considere

comme element spatial, comme tout indivisible (et non pas
comme surface de points). Un edre est une simple position; il
ne contient pas de grandeur et il peut glisser sur lui-meme,
d'une faqon quelconque, sans cesser d'etre le meme edre.

4. La fleche, ou figure (PR) formee par un point P attache1

ä une regle B. Le point P est Vorigine de la fleche; la regle R
en est la hampe et cette hampe est afiectee d'un sens positif
(indique par la pointe de la fleche). Une fleche est une simple
position; elle ne contient pas de grandeur, et eile peut tourner
autour de sa hampe sans cesser d'etre la meme fleche.

5. Le bouclier, ou figure (PE) formee par un point B attache
ä un edre E. Le point P est Yorigine du bouclier; l'edre E en
est la feuille et les deux faces de cette feuille sont affectees res-
pectivement des signes -+- et —.La normale en Pä l'edreE est

Yaxe du bouclier. Un bouclier est une simple position; il ne
contient pas de grandeur, et il peut tourner autour de son axe
sans cesser d'etre le meme bouclier.

6. Le drapeau, ou figure (RE) formee par une regle R attaches

ä un edre E (c'est-a-dire que la regle R est une droite
marquee dans le plan de l'edre E). La regle R affectee d'un

sens, est la hampe du drapeau; l'edre E, qui a une face positive
et une negative, en est la feuille. Un drapeau est une simple
position ; il ne contient aucune grandeur et il peut glisser pa-
rallelement ä sa hampe sans cesser d'etre le meme drapeau.

7. Le feuillet, ou figure (PRE) formee par un point P attache
ä une regle R, laquelle est elle-meme attachee ä un edre E. Le

point Pest Yorigine, la regle R la hampe, et l'edre Pia feuille
du feuillet (PRE); la hampe a un sens determine (par une

1 Dire qu'un point est « attache » ä une figure signifie que ce point est

un point marque sur la dite figure.
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pointe de fieche) et les deux faces de la feuille sont distinguees

par les signes + et —. Un feuillet est une simple position; il
ne contient aucune grandeur et il ne peut pas glisser sur lui-
meme. II en resulte que si Ton attache un corps solide quel-
conque Ca un feuillet (PRE), la position de ce feuillet deter-
minera completement celle du corps (J. Les systemes de corps
solides invariables sont done reductibles aux systemes de feuil-
lets, on, si l'on veut, le feuillet est ce qui reste d'un corps solide

lorsque celui-ci a ete depouille de sa forme et de sa grandeur.
En resume, des sept figures-position fondamentales trois

sont des elements simples (point, regie, edre), trois sont des

elements doubles (fieche, bouclier, drapeau), et une est un
element triple (feuillet).

Comme consequence de la terminologie que nous avons
adoptee, les mots droite et plan reprennent leur sens primitif
(sens d'Euclide); ce ne sont plus des elements spatiaux (ceux-ci
etant designes desormais par les vocables point, regle et edre),

ce sont des « espaces » respectivement ä une et ä deux dimensions;

en d'autres termes, le mot « droite» redevient synonyme
de « ligne droite » (espace ä une dimension), et le mot « plan »

redevient synonyme de « surface plane » (espace ä deux dimensions).

II est done indique de completer notre terminologie en

adoptant un nouveau terme pour differencier le « point»
ordinaire (element de position), du « point», considere comme centre
d'une gerbe de regies et d'edres (espace angulaire ä deux

dimensions). que nous designerons sous le nom point-centre ou

pivot.
Rappelons encore que nous avons adopte le terme de polyserie

pour designer une serie continue de figures egales (ou tout au
moins de meme espece) en nombre multiplement infini; ainsi:

Une monoserie est une serie d'elemcnts eu uombre cc

biserie » » » co1,

» triserie » » » <» 3,

» tetraserie » » » oo *,

etc. etc.

Par exemple, une ligne (ponctuee) est une monoserie de

points, une surface (ponctuee) est une biserie de points, une
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surface reglee est une monoserie de regies, uncomplexe est une
triserie reglee, etc., etc.

Enfin, pour unifier autant que possible la terminologie des

differentes geometries fondamentales nous adopterons encore
les definitions suivantes:

deux figures seront dites inverses lorsqu'elles sont syme-
triques l'une de l'autre par rapport ä un point;

deux figures seront dites reflexes lorsqu'elles sont synie-
triques l'une de l'autre par rapport ä un edre;

deux figures seront dites contraires lorsqu'elles sont syme-
triques l'une de l'autre par rapport ä une regie;

une figure cotee est une figure ä laquelle on a associe une

quantite constante (appelee cote de la figure ');
deux figures seront dites reciproques l'une de l'autre, lorsque

l'une d'elles etant maintenue fixe, l'autre decrit. grace ä cette

reciprocite, une polyserie lineaire2.
La relation qui exprime la reciprocite de deux figures varie

naturellement avec les figures considerees. Ainsi, par exemple,
un point Pet un edre E sont reciproques, lorsqu'ils satisfont
a la relation :

d o

d etant l'intervallo, ou la distance, compris entre le point P

et l'edi^P; en effet, si Ton maintient l'edre E fixe, le lieu des

points P reciproques de Pest un plan (biserie lineaire de points),
et reciproquement, si l'on maintient fixe le point P, le lieu des

edres E reciproques de P est une gerbe (biserie lineaire
d'edres).

Dans les geometries dont le caractere est qnadratique, la relation

de reciprocite contient une constante arbitraire, que nous
designerons sous le nom A!indice de reciprocite; ainsi, par
exemple, en geometrie reglee, deux regies R et R' sont

reciproques, lorsqu'elles satisfont ä la relation :

h tanx '•> — r,

1 La cote n'est pas un parametre de grandeur, car eile tie correspond ä

nucune grandeur de la figure meme ä laquelle elle est associee. C'est pour-
quoi les figures-cotees font partie des figures-position.

- Cette terminologie differe en quelques points de eel le que j'avais
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hetw definissant 1'« intervalle » des deux regies (h leur plus
courte distance et w leur angle), et c etant une constante donnee.

Nous dirons alors que les regies R et R' sont reciproques pour
l'indice c, et 1'on voit que si Ton maintient fixe la regle R, par
exemple, le lieu des regies R', reciproques de R pour l'indice c,

est bien une polyserie lineaire (complexe lineaire). Lorsque
l'indice c est nul, il n'est pas necessaire de le mentionner, et

comme dans ce cas la plus courte distance h est nulle, on voit
que: deux regies sont reciproques pour l'indice zero, lorsqu'elles
se rencontrent; on peut done dire que deux regies qui se ren-
contrent sont reciproques (sans mention d'indice).

Remarque. — Lorsque les deux figures reciproques sont de

meme nature, la geometrie qui en resulte sera dite unisexuelle;
ainsi, la geometrie des regies est unisexuelle, parceque la figure
reciproque d'une regie est aussi une regie.

Au contraire, lorsque les deux figures reciproques sont de

nature differente, comme par exemple les points et monoedres

reciproques, la geometrie qui en resulte sera dite bisexuelle,

parce que toutes les formes d'une pareille geometrie peuvent
etre considerees sous un double aspect (series de points ou enve-
loppes de monoedres).

§ 1. — Les geometries fokdamendai.es de l'espace
A UNE DIMENSION.

Qu'est-ce que l'espace ä une dimension? A premiere vue,
e'est simplement une serie de points formant une ligne droite.
Mais cette definition est incomplete.

Les espaces qui ont moins de trois dimensions n'ont pas
d'existence independante; ces espaces sont, au meme titre que
toutes les figures geometriques, des abstractions, des limitations
fictives de l'espace reel ä trois dimensions. Un plan, par exemple,
est bien un espace ä deux dimensions, mais il ne peut etre conqu
sans l'espace tridimensionnel dans lequel il est plonge; il est
solidaire de ce dernier.

adoptee dans mon travail sur la Theorie geometrique du mouvement des

corps. Je me suis efforce de la simplifier et de tenir compte des terminologies,

employees par d'autres auteurs (R. S. Ball, C. Cailler, etc.).

Archives, Vol. 1. — Janvier-Fevrier 1919. 3
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II existe bien des milieux Continus, ä moins de trois dimensions,

qui jouissent d'une existence physique independante:
ainsi, le temps est un continu ä une dimension, mais ce continu
n'est plus fait d'etendue, il est fait de duree. Entre le temps ä

une dimension et l'espace ä une dimension, il n'y a pas seule-

ment difference qualitative, (duree et etendue); il y a difference
de structure, par le fait que le temps est un tout independant,
tandis qu'une ligne droite (espace k une dimension que nous

designerons par St) est solidaire de l'espace qui l'entoure. Dans
le champ de la duree on ne perqoit qu'une suite d'epoques,
tandis que la ligne droite Si peut etre consideree, soit comme

une serie de points P, soit comme une serie de monoedres E,
se croisant sur la droite et formant un faisceau, porte par
cette droite. Aussi, tandis que le temps ne connalt qu'une seule

espece de grandeur (la duree), l'espace ä une dimension S, en

connalt deux: la longueur, ou distance de deux points P et P,
situes sur la droite St, et Yangle diedre, ou grandeur angulaire,
comprise entre deux edres \ passant par la droite

L'espace ä une dimension contient-il seulement des

grandeurs, ou bien contient-il aussi des formes geometriques; en
d'autres termes, existe-t-il une veritable geometrie ä une
dimension

A premiere vue, il semble que non, car les points P et les

edres E ne peuvent se deplacer que d'une seule maniöre dans

l'espace St; ils ne peuvent done pas engendrer une diversite
de formes dans cet espace; on ne peut done parier ni de
geometrie ponctuelle, ni de geometrie tangentielle, dans l'espace
ä une dimension. Mais l'espace St ne contient pas seulement
des points P et des edres E; il contient aussi des boucliers

(PE), et meme une double infinite de boucliers, puisqu'on peut
associer un point quelconque P ä un edre quelconque E d'une

1 C'est grace ä l'existenee de ces grandeurs spatiales ä une dimension

que le phenomene du mouvement se presente sous deux formes irreduc-
tibles l'une ä 1'autre. En effet, le temps, n'ayant qu'une dimension, ne

peut etre associe dans l'espace qu'ä des grandeurs ä une dimension ; il y a

done deux especes possibles de mouvement: le mouvement lineaire (obtenu
par association d'une longueur avec une duree) etle mouvement angulaire
(par association d'un angle diedre avec une duree).
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double infinite de manieres differentes. Le bouclier (PE) peut,
en effet, tourner et glisser sur la droite Sx, d'une manidre arbi-
traire, sans sortir de l'espace ä une dimension; il peut done

engendrer dans cet espace des monoseries de differentes formes

(tout comme un point peut engendrer des lignes de diverses
formes dans un plan).

11 existe done, dans l'espace ä une dimension, une geometrie
fondamentale ä deux parametres, geometric dont l'element spatial

primitif est le bouclier (une des sept figures fondamentales).
Exposons en quelques mots les elements de cette nouvelle geo-
mbtrie.

Geometrie des boucliers.

Soit St la ligne droite representant un espace ä une dimension;

soient (PE) et (P'E'J deux boucliers situes dans cet

espace (c'est-ä-dire tels que leurs origines Pet F soient situees

sur la droite S„ et que leurs feuilles E et E' passent par cette

droite); nous dirons que ces deux boucliers sont reciproques

pour l'indice c, lorsqu'ils satisfont ä la relation :

n tang — — c (o)

h et « definissant 1'« intervalle » entre les deux boucliers
(.h — distance des points P et P', et ») angle des edres E
et E'), et c designant une constante donnee. Pour justifier cette
definition, il faut montrer que si l'on maintient fixe l'un des

boucliers, par exemple le bouclier (PE), le lieu des boucliers

(P'E'), reciproques de (PE) pour l'indice c, a les caractbres
d'une monoserie lineaire.

Remarquons d'abord que si (PE) est le bouclier fixe, la position

du bouclier mobile (P'E) est determinee univoquement

par l'equation (3); en effet, pour chaque valeur de h, Tangle «
est determine ä un multiple pres de 2it, et reciproquement, ä

chaque valeur de w ne correspond qu'une valeur de h, determinee

en grandeur et en signe.
Remarquons ensuite que la presence d'une constante arbi-

traire c, dans la formule de reciprocity (3), montre que la

geometrie des boucliers dans l'espace S, est une geometrie de

caractere quadratique, analogue par consequent ä la geometrie
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des regies (ou k Celle des feuillets) dans l'espace ä trois dimensions

fSJ. C'est ce qui fait l'interet de cette geometrie des

boucliers, car eile est, ä ma connaissance, le premier exemple
d'une geometrie quadratique a deux parametres; eile vient
ainsi completer la serie des geometries quadratiques, puisque
la geometrie des regies est ä quatre parametres, et celle des

feuillets, ä six parametres. On voit que toutes les geometries

quadratiques sont ä un nombre pair de parametres1.
On peut maintenant verifier facilement que le lieu des

boucliers reciproques d'un bouclier fixe (pour un indice donne c)

est bien une monoserie lineaire. Et d'abord. que ce lieu est bien

une monoserie, cela est evident, puisque l'equation de reciprocity

(3) etablit une relation entre les deux coordonnees het «
du bouclier mobile. Designons par M la monoserie des

boucliers reciproques d'un bouclier fixe, pour l'indice a; cette monoserie

jouera, dans la geometrie des boucliers, le meme role que
le complexe lineaire, dans la geometrie reglee (puisque le com-

plexe lineaire estle lieu des rbgles reciproques d'une regie fixe,

pour un indice donne). Or, dans toute geometrie quadratique,
si n est le nombre de parametres dont depend l'element spatial
de cette geometrie, la polyserie lineaire fondainentale depend
de n — 1 parametres, et les elements communs ä n polyseries
lineaires sont au nombre de deux. Dans l'espace S,, la geometrie
des boucliers est ä deux parametres; on a done ici: n~2;
en d'autres termes, si la monoserie M est une monoserie lineaire,

les boucliers communs ä deux monoseries M doivent etre
au nombre de deux.

Or, c'est precisement ce qui a lieu. En effet, soient (Px EJ et

(P2E„) les boucliers fixes, qui sont respectivement reciproques
des deux monoseries donnees Mi et i¥ä, boucliers que Ton peut
appeler les boucliers centraux de ces monoseries2; et soient:

1 Pour etre tout ä fait complet, il faudrait ajouter : « Dans les espaces
qui ont un nombre impair de dimensions » (comme S1 et 8S).

2 Le bouclier central d'une monoserie M ne fait pas partie de cette
monoserie, car pour h 0, l'angle u> n'est pas nul.

7

"l tanS 2 ~ C]
I W9

et h2 laug — c2,
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les equations de ces monoseries, par rapport ä leur bouclier
central. Eapportons la seconde de ces equations au bouclier
central de la premiere monoserie, au moyen des formules de

transformation:

h2 zzz h1 --j- h et oj2 cox -{- o.),

(h et ft) etant le glissement et la rotation qui separent les deux
boucliers centraux). Les equations des deux monoseries, rap-
portees au meme bouclier (PtEJ sont alors :

to, to, —1— to „ „
hi lanS y — C1 et [h1 + h) tang ^

— C1. (4)

Les racines de ces equations, par rapport aux variables /i, et

seront les coordonnees des boucliers communs aux deux

monoseries. Or, si on elimine la variable tang entre ces deux

equations, il reste une equation du second degre en /»,; et

puisqu'ä toute valeur de ht ne correspond qu'une valeur de

tang on voit que les deux monoseries Ml et 3/ä ont toujours

deux, et settlement deux, boucliers communs. C. q. f. d.

On peut voir d'une autre maniere que la monoserie M est

une monoserie lineaire: il suffit de remarquer que dans toute
geometrie quadratique, la monoserie lineaire est completement
determinee par 3 elements1; ainsi, par exemple, trois regies
determinent un hyperbolo'ide regie (monoserie lineaire de

regies), trois feuillets determinent une monoserie lineaire de

feuillets. Done, dans l'espace S,, trois boucliers doivent
determiner completement la monoserie M.

C'est en effet ce qui a lieu; en effet, en developpant la seconde

des equations (4), qui represente l'equation d'une monoserie M
rapportee k un bouclier fixe quelconque, pris commeorigine des

coordonnees courantes ht et ft),, on obtient une equation de la

forme:

hi tanS y + Ah1 + B tang y1 + C 0

1 Plus generalement, on peut dire que, dans toute geometrie de degre

m, la monoserie lineaire est determinee par m + 1 elements ; la biserie

lineaire, par m + 2 elements; la triserie lineaire, par m + 3 elements;
etc.
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oü A, B, 0 designent des constantes. On pourra done choisir
ces trois constantes de maniere ä faire passer la monoserie par
trois boucliers donnes; et il n'y a qu'une solution, puisque ces

constantes ne figurent qu'au premier degre dans l'equation. En
d'autres terines: par trois boucliers donnis arbitrairement, dans

Vespace on peut toujours faire passer tine monoserie M, et

on rien peut faire passer, en general, qu'une seide.

En resume, le lieu des boucliers reciproques d'un bouclier fixe,
pour un indice donne c, est bien une monoserie lineaire. Lorsque
l'indice c est nul, l'equation de la monoserie lineaire se reduit ä

7 i-Yh tang — 0

et la monoserie sera dite speciale. Elle se decompose alors (autour
de la droite S,) en un faisceau de boucliers ayant une origine
P commune, et en une file de boucliers ayant une feuille E
commune. On voit done que deux boucliers sont reciproques

pour l'indice zero, ou plus simplement (sans mention d'indice):
deux boucliers sont reciproques lorsqu'on pent passer de Vun ä

I'autre par une simple rotation (a), ou par un simple glissement

(h), le long de I'axe Sl. Ou encore: deux boucliers sont reciproques,

dans I'espace S,, lorsqu'ils ont une origine commune (et
des feuilles difierentes), ou une feuille commune (et des origines
differentes).

Signalons encore quelques-unes des analogies qui existent
entre les trois geometries quadratiques de I'espace euclidien
(boucliers, regies, feuillets) :

Dans I'espace S,, deux monoseries lineaires ont en commun
deux boucliers; dans I'espace S3, quatre complexes lineaires ont
en commun deux regies, et six monoseries lineaires de feuillets
ont en commun deux feuillets.

Dans I'espace S,, deux boucliers sont reciproques lorsqu'ils
ont meme origine, ou meme feuille (e'est-a-dire lorsque h— 0,

ou « 0); dans I'espace S3, deux regies sont reciproques lors-
qu'elles se rencontrent, ou sont paralleles (c'est-ä-dire lorsque
h 0, ou to 0), et deux feuillets sont reciproques lorsqu'on
peut passer de l'un ä l'autre par une simple rotation, ou par
un simple glissement (c'est-ä-dire lorsque h 0, ou w 0).



GEOMETRIES DE L'ESPACE EUCHDIEN 39

Dans l'espace S3; la biserie lineaire de feuillets et la mono-
serie lineaire de regies (byperbolo'ide regie) sont susceptibles
d'une double generation. L'hyperboloide regie, par exemple,
peut etre considere, de deux manieres differentes, comme une
monoserie lineaire de regies; en outre, ces deux monoseries sont

reciproques l'une de l'autre, c'est-a-dire que cbaque rbgle d'une
des monoseries est reeiproque de chaque regle de l'autre (puis-
que toute generatrice du premier systeme rencontre toutes les

generatrices du second, et reciproquement). Dans l'espace S,,
la geometrie des boucliers offre un pbenomene analogue: un
couple de points, P et P1 associe ä un couple de monoedres, E
et E\ peut etre considere de deux manieres differentes comme
un couple de boucliers1; on peut le considerer comme le couple
PE et PlE\ ou bien comme le couple PEl et PlE, et les
boucliers du premier systeme sont bien reciproques des boucliers
du second, car le bouclier PE, par exemple, est reeiproque des

boucliers PE1 et PlE (puisque les boucliers PE et PE1 ont une

origine P commune, et que les boucliers PE et PlE ont une
feuille E commune).

On pourrait trouver encore beaucoup d'autres analogies entre
la geometrie des boucliers dans l'espace St et les autres geometries

quadratiques.
Nous nous bornerons ä mentionner la suivante, ä cause de sa

portee generale: ä toute geometrie quadratique ä n parametres
correspond une geometrie lineaire an P 1 parametres, obtenue
en ajoutant une cote ä l'element spatial qui sert de point de

depart (regie ou feuillet); il suffit, pour passer de la geometrie
quadratique ä la geometrie lineaire correspondante, de rem-
placer l'indice de reciprocite par la somme des cotes des deux
elements reciproques. C'est ainsi que pour passer, par exemple,
de la geometrie quadratique des regies ä la geometrie lineaire
des regles-cotees-, il suffit de remplacer, dans la relation de

reciprocite
h tang to c

1 Dans les geometries quadratiques, le couple d'ele'ment,? (boucliers,
regies ou feuillets) doit <5tre considere comme la serie lineaire d'ordre zero
de multiplicity.

2 Une regie cot^e est identique, au point de vue geometrique, ä ce que
R. S. Ball appelle une vis (voir Theory of Screws, de cet auteur).
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l'indice c par la somme des cotes r et rl des regles-cotees reci-

proques R(r) et W (rl), ce qui donne :

h tang to /• -)- r1

De meme, dans l'espace ^, il existe, outre la geometrie qua-
dratique des boucliers, une geometrie lineaire de boucliers cotes,

qui sera ä trois parametres, puisque celle des boucliers non
cotes est k deux parametres. On arrive ainsi k cette constatation

assez curieuse que l'espace ä une dimension St est le siege de

geometries fondamentales, non seuleinent a deux, mais encore
ä trois parametres. Ce fait n'a du reste rien d'anormal, puisque
nous avons dejä constate l'existence d'une geometrie fondamen-
tale ä 3 parametres dans l'espace ä deux dimensions (geometrie
des fleches), ainsi, que de geometries fondamentales ä 6, et

meme ä 7, parametres dans l'espaee k trois dimensions (geometrie

des feuillets). II ne sera pas inutile d'exposer ici les elements
de la geometrie des boucliers cotes, dans l'espace Sv

Geometrie des bottdiers cotes.

Un bouclier cote B(b) est une figure composee d'un bouclier
B auquel on a associe une cote b. Pour qu'un tel bouclier fasse

partie de l'espace ä une dimension S,, il faut et il suffit que son

origine P soit situee sur la droite St, et que sa feuille E passe

par cette droite. Bien entendu, les deux faces de cette feuille
constituent des edres distincts, differencies par les signes + et

—. L'individualite d'un bouclier cote B(b) dans l'espace St

depend de trois parametres: 2 coordonnees h et « pour definir
la position du bouclier B (par rapport ä un bouclier fixe B0,

pris comme origine) et une quantite b pour servir de cote au
bouclier B.

Boucliers-cotes reciproques. — Soient B(b) et Bl(bl) deux

boucliers-cotes de l'espace St; h et to leglissement et la rotation
qui permettent d'amener B en coincidence avec Bl. Nous dirons

que ces deux boucliers-cotes sont reciproques, lorsqu'ils satisfont
ä la relation:

h tang y b + bl (5)

Si le bouclier B(b) est maintenu fixe, le lieu des boucliers
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B\bl) reciproques de B(b) sera une biserie, puisque l'equation
(5) dtablit une relation entre les trois parametres variables h,
a> et bl. En outre, d'apres ce que nous avons dit plus haut, la
geometrie des boucliers cotes, dans l'espace St, sera une geometric

de caractere lineaire (derivee de la geometrie quadratique
des boucliers non cotes), et la biserie representee par l'equation
(5) sera la biserie lineaire, c'est-a-dire la forme fondamentale de

cette geometrie. Nous donnerons ä cette biserie lineaire le nom
de bifaisceau.

II est ä remarquer que tous les boucliers de l'espace St font
partie de ce bifaisceau, car les parametres h et <a peuvent prendre

toutes les valeurs possibles; mais des que h et m sont donnes,
c'est-ä-dire des que la position du bouclier B1 est donnee,

l'equation (5) determine univoquement la cote b1 qui doit etre
assignee ä ce bouclier, pour qu'il fasse partie du bifaisceau

(puisque la cote b du bouclier fixe B(b) est donnee).
Reciproquement, si Ton se donne une cote bl, l'equation (5)

representera une monoserie de boucliers definie par l'equation:

tu
k tang — c

c etant une constante, puisque les cotes b et 6' sont alors toutes
deux donnees. Cette equation represente une monoserie lineaire
de boucliers B1, puisque cette equation est la meme que la
relation (3) qui nous a servi ä definir le lieu des boucliers BL

reciproques de B pour l'indice c. D'oü le theoreme: dans tout
bifaisceau de boucliers-cotes Bl(W), I'ensemble des boucliers qui
sont affectes d'une meme cote b{ est tine monosirie linäaire de

boucliers1 (non cotes) Bl.
Ce theoreme correspond dans les autres geometries quadra-

tiques ä des theoremes analogues: par exemple, dans la geometrie

des regles-coteos, «l'ensemble des regies d'un tetrafaisceau,

qui ont une cote donnee, forme un complexe lineaire (triserie

1 En particulier, dans tout bifaisceau le lieu des boucliers de cote nulle
est une monoserie lineaire de boucliers (non cotes). Nous constatons done

ici de nouveau, ce que nous avons constats dans les autres geometries
quadratiques, ä savoir qu'une figure non cotee est equivalente ä une
figure cotee dont la cote est nulle.
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lineaire de regies, non cotees)»; ou encore, dans la geometrie
des feuillets cotes,«l'ensemble des feuilletsd'unehexacouronne,
qui ont une cote donnee, forme une pentaserie lineaire de

feuillets (non cotes). Plus generalement, dans toute geometrie
cotee, l'ensemble des figures, qui ont une cote donnee et qui
font partie d'une polyserie lineaire d'ordre n de multiplicity,
forme une polyserie lineaire d'ordre n — 1 de la meme figure
(non cotee). Ainsi toute polyserie lineaire cotee, d'ordre n, peut
etre consideree comme formee par l'assemblage d'une infinite
de polyseries lineaires non cotees, d'ordre n — 1, obtenue en

donnantä la cote successivement toutes les valeurs possibles,

depuis — oo jusqu'ä + oo. Comme la geometrie non cotee est

quadratiq ue, tandis que la geometrie cotee correspondante est

lineaire, on peut considerer toutes les geometries quadratiques
comme des geometries incompletes, dont les formes ne sont que
des parties des formes completes qui sont realisees dans les

geometries lineaires correspondantes, c'est-a-dire dans les

geometries cotees.

Le caractere lineaire de la geometrie des boucliers cotes nous

pennet d'enoncer, sans autre, les theoremes suivants, que l'on
demontrerait d'ailleurs facilement:

1. Dans I'espace £), trois bifaisceaux ont toujours tin bonclier-
cote commiin, et n'en ont en general qu'un seul.

2. Par trois boucliers-cotes, sitaes d'une maniere arbitraire
dans I'espace <S), on peut toujours faire passer un bifaisceau, et

on n'en peut faire passer, en general, qu'un seul1.

Deux bifaisceaux ont en commun une infinite de boucliers-
cotes, formant une monoserie lineaire, k laquelle nous donnerons
le nom de monofaisceau. On a done encore les theoremes

suivants:
3. L'intersection de deux bifaisceaux est un monofaisceau.
4. Par deux boucliers cotes, situes d'une maniere quelconque

dans I'espace St, on peut toujours faire passer un monofaisceau,
et on n'en peut faire passer qu'un seul'2.

1 II resulte de ce theoreme, que dans I'espace iS), il existe un bouclier-
cote reciproque de trois boucliers-cotes donnes, et il n'en existe, en general,
qu'un seul.

2 Le monofaisceau de boucliers-cotes n'est qu'un cas particulier de la
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Soient B(b) et Z>" (bl) deux boueliers donnes et soit M le mono-
faisceau passant par ces deux boueliers. Construisons le bi-
faisceau reciproque du bouclier B(b), ainsi que le bifaisceau

reciproque du bouclier Bl(W)\ ces deux bifaisceaux se coupent
suivant un monofaisceau N. Nous allons demontrer que les

monofaisceaux M et N sont reciproques l'un de I'autre, e'est-a-
dire que tout bouclier-cote appartenant ä Tun de ces monofaisceaux

est reciproque de tout bouclier-cote appartenant ä l'autre
monofaisceau. En effet, d'apres la construction du monofaisceau

N, tout bouclier-cote appartenant ä N est reciproque des
boueliers B(b) et Bl(b*)\ si done on prend deux boueliers quelcon-
ques dans N, le monofaisceau reciproque de ces deux boueliers
contiendra B(b) et Bl(¥); ce monofaisceau reciproque co'inci-
dera done avec M (puisqu'il n'existe qu'un monofaisceau conte-
nant deux boueliers donnes). Reciproquement, si l'on prend
deux boueliers quelconques dans M, le monofaisceau reciproque
de ces deux boueliers co'incidera avec N.

Pour construire le monofaisceau N reciproque d'un monofaisceau

donne M. on remarque d'abord que dans tout monofaisceau
il exÄste deux boucliers-cotes, qui ont une cote donnee1; ensuite

que deux boueliers-cotes sont reciproques si les memes boueliers,

monocouronne de feuillets-cotes. Ce cas est celui oil la hampe du feuillet
coincide avec l'axe Sx de la monocouronne. On peut done construire le
monofaisceau passant par 2 boucliers-cotes, comme on construit une
monocouronne passant par 2 feuillets cotes: soient B(l>) et B'(b') les deux
boueliers cotes, donnes dans l'espace Si; soit B une regle quelconque
normale k l'axe Sj; on construit le bouclier Bo symetrique de B par rapport
ä la regle B; ce bouclier Bo est alors aussi symetrique de Bl par rapport
ä une certaine regie Bl, qui est aussi normale ä l'axe S,; on assigne aux
regies B et Bl des cotes r et r1, respectivement egales a la moitie des cotes
6 et 6'; les deux regles-cotees. B(r) et Bl(r') determinent alors un
monofaisceau de regles-cotees (conoide de Plücker), ayant pour axe l'axe Si;
on construit tous les boueliers symetriques du bouclier fixe Bo, par
rapport aux differentes generatrices de ce conoide; enfin, on assigne ä chacun
de ces boueliers une cote egale au double de celle de la generatrice eorres-
pondante du conoide. Les boucliers-cotes, ainsi construits, constituent le
monofaisceau passant par les deux boueliers donnes B(b) et B'(bl).

1 Cette propriete se retrouve dans toutes les geometries cotees; ainsi,
dans le monofaisceau de regles-cotees, il existe deux regies ayant une cote

donnee; dans la monocouronne de feuillets cotes, il existe deux feuillets
ayant une cote donnee.



44 GEOMETRIES DE L'ESPACE EUOLIDIEN

non cotes, sont reciproques (c'est-a-dire si h 0, ou w 0) et

si la somme de Leurs cotes est nulle (car alors la relation de

reciprocity htang ^ b + bx se reduit ä 0 0)1. On a done la

construction suivante: Pour construire le monofaisceau N reci-

proque d'un monofaisceau donne M, on prend dans M deux
boucliers PE et PlEl de meme cote (6); en intervertissant les

origines P et P1, ainsi que les feuilles E et El de ces boucliers,

on obtient deux nouveaux boucliers PEl etPlE qui, d'apresles
remarques precedentes, seront reciproques des deux premiers,

pouryu qu'on leur donne une cote egale et de signe contraire

(— b). Les boucliers PE[ et P*E, affectes de la cote (— b), font
partie du monofaisceau reciproque N (puisqu'ils sont reciproques

de deux boucliers-cotes appartenant a M). En faisant
varier la cote b, on pourra construire tout le monofaisceau N.

Les deux monofaisceaux reciproques M et IVsont intimement
unis l'un a l'autre, puisqu'ils se composent chacun d'unefamille
de boucliers accouples deux ä deux par une cote commune, de

telle faqon que chaque couple de cote b dans M est compose de

boucliers ayant les memes origines et les memes feuilles que
ceux du couple de meme cote dans N; les origines et les feuilles
du couple sont seulement interverties, et le signe de la cote est

change2.
Correspondence entre les espaces ä une et ä deux dimensions,

— II existe deux sortes d'espaces ä deux dimensions: l'espace

plan, forme des points et des rbgles situes dans un meme plan,
et l'espace angulaire, forme des regies et des edres attaches ä

un meme point-centre. Or, il y a autant de boucliers-cotes, dans

l'espace ä une dimension, que de Heches dans l'espace plan, ou
de drapeaux dans l'espace angulaire; et comme les trois geome-

1 Cette propriete se retrouve aussi dans toutes les geometries cotees :

ainsi, par exemple, deux regles-cotees sont reciproques lorsque ces regies
se rencontrent (h 0 ou w 0) et que la somme de leurs cotes est nulle.

2 Cette construction des monofaisceaux reciproques est k rapprocher de

celle des bifaisceaux reciproques dans la geometrie des regles-cotees : on
sait que les regies d'un bifaisceau, qui ont une meme cote r, forment un
hyperbolo'ide (monoserie lineaire), dont le second Systeme de generatrices
(Systeme reciproque) appartient au bifaisceau complementaire, k condition
de donner ä ces generatrices une cote egale et de signe contraire (— r).
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tries, correspondant ä ces trois elements, sont toutes trois
lineaires et unisexuelles, on peut etablir entre elles une corres-
pondance parfaite: au bouclier-cote attache ä la droite S\, on
fera correspondre une Heche attachee au plan S',, ou un drapeau
attache au pivot 8% A deux boucliers-cotes reciproques, cor-
respondront deux Heches reciproques (Heches contraires dans le

plan &2), ou deux drapeaux reciproques (drapeaux reflexes

attaches au pivot Au monofaisceau de boucliers-cotes, cor-
respondra la couronne de Heches, ou la couronne de drapeaux;
aux monofaisceaux reciproques, correspondront les couronnes
reciproques (couronnes contraires, de Heches, ou couronnes
reflexes, de drapeaux). Au bifaisceau de boucliers-cotes, corres-
pondra le corono'ide de Heches, ou de drapeaux. Etc.', etc.

Correspondance entre les espaces ä une et ä trois dimensions.

— II y a autant de boucliers-cotes dans l'espace ä une dimension

Sl que de points ou d'edres dans l'espace ä trois dimensions S3.

On peut done faire correspondre ä tout bouclier cote de l'espace
Sx un point, ou un edre, de l'espace S3; et comme la geometrie
des boucliers-cotes est lineaire, on pourra la faire correspondre
ä la geometrie des points et des edres, dans l'espace La seule

diflerence est que la premiere de ces geometries est unisexuelle,
tandis que la seconde est bisexuelle, c'est-ä-dire que le bouclier-
cote do l'espace correspondra, dans l'espace 8,. tantot k un
point, tantot ä un edre.

Ainsi, par exemple, ä deux boucliers-cotes reciproques
correspondront un point et un edre reciproques (c'est-ä-dire, un point
et un edre passsant par ce point).

A un bouclier-cote et ä son bifaisceau reciproque, correspondront

dans l'espace S3: ou bien, un point et la biserie des edres

passant par ce point; ou bien, un edre et la biserie des points
situes dans le plan de cet edre.

A deux monofaisceaux reciproques, correspondra, dans

l'espace S3, une ligne droite consideree sous ses deux aspects:
monoserie de points ou faisceau d'edres. Etc., etc.

Resume.

En resume, l'espace a une dimension contient trois figures
fondamentales : le point, Yedre et le bouclier.
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Le point et l'edre ne donnent naissance ä aucune geometrie
digne de ce nom, parce qu'il n'existe pas de geometries ä un
seul parambtre.

L'espace k une dimension ne donne done lieu qu'ä deux

geometries fondamentales:
1. La gSometrie des boucliers, qui est une geometrie uni-

sexuelle, ä deux parametres et de caractere quadratique. Cette

geometrie est basee sur la relation de reciprocity:

j M
h tang — — c

avec, coinme cas particulier :

<0
n tang — — 0

Les formes fondamentales de cette geometrie sont: le couple
de boucliers, et la monoserie lineaire (determinee par 3 boucliers),
avec, comme cas particulier la monoserie lineaire speciale.

2. La geometrie des boucliers cotes, qui est une geometrie
unisexuelle, ä trois parametres et de caractere lineaire. Cette

geometrie est basee sur la relation de reciprocity:

li tang — — 1/ + I)1

et ses formes fondamentales sont: le monofaisceau (determine
par 2 boucliers cotes) et le bifaisctau (determine par 3 boucliers

cotes).
On pourrait imaginer, dans l'espace St, des geometries ä plus

de 3 parametres ; ainsi, par exemple, on pourrait prendre,
comme element spatial de cet espace, un monofaisceau, en consi-
derant ce monofaisceau, non plus comme une monoserie, mais

comme un tout indivisible; on obtiendrait ainsi une geometrie
ä 4 parametres de l'espace 6), qui correspondrait a la geometrie
reglee de l'espace S3. Mais une telle geometrie ne serait plus

une geometrie fondamentale, puisque son element spatial ne
ferait plus partie des sept figures fondamentales de l'espace
euclidien.

Remarque. — Un bouclier mobile dans l'espace k une dimension

St est equivalent ä un corps solide quelconque libre de
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tourner ou de glisser sur la droite fixe St; en d'autres termes,
si l'on depouille ce corps solide de sa forme et de sa grandeur,
il ne reste plus qu'un bouclier mobile dans l'espace St. Ainsi un
corps solide, mobile dans l'espace ä une dimension peut occuper,
dans cet espacc une double infinite de positions differentes. (On
sait d'ailleurs qu'un corps solide peut occuper x3 positions
differentes dans l'espace ä deux dimensions, et oo6 positions
differentes dans l'espace ä trois dimensions, car ce corps est equivalent,

dans le premier cas, une fleche mobile dans un plan, ou
ä un drapeau mobile autour d'un pivot, et, dans le second cas,
ä un feuillet mobile dans l'espace).

Etant donnes deux corps solides egaux, dans l'espace ä trois
dimensions, on sait que l'on peut amener le premier en coincidence

avec le second par une rotation et un glissement sur une
certaine droite St, d'ailleurs unique. Ce theoreme peut mainte-
nant s'enoncer d'une fayon plus simple et plus rationnelle, de

la faqon suivante: de meme que par deux points quelconques
on peut toujours faire passer une ligne droite, et une seule, de

meme par deux positions quelconques d'un corps solide, on peut
faire passer un espace ä une dimension St, et on n'en peut faire
passer qu'un seid. (A suivre.)
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