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LA THEORIE DE LA RELAT1VITE

EN FONCTION DU

TEMPS UNIVERSEE
PAK

Edouard GLJILLAUM E

(Avec 4 (!g.|

Introduction.

Nous avons expose ici rneme1 les raisons qui permettent de

croire ä la possibilitö d'exprimer la Theorie de la relativite en

fonction du temps universel, c'est-ä-dire d'un parametre pouvant
repr£senter le temps, et independant du Systeme de reference

auquel on rapporte les mouvements. Nous avons en outre indique
dans quel sens il convenait d'en chercher ia solution analytique.

Nous nous proposons aujourd'hui de reprendre la question avec

plus do details, et de faire un expose qui ne laisse aucun doute

sur la possibilite du probleme.

Caracterisons d'abord en quelques mots le point de vue qui
nous a guide dans ces recherches.

Depuis Huyghens jusqu'a Lorentz, en passant par Fresnel et

Maxwell, la theorie des phenomenes lumineux et, ensuite, des

phenomenes electromagnetiques, reposait sur le dualisme ether-

matihre, chacun de ces elements ayant son existence propre, in-

1 Güillaume, Ed. Les Bases de la Physique moderne, Arch. 1917, vol.

43, p. 5, 89, 185 ; Sur Ia possibilite d'exprimer Ia Theorie de la relativite
en fonction du temps universel, Ibid., vol. 44, p. 48.
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dependante de l'autre; la matiere pouvait agiter l'ether et y pro-
duire les ondes electromagnetiques ä la maniere des cailloux
qui, jetes dans l'eau, produisent des rides ä la surface.

Cette theorie ne peut etre acceptable que s'il est possible de

mettre en evidence les mouvements de la matiere par rapport ä

l'ether. Or l'experience, maintes fois interrogee, a toujours repon-
du negativement: on ne peut constater que les mouvements de la
matiere par rapport ä la matiere, fait que l'on exprime endisant

que le principe de la relativite des mouvements ne s'applique
qu'ä la matiere seule. Des lors, une conclusion s'impose : il faut
rejeter le dualisme ether-matibre. Le plus simple, semble-t-il,
serait de revenir ä la theorie de Vemission, qui satisfait ä cette
relativite. C'est ce qu'a tente Walther Ritz. Faisant remarquer
que de l'equation des ondes de d'Alembert — base de la theorie
ondulatoire — on peut tirer un peu tout ce que l'on veut, Ritz

proposa de l'abandonner et de partir directement de certaines

integrales de cette equation : les potentiels retardes, qui con-
tiennent les seuls resultats tangibles de la theorie. Si remar-
quable que soit la tentative, les resultats obtenus n'en presen-
tent pas moins un vice essentiel : Ritz ne peut expliquer d'une
faqon simple la celebre experience de Fizeau sur l'entralnement
partiel des ondes lumineuses par les milieux en mouvement.

II faut done trouver autre chose.

Pour le mathematicien, la notion de relativite est equivalente
ä la notion de groupe. C'est pourquoi la relativite des mouvements

n'est nullement l'apanage exclusif de la cinematique clas-

sique, qui repose sur un groupe particulier: le groupe euclidien,
avec lequel Ritz voulait bätir l'electrodynamique. II appartenait
ä l'illustre physicien hollandais, H.-A. Lorentz, de decouvrir un
nouveau groupe permettant de prevoir et de calculer les

experiences fondamentales de l'electrooptique des corps en mouvement.

La particularity de ce groupe consiste en ce que les

transformations portent non seulement sur les coordonnees, mais

encore sur la variable qui represente le temps. On en a conclu

qu'ä cöte du temps universel, il devait exister des temps locaux

ou referenciels, seuls determinates physiqueinent, et empechant
de mettre en evidence le mouvement absolu de la matiere, e'est-

ä-dire le mouvement par rapport ä l'ether. Et l'on continua ä
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raisonner comme si le dualisme ether-matiere existait, bien qu'il
echappät a toute experience.

Ce fut Albert Einstein qui montra toute 1'inconsequence de

cette attitude: il est tres choquant, remarqua-t-il, de considerer

un Systeme de reference commeprivilegie— comme symbolisant
Tether — alors qu'il ne se distingue en rien de tout autre
systbme. Semblablement, il est vain de vouloir conserver la
distinction entre «temps universel» et «temps local», du moment

qu'il sera toujours impossible de dire si l'indication d'une hor-
loge est universelle ou locale; on parlera du «temps», tout court,
grandeur ä determination multiple. Puis, degageant de la theorie
de Lorentz un postulat simple, leprincipe de la Constance absolue
de la vitesse de la lumiere, Einstein parvint ä etablir directe-
ment les transformations du groupe de Lorentz. Enfin debar-

rassee du dualisme fantome, la theorie prend uneampleur inat-
tendue. Matiere et energie deviennent de meme nature et peu-
vent, se fondre l'une dans l'autre. Les deux principes conserva-
tifs fondamentaux de la Mecanique classique : conservation de

l'energie et conservation de la masse, n'en forment plus qu'un
seul. La Synthese est imposante.

Mais, ainsi comprise, la theorie devient pmemmtphenomeno-
logique; eile permet le calcul des phenombnes; eile n'en fournit
aucune image. Bien plus : par la suppression du temps universel,

suppression considerfie comme essentielle, la possibility meme
de creer une image des phenomencs est mise en question. C'est

lä une consequence d'une portee incalculable pour le developpe-
ment futur de la science; aussi convient-il de l'examiner
avec soin.

Au lieu de chercher, comme Ritz, ä modifier la theorie pour
l'adapter ä une image simple, nous pensons que l'ampleur meme
du probleinc exige qu'on l'attaque dans son essence : si le temps
universel est vraiment une forme a priori de notre entendement,

il doit etre possible de le faire apparaitre dans Vexpression meme
des transformations du groupe de Lorentz.

En definitive, il s'agirait d'un changement de variables.

Jusqu'ä present, on pouvait distinguer, grosso modo,.deux
sortes de changements de variables : les changements purement
mathematiques et les changements physiques. Les premiers ont
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pour seul but de faciliter des calculs ou des raisonnements. C'est

ainsi, par exemple, qu'on etudie avantageusement les relations
de la geometrie hyperbolique ä l'aide des quantites imagi-
naires. Aux seconds, s'attache toujours une signification
concrete : etant donne, par exemple, le mouvement d'un projectile
par rapport ä la Terre, trouver son mouvement relativement au
Systeme absolument fixe de Newton. C'est un probleme semblable

que l'on resoud, lorsqu'on applique la transformation de Lorentz.
Exemple : si des ondes lumineuses sont entratnees par un milieu
refringent, comment ces ondes agiront-elles sur un observateur
ne participant pas au mouvement du milieu V

A ces deux sortes de changements de variables, nous en ajou-
terions un troisieme, qu'on pourrait appeler psychologique.

II aurait essentiellement pour but de nous faire voir les pheno-
menes d'un autre «point de vue», sans que Ton put dire que ce
« point de vue» conduise, quant aux grandeurs directement ob-

servees, ä des resultats differents de ceux que donne le premier.
C'est ä un changement de variables de cette espece qu'est

consacree la presente etude.
Une comparaison, lointaine il est vrai, permettra de preciser

un peu notre pensee. On sait qu'en prqjetant tous les points
d'une sphere sur un plan ä partir de son centre, on obtient une
carte de la surface, sur laquelle on peut etudier toute la geometrie

spherique. On realise ainsi dansle plan euclidien une
representation egalement justifiee de toute la metrique de la sphere,

representation que l'on substitue ä la surface qui lui a donne
naissance. De meme, noustenterons de «projeter» dans un
Systeme de variables comprenant le temps universel, les variables
ordinairement utilisees pour exprimer le temps dans la Theorie
de la relativite.

Ce m'est un plaisir, avant d'aborder notre sujet, detemoigner
ici ma reconnaissance k M. Gustave Juvet, licencie es sciences

mathematiques, qui a bien voulu travailler avec moi ces difficiles

questions et m'a suggere maintes idees heureuses.
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§ 1. Le temps, les groupes geometriqües et les oinematiques.

On peut distinguer dans la notion de temps deux Elements
essentiels : un element rationnel et un element sensible.

1° L'element rationnel est d'ordre purement mathematique.
II est contenu tout entier dans la notion fondamentale de «fonc-
tion »; car, comme le fait remarquer M. Hadamard1, le mot«fonc-
tion» ne fait que traduire ceux de «variations simultanes ». Les

etres mathematiques «ligne», «surface», «variete» ou
«multiplicite » ne sont eux-memes, du point de vue de l'Analyse, que
des synonymes de « variations simultanees». On önonce une
idee analogue lorsqu'on dit que les valours prises par les variables
d'un Systeme de relations sont «simultanees», ou encore que les

points de plusieurs «multiplicites» sont exprimes en fonction
d'un parametre independant. Ce parametre symbolise le temps
universel, concept mathematique.

Si nous imaginons qu'une multiplicite se deplace par rapport
ä d'autres multiplicites ou encore qu'elle se deforme, il est
commode d'exprimer ces variations en fonction d'un parametre
unique, auquel nous pourrons toujours conferer le röle de temps.
Les « vitesses» sont, par definition, les derivöes des variables par
rapport ä ce parametre. On peut imaginer, sans mutiler les

relations, que celui-ci varie aussi«lentement» qu'on veut, de sorte

qu'on pourra «prendre conscience», ä chaque instant, de la

configuration entiere de la multiplicite envisagee, Nous acquerons
ainsi la notion de « representation simultanee ».

On voit done que le temps, Element rationnel, qui sert ä ex-

primer les vitesses, n'en a point par lui-meme. On ne saurait
parier de la « vitesse d'ecoulement du temps». C'est ce qu'on
6nonce d'une autre faQon en disant que le temps est relatif.

2° ISeUment sensible a sa source dans le rythme, qui est une
des manifestations les plus profondes de l'etre humain. II est tres
remarquable qu'un instrumentiste exerce, par exemple, arrive
k reproduire ä la fois des rythmes tres divers. Nous en tirons
la perception de la simultaneity sensible. L'homme a son corps

1 L'Enseignement Mathematique, 1912.
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comme premier instrument de mesure. 11 le complete et le pro-
longe, pour ainsi dire, en construisant des instruments indepen-
dants, qui reproduisent d'abord les rythmes familiers, puis, de

proche en proche, des rythmes plus eloignes, qui vont lui per-
mettre la mesure physique du temps, c'est-ä-dire la comparaison
des rythmes du monde qui l'entoure.

Cette mesure comportera la determination de la n simultanste
experimentale», et cette determination est extremement com-
plexe. Elle se confond avec l'elaboration d'une cinSnaiique; c'est

dire qu'il est impossible de la definir en partant d'une experience
simple, si bien imaginee soit-elle.

En effet, pour etablir une cinematique, il taut posstider un
groupe geometrique ou groupe de deplacements, et la genese d'un
tel groupe echappe ä l'analyse. Selon Poincare, le concept general

de groupe preexiste dans notre esprit, au moins en puissance;
U s'impose k nous, non comme forme de notre sensibility, mais

comme forme de notre entendement.
Parmi les innombrables groupes de deplacements aujourd'hui

connus, il en est trois particulierement remarquables. Ce sont:
le groupe euclidien ou parabolique, le groupe hyperbolique etle
groupe elliptique.

L'etude analytique de ces groupes a donne naissance k un
algorithme d'une grande utilite, et quidevait prendre une place

importante, dans la geometrie analytique moderne, pour l'ex-
pression de la metrique spatiale: ce sont les quantites homogenes.

Gaston Darboux, dans ses Principes de Geometrie Analytique,
aprös avoir indique le role primordial joue par les nombres

negatifs et les nombres imaginaires. releve ainsi l'importance
de cet algorithme: « ...Mais il y a une autre convention,ecrit-il,
ou plutöt un artifice tout k fait moderne, dont la portöe et l'uti-
lite ne sont pas aussi bien appreciees, je veux parier del'emploi
des quantites homogenes. Je suis loin de le mettre sur le meme

rang que l'emploi des nombres negatifs ou imaginaires; mais,

il se justifie par les memes raisons et tend, comme les conventions

precedentes, ä donnor plus de precision et de generalite ä

l'instrument analytique.»
Vu la grande importance des quantites homogenes pour

notre objet, nous allons preciser un peu l'emploi des coor-
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donnees homogenes en examinant brievement un cas particu-
lier.

Considerons par exemple la correspondance homographique
entre deux plans n et n' (qui peuvent etre superposes). Comme

on sait, les coordonnees (X', Y') du point P' eorrespondant du

point P(X, Y), s'expriment par les quotients de fonctions line-
aires en X,Y, ayant tous deux la meine fonction au denominated',

— et vice-versa. Introduire les variables homogenes revient
ä faire correspondre aux points P et P' les points p (px, c.y, pu)

ettfipx', rjy\ pw') — ou p est un facteur de proportionnalitb arbitral

re — de deux espaces Q(x, y, u) et 0y', u') ä trois
dimensions; les deux quotients sont remplaces par trois fonctions
entieres, et ä l'homographie primitive ä deux dimensions se sub-

stitue une homographie ä trois dimensions, qui conserve les

elements de l'infini (A filmte). En general, on raisonnera plus
aisement sur cette derniere, d'oü la justification de son introduction.

Pour obtenir les figures planes correspondantes cherchees,

il suffit, apres tout calcul fait, de couper chacun des espaces ä

trois dimensions paries plans n et II' perpendiculairement aux
axes u et u', k la distance I des origines 0 et 0'. On voit done

qu'utiliser les coordonnees homogenes revient ä projeter les

plans Ii et ü' k partir de 0 et 0' respectivement, e'est-a-dire ä

substituer h la correspondance ponctuelle deux faisceaux projec-
tifs. Les coordonnees homogenes d'un point P d'un espace ä

n dimensions, sont alors les coordonnees ordinaires d'un point
d'un espace auxiliaire ä n + 1 dimensions, situe sur le rayon qui
projette le point P k partir de l'origine des coordonnees.

Dece qui precede, retenons bien ceci, qui nous sera tres utile
plus tard : u et u' sont essentiellement des variables; mais

l'homographie clierchee s'obtient en leur attribuant, ä l'une comme
ä l'autre, la valeur particuliere 1 dans les formules finales.

Une fois en possession des expressions analytiques des grou-
pes de deplacements, il s'agit de construire les cinematiques
correspondantes, e'est-a dire d'exprimer les coordonnees qui
definissent les deplacements particuliers ä chacun d'euxen fonction

d'un parametre t, auquel nous pourronsattribuer le role du

temps.
Le probleme consiste ä fixer la forme de ces fonctions. Or,
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les coordonnees sont toutes Hees entre elles par les relations
analytiques qui representent le groupe de displacements envisage.

Si nous choisissons Yune d'elles comme variable indepen-
dante, toutes les autres sont deterinindes par les equations de

liaison. II arrive alors que cette coordonnee, que nous distin-
guons des autres en general pour des raisons suggerees par
l'experience, est posee proportionnelle ä t. II en rdsulte qu'ä
une meme valeur de t correspondra un ensemble de valeurs

pour toutes les coordonndes, valeurs dites simultanees, et qui
determinent la configuration du Systeme cinematique envisage ä

1'instant t. La coordonnee que nousavons posee proportionnelle
au temps sera Yhorloge fondamentale ou horloge-mere. Pour
etudier les phdnomdnes, on se sert d'horloges auxiliaires;
elles sont fonddes sur un phenomene quelconque, prdsentant un
parametre de ddplacement variable 0 qui peut etre une fonction

quelconque de t. En pratique, on s'arrange pour que 0 t, et
l'on dit que l'horloge est « synchronisee » sur 1'horloge-mere.

Parmi toutes les Cindmatiques que Ton peut imaginer, il en

est deux qui, ä l'heure prdsente, tiennent la premiere place dans

la Physique moderne : ce sont la Cinematique newtonienne et
la Cinematique de Lorentz-Einstein.

La Cinematique newtonienne a pour base, comme on sait, le

groupe euclidien, et tous les ddplacements qu'elle envisage sont
euclidiens. Pour definir 1' « horloge-mere », Newton lie aux
etoiles dites fixes un Systeme d'axes qu'il nomme«Systeme abso-

lument fixe », et il pose le temps proportiounel ä l'angle dont a

tourne la Terre par rapport ä ce Systeme. Soit p un angle, « une
constante; on a par definition :

l
< — p

(D

et, par definition, la Terre est animee d'une rotation « uniforme

», de vitesse angulaire w.

Cette convention, qui semble si immediate et si naturelle, et
ä laquelle l'Homme est parvenu apres des siecles de recherches

et de tätonnements, entraine avec soi une foule de consequences
dont on ne se rend en general pas assez compte. Voici un phd-

noniene; me basant sur le principe de raison süffisante, je de-
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clare qu'il se deroule d'une fagon « uniforme ». En ai-je le droit
Nullement, car en ce faisant, je le pose proportionnel ä t, qui
n'est pas independant; t est une variable de liaison qui lie tous
les phenomenes ä la rotation terrestre. Et cependant, c'est
ce que Ton fait quand on evalue les distances stellaires en
« annees de lumibre ». On postule implicitement que la vitesse
des ondes luinineuses dans les espaces interstellaires est «cons-
tante ». Nous savons aujourd'hui que cela ne saurait etre rigou-
reusement exact.

Si l'on considere, dans un phenombne quelconque, un parametre

x variable avec le temps, la vitesse de ce-tte variation sera

dx d.r
dt

10

dp

Lorsque, pour mesurer le temps, on se sert d'une horloge auxi-
liaire marquant un temps quelconque v, on aura :

dx
^

dt
dx ' dz

ainsi, la vitesse par rapport ä l'horloge-mere, est bgale au
quotient des vitesses du parametre et de la Terre relativement ä

l'horloge auxiliaire.
II est bien digne de remarque que le parametre t ainsi defini,

et qui doit sa definition Ii la rotation de ce petit spherolde oü le

sort nous a jetes, jouisse justement de la propribte de donner
aux equations de la Mecanique une forme aussi simple, en parti-
culier, qu'il ait conduit ä la loi de Newton1. «11 y a des raisons,

1 A ce propos, il est interessant de citer les reflexions suivantes de

Tannery, Jules. Science et Philosophie, p. 24 : « Si l'on veut appliquer
ces sciences (la Geometrie et la Cinematique) ä la realite, le temps ne

pourra plus etre une variable quelconque, ce sera une variable determinee,
qu'il faudra evaluer sur une pendule determinee. Theoriquement, on pour-
rait mesurer le temps avec n'importe quelle pendule, pourvu que les

aiguilles marchassent toujours dans le meme sens: ayant choisi cette
pendule, on dira que deux intervalles de temps sont egaux quand, pendant
ces intervalles, 1'aiguille aura tourne d'un meme angle; par definition, le

mouvement de 1'aiguille sur cette pendule sera dit uniforme. Une autre
pendule, reglee differemment, marquera un autre temps ; des durees qui,
evaluees sur la premiere pendule, etaient egales, ne le seraient plus si on
les evaluait de meme avec la seconde: peu importe, si l'on sait, ä chaque

instant, les deux nombres que marquent les deux pendules, si, connaissant
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dit quelque part Jules Tannery, tirees de ]a Mecanique meme,

pour croire que si on l'appliquait ä des periodes extremement
longues, extraordinairement plus longues que Celles que l'obser-
vation nous permet de considerer, cette definition ne permet-
trait plus de conserver aux equations de la Mecanique leur
forme simple; c'est eile, non les equations, qu'il conviendrait de

changer, si la science embrassait un jour des periodes aussi
considerables. » Le jeu des marees, par exemple, produit un « frei-
nage » de la rotation terrestre, qui, ä la longue, pourra faire
sentir ses efl'ets. C'est lä un phenomene extra-mecanique,
etranger aux equations diflerentielles de la Mecanique celeste,

et dont on ne pourrait tenir compte qu'en modifiant la definition
de la duree.

La determination du temps ne se borne pas ä celle de la duree,
il faut encore determiner la simultanste, determination qui se

confond avec l'etablissement d'une cinematiquo. Or, la cinema-

tique newtonienne repose principalement sur des observations

astronomiques; eile n'a done pu etre etablie qu'en faisant appel
ä la lumiere et ä sa vitesse, postulee constante, c'est-ä-dire ä un
phenomene etranger k la Mecanique. Et, comme Poincare le

l'un de ces nombres on peut en deduire l'autre, soitau moyen d'un tableau
convenablement dresse, soit au moyen d'une formule; on aura alors tous
les Elements necessaires pour faire ce que l'on appelle en mathematiques
un changement de variable. Mais il arrive que ce changement de variable
modifie profondement les equations de la Mecanique; si elles etaient simples

avec la premiere variable, elles seront compliquees avec la seconde. Ces

equations acquierent toute leur simplicite, quand on fait choix d'une
pendule speciale, la pendule siderale, reglee sur le mouvenient apparent
des etoiles, ou, si l'on veut, sur le mouvement de la Terre. Pour passer de

l'heure marquee par la pendule siderale, ä celle que marquent nos pen-
dules ordinaires, il n'y a d'ailleurs qu'un changement insignifiant ä faire,
insignifiant parce qu'il n'altere pas 1 'egalite; deux durees qui sollt egales
quand on les evalue avec une pendule siderale, sont encore egales quand
on les evalue avec une pendule ordinaire, qui marque ce qu'on appelle le

temps moyen. II n'en serait plus de meme si l'on se servait d'une pendule
reglee sur le mouvement apparent du Soleil: les lois de la Mecanique, simples

avec la pendule siderale, se compliqueraient singulierement avec la
pendule solaire: c'est cette simplicite qui a determine le choix. Comment
est-on arrive ä le reconnaitre? Par de nombreuses observations dont quel-
ques-unes sont tres vulgaires. Nous sommes habitues ä la repetition d'une
foule de phenomenes, qui se ressemblent tellement que nous les regardons
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releve, on a adopte pour cette vitesse une valeur telle que les

lois astronomiques compatibles avec cette valeur soient aussi

« simples» que possible.
On voit que le terrain est mouvant. Le probleme de la

simultaneity sensible est pose avec toute son ampleur par Poincare1
dans l'hypothese simple suivante. « Considerons trois astres, dit
l'illustre geometre, par exemple le Soleil, Jupiter et Saturne;
mais, pour plus de simplicity, regardons-les comme reduits ä

des points matyriels et isoles du reste du monde. Les positions
et les vitesses des trois corps ä un instant donne suflisent pour
determiner leurs positions et leurs vitesses ä l'instant suivant,
et par consequent ä un instant quelconque. Leurs positions ä

l'instant fdeterminent leurs positions ä l'instant t + h, aussi bien

que leurs positions ä l'instant t — h. II y a meme plus; la position

de Jupiter ä l'instant t, jointe ä celle de Saturneä l'instant
t + a, determine la position de Jupiter ä un instant quelconque
et celle de Saturne ä un instant quelconque. L'ensemble des

positions qu'occupent Jupiter ä l'instant t + s et Saturne ä l'instant
t-\- a+ c est lie ä l'ensemble des positions qu'occupent Jupiter
ä l'instant t et Saturne ä l'instant t + a, par des lois aussi pre-

presque comme identiques. II est commode de dire qu'ils demandent le

meme temps pour s'accomplir; cela signifie, au fond, qu'on suppose l'exis-
tence d'une pendule marchant de teile faqon qu'elle marquerait toujours
des temps egaux pour la duree de ces phenomenes. Voici un sablier; j'ad-
mets bien volontiers qu'il mettra le meme temps ä se vider, aujourd'hui ou
domain, dans cette chambre ou dans cette autre: de intae pour une foule
de phenomenes physiques. Cette habitude est si familiere qu'on a prdtendu
trouver lä une definition de l'egalite de deux durees : deux durees sont

egales, dit-on, si pendant chacune d'elles, s'accomplissent deux phenomenes
identiques. Cette proposition, prise comme definition, contient un non-sens,
ou tout au moins un cercle vicieux : tout d'abord, il n'y a pas, ä propre-
ment parier, deux phenomenes identiques ; s'ils sont deux, si on les

distingue, c'est qu'ils different par quelque chose: pourquoi ne different-ils
pas par leurs durees? Ce qui caracterise un phenomene, c'est comme l'on
dit, les circonstances de ce phenomene, et la duree du phenomene est

une de ces circonstances; pourquoi l'isoler des autres? Veut-on dire que
si toutes les circonstances de deux phenomenes, autres que la duree, sont
les meines, les durees aussi seront les meines? On aurait grand'peine ä

trouver de pareils phenomenes; et la definition, ainsi comprise, serait peu
applicable; c'est sans doute quelques circonstances qu'on veut dire ; les-

quelles »

1 Revue de Metaphysique et de Morale, 1898, p. 1.
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cises que celle de Newton, quoique plus compliquees. Des lors
pourquoi ne pas regarder Tun de ces ensembles comme la cause
de l'autre, ce qui conduirait ä considerer comme simultanes
l'instant t de Jupiter et l'instant t -\-a de Saturne? II ne peuty
avoir ä cela que des raisons de commodite et de simplicite, fort
puissantes, il est vrai.»

Cet exemple du grand geometre franqais montre parfaitement
combien flottantes sont pour nous les notions de temps et de

simultaneite experimentales. C'est en ce sens qu'on peut donner
pleinement raison ä Einstein lorsqu'il parle de la relativite de

la simultaneite. Toutes ces questions n'ont pas de sens, dit-il.
C'est vrai; mais rien ne nous empeche de leur en conferer un!
II est bien evident, en effet, qu'etant donnee la tournure de notre
esprit, nous pourrions certainement, dansl'exemple de Poincare,
introduire un parametre t qui jouerait le role du temps; ne
varierait pas proportionnellement ä -r; la dependance serait plus
compliquee, voilä tout.

Vue sous ce jour, la simultaneite apparait comme une
convention, un artifice matheinatique, introduit pour nous permettre
de jeter un coup d'oeil d'ensemble sur des corps en mouvement,
d'etablir des figures, telles ces images du Systeme solaire que
Ton voit dans les traites d'astronomie.

Comme le dit Poincare, nous voulons nous representer le monde

exterieur, car ce n'est qu'ä ceprix que nous croirons leconnaitre.
C'est pourquoi nous aimons tout au moins ä imaginer une
«intelligence» tres puissante, une sorte de grande «conscience»

qui se representerait ä la fois, h chacun de «ses» instants, tous
les points d'une portion immense de l'univers.

Ceite image proposee par Poincare est excellente. Elle nouS

donne une veritable definition de la « representation » du monde
sensible. Elle est suggeree par l'extension ä un etre fictif des

phenomenes qui permettent ä notre etre de prendre conscience

de son ambiance. Cette « conscience» serait celle de quelque
immense pieuvi e penetrant tout l'Univers avec ses tentacules
subtiles et innombrables, et dont l'influx nerveux se propagerait
avec une vitesse infinie jusqu'ä ses centres conscientiels.

L'etre ainsi imagine a une existence inddpendante du monde

physique qu'il est appele ä juger; il est extra-phenomenal. Alors
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que nous accordons une vitesse infinie ä son influx nerveux, il
nous repugnerait d'en attribuei* une ä quelque manifestation
« naturelle ». Mais ici, parier d'une teile vitesse n'est qu'une autre
maniere de dire que le temps sensible est relatif, relativite qui
resulte immddiatement de l'extension au monde exterieur de la
relativite du temps rationnel. On admet, en efl'et, que tous les

mouvements de l'univers physique pourraient etre « ralentis»
dans un meme rapport sans que les positions relatives des

« points physiques» soient alterees. A la limite, toutes les vitesses

sont infinimentpetites, et nous pouvons imaginer qu'on examine
ä son aise les configurations successives. Or, evidemment, ces

vitesses ne peuvent etre «infiniment petites » que par rapport a

un etre de comparaison, qui conserverait la notion de vitesse

finie, ce qui revient exactement ä comparer les vitesses finies ä

une vitesse infinie.
On pourrait dire aussi que l'univers exterieur a ete quasi-

solidifiö, et retrouver de la sorte une extension du principe de

solidification deja employe dans la mecanique des fluides.
On voit ainsi reapparaitre le corps solide, qui joue un role

fondamental dans la notion de simultaneity comme on l'a sou-

vent releve. II n'y a pas lieu de s'en etonner. Un solide, en eft'et,

est une portion de l'ytendue geomdtrique, c'est-ä-dire un
ensemble de multiplicitds, et nous avons vu que, par definition,
« multiplicity » etait synonyme de « variation simultanee».

Ce qui pröchde paraitra, en general, relativement simple et

clair. Nous allons nous en servir pour es^ayer de pdnetrer les

difficultes que l'on rencontre dans la comprehension de la Theorie
de la relativite1.

Auparavant, nous attirerons l'attention sur les inconvenients
de certaines habitudes de langage.

II est d'usage courant en Mathematiques de donner aux points
une existence absolue et de dire que l'on rapporte un «meme»

point P tantot k un Systeme d'axes tantot ä un autre. Si ce

langage n'a pas d'inconvenient lorsqu'il s'agit d'objets denues de

qualite comme les points des geometres, il peut en avoir de

grands dans une theorie physique ou les points acquierent cer-

1 Voir Guillaume, Ed., loc. cit., Arch. 1917, p. 5 et suiv.
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taines propriötes. Dans la Theorie de la relativite, chaque point
est caracterise non seulement par les valeurs que prennent, en
ce point, trois coordonnees x, y, z, mais aussi par les valeurs
d'un parametre x indiquant le temps local. Tout Systeme de
valeurs des quatre quantites (x, y, z, x) est appele «evenement
elementaire»; il est representable par un point de Tespace ä

4 dimensions. Le inot « evenement», malheureusement, dvoque
ä tort l'idee que 1'on se fait d'un evenement dans la vie courante,
et le fait qu'il est representable par un point geometrique con-
tribue encore plus ä lui conferer une existence absolue. Aussi,
lorsqu'on fait un changement d'axes, il nous semblera tout natu-
rel de dire que c'est le « meme» evenement que l'on rapporte ä

un autre Systeme de reference; on pense tout naturellement ä des

observateurs qui assisteraient d'endroits ditferents ä quelque
manifestation naturelle. Ce langage, admissible dans les

descriptions grossieres de tous les jours, peut ne plus l'etre, lorsque,

par exemple, on comparera entre elles des sources lumineuses
servant d'horloges, comme nous le verrons plus loin.

C'est pourquoi nous prefererons dire que les evenements
observes sont conjugues, affirmant par lä qu'ils ne sont pasparfai-
tement identiques, qu'ils different en quelque chose1. Tout
evenement elementaire d'un Systeme S aura ainsi son conjuguö
dans un Systeme S'. En particulier, ces evenements pourraient
etre confondus.

Ce langage est d'autant plus indique qu'un physicien n'ad-
mettra pas, en general, la compenetration de tous les systemes
de coordonnees, comme le font les mathematiciens. Pour lui,
« Systeme de reference » sera synonyme de « portion d'un milieu
physique», et changer de systemes reviendra ä etablir une
correspondance entre tous les evenements conjuguös de ces different

es portions.
Nous allons illustrer immediatement ce qui prtichde sur un

exemple celebre : l'experience de Michelson et Morley. On sait
— et nous le verrons plus loin — que le temps employe par la
lumiere au parcours des distances d entre les miroirs est, pour
l'observateur au repos relativement aux appareils:

1 Voir la note pages 289-291.
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c0 etant la vitesse de la lumiere. Pour un observateur qui voit
passer les appareils devant lui avec une vitesse uniforme v, le

temps de parcours serait:

Ainsi done, voici un « meme » evenement dont la duree depend
du systemo de comparaison, autrement dit, qui a une infinite de

durees differentes! II est bien evident que ce qui nous choque
provient du mot « meme », malencontreusement introduit, et
qu'il vaut mieux parier d'« evenements conjugues ».

Une remarque analogue peut etre faite au sujet de la trajec-
toire, dans l'espace ä quatre dimensions, du point representant
un evenement elementaire, trajectoire que l'on a appelee « ligne
d'univers ». Cette trajectoire n'a d'existence que pour le groupe
des systemes — en nombre infini et en translation relative
uniforme — qui ont la meme fonction-acceleration par rapport
au point envisage. En particulier, si l'on se place sur ce point,
c'est-ä-dire si l'on est au repos relatif avec lui, la ligne d'univers
consideree s'evanouit, et est remplacee par une droite. Le «temps
propre» du point, qui est par definition proportionnel ä la

longueur de la ligne d'univers, ne sau rait done non plus avoir
une existence absolue ; il depend du groupe de systemes de

comparaison.
Ces remarques faites, nous considererons, d'une faqon generale,

deux systemes S et S', que nous supposerons, pour plus de

simplicity, reduits ä deux axes Ox et O'x'. Nous admettrons qu'on
ait defini des horloges h (t) et qu'il y en ait une en chacun
des points de Cte pour donner le temps t dans le Systeme S.

Nous ferons la meme hypothese en ce qui concerne les horloges

h'{t') indiquant le temps t' du svstemeS'. Nous supposerons
enfin qu'ä tout fivenement elementaire (x, z) de S se conjugue
un evenement elementaire (x', z') de S', la conjugaison se faisant
au moyen des relations:

x' f(x,z)-, z'z=g(x,z) (1)
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II so passe alors des choses curieuses que nous allons examiner.

Pla^ons-nous sur le Systeme S et donnons ä t une valeur deter-
miiiee t,. Toutes les horloges de S indiquent le temps t, ; on dit
qu'elles sont « simultanees ».Or,en general pour cettevaleur t,.
les horloges de S' marqueront chacune des temps P differents,
variables avec x', et que les relations (1) permettront de

calculer; autremont dit, les horloges de S seront simultanees,
tandis que les horloges de S' ne le seront pas; le Systeme S aura
un temps bien determine, le Systeme S' n'en aura pas; il aura
en general tous les temps possibles. Mais, d'autrepart — etc'est
ce qu'il y a de tres curieux — nous pourrons faire un raisonne-

ment identique en nous plagant sur S', et en donnant ä t' une
valeur determinee t,.

En d'autres termes, la simultaneite perd son sens absolu; eile

devient relative au Systeme de reference sur lequel on se place.
Au lieu de la « conscience » universelle de PoincarA nous
devrons imaginer une « conscience » particuliere ä chaque
systhme, servant ä definir la simultaneite de celui-ci,etpercevant
les differentes parties des autres systemes ä des instants qui ne

sont pas simultanes pour les « consciences » de ces systemes.
Toutes ces «consciences »sont ainsi completement impenetrables
les unes aux autres.

Des lors, Ton peut se poser la question fondamentale suivante:
Toutes ces « consciences », reciproquement impenetrables,

excluent-elles l'introduction de la « conscience » universelle
imaginee par Poincare? En termes moins mystiques : ne peut-on
faire un changement de variables et exprimer t et en fonction
de deux autres variables ret t auxquelles on attribue: ä la
premiere un röle « spatial» et ä la seconde un role«temporel»?

Qu'est-ce que cela veut dire exactement
Avant de poursuivre, remarquons que nousavons suppose les

points x et x' au repos relatif dans leurs systbmes respcctifs. Si

ce n'etait pas la cas, les choses seraient plus simples encore. En
effet; le probleme consisterait ä se donner, par exemple, le

mouvement de x en fonction de t et ä determiners;' en fonction
de t' au moyen des relations (1). II n'y a plus qu'une variable
independante que nous pourrons exprimer ä l'aide de t
seulement.
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Cela dit, reprenons notre question. Pour ne pas compliquer
outre mesure, supposons que les relations (1) sont developpables

en seric de puissances et que les termes lineaires ne sont pas
nuls. Nous pourrons toujours nous arranger pour que les

coefficients des termes en x soient de dimension nulle (nombre pur);
x etant homogene ä une longueur, les termes en x seront alors

eux-memes homogenes ä une longueur. II devra en etre de

meme des termes en t, autrement dit, leurs coefficients devront
etre homogenes ä une vitesse. On peut toujours decomposer ces

coefficients en un produit d'un nombre pur par une meme vitesse

constante c„, de sorte que, finalement, on pourra definir deux
nouvelles variables

u c0t ; «' c0t' (2)

homogenes ä des longueurs. Ainsi, aux variables t et t' qui
symbolisent le temps, on peut substituer les variables spatiales

u et u'. En d'autres mots, il est possible de se passer de la notion
de temps et de ramener toutes les mesures ä des constatations
de coincidences spatiales. Les durees en soi ne jouent aucun rOle.

Tout ce qui nous interesse, e'est la connaissance de l'ensemble
des systemes de valeurs simultanes — au sens mathematique
— qui satisfont aux relations (1). Ce qui est essentiel, e'est de

savoir que lorsqu'un mobile a parcouru la distance Ax, un
autre mobile a parcouru la distance Mi, et que les mobiles

conjugues ont parcouru respectivement les distances Ax' et Mi'.
Que cela ait dure une seconde, une heure, un jour, un siecle,

que cela se soit passe « regulierement » ou non, que cela ait eu

lieu « en meme temps » dans le monde sensible, peu importe.
Nous donnerons le nom d'« horloge-mere du Systeme S » ä la

coordonnöe u, et celui d'« horloge-mere du systemeS' » ä la
coordonnee u'.

Une « vitesse » sera, par definition, proportionnelle au
quotient differentiel du chemin parcouru par rapport h l'horloge-

mere du Systeme envisage, c'est-ä-dire ä ^ pour S et ä^r
pour S'.

Nous nous trouvons ainsi en presence d'une nouvelle
representation analytique des points de l'espace, et d'une nouvelle
correspondance ponctuelle. A tout point du continu lineaireOx,
par exemple, correspondent deux nombres x,u de meme espece,

Akcmlves, Vol. 46. — Dccembre 1918.
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mais cos nombres ne peuvent pas etre consideres comme des

coordonnees du point, au sens habituel, comme des coordonnees

homogenes, par exemple.
Or, d'autre part, nous aurions pu parfaitement ne faire appel

qu'ä la notion de temps, et rendre tous les termes du develop-
pement homogene ä cette grandeur. Dans ce cas, les longueurs
eussent ete mesurees par les temps employes ä les parcourir.

Concluons : rationnellement, nous pouvons travailler soit
avec Vune, soit avec Vautre exclusivement, soit ä la fois avee

Ihme et 1'autre des notions temporelle et spatiale. Des lors, notre
choix nepeut etre dicte que par des convenances psychologiques,
et nous demons introduire le temps et l'espace dans nos theories
de fagon telle, que celles-ci soient aussi intuitives que possible.

Remarquons du reste qu'en pratique toutes les mesures
tempore! les se ramenent ä des mesures spatiales, tandis qu'en
perception, nous concevons mieux les longueurs si on les exprime
en temps. Les anciennes bornes routieres portaient les distances

en heures ou en lieues, distance parcourue ä pied en une heure.
Ce qui precede trouve sa confirmation dans l'extension de la

Theorie de la relativite k la gravitation1: on n'y distingue meme

plus les quatre coordonnees en coordonnees spatiales et coor-
donnee temporelle. Ce sont quatre nombres x,, x2, x.t, xt, qu'on
peut representer par un point dans un espace fictif k quatre
dimensions et sans signification physique. Toutes les mesures
deviennent spatiales.

II nous est facile maintenant de repondreäla question primi-
tivemont posee: Faire le changement de variables envisage,
revient ä decomposer deux variables spatiales u et u' en deux

autres variables spatiales, dont l'une jouera, par convention, le
role d'horloge. Celle-ci, k son tour, sera decomposee en un pro-
duit d'une vitesse par une variable t independante du Systeme
de reference. Ce sera le temps auxiliaire universel. Alors les

vitesses seront, par definition:

a,i. ' a.jc

'lx=Tt ' <Ix ~ ~dt ;

du
c

1 Voir par exemple: Einstein, A. Ueber die spezielle und die allgemeine
Relativitätstheorie, Sammlung Vieweg, Heft 38, p. 64 et suiv.
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et les vitesses par rapport ä l'horloge-mere correspondante
seront:

1 -i d—
— (4i

c0 d-. ~ ~c :
c0 dx'~ c' ' U

D'autre part, on a, en dift'erentiant (1) et tenant compte de

(2):
dx' kdx + Bdu

| du' C dx + Drfu 11

oü A, B, C, D sont, en general, des fonctions de x, x', u, u'.
Divisons tous les termes de (5) par dt et faisons le quotient des

deux equations ; il vient:

A<7 -I- Be
— x (6)
c' Cqx + Dc

C'est l'expression analytique de la composition des vitesses; elle
est homogene par rapport aux vitesses. Un cas important est
celui oü A, B, C, D sont des constantes; alors (6) represente une
transformation homographique. Si, de plus, nous remplaqons
dans (6) c et c' par c0, nous obtenons une expression en relation
projective simple avec la premiere, comme s'il s'agissait de
coordonnees homogenes.

En resume, nous voyons que nous allons avoir affaire ä un
nouvel algorithme: les vitesses homogenes, qui va donner naissance
ä une branche nouvelle de la Science du mouvement; on peut
l'appeler si Ton veut Cinematique projective. La Cinematique
classique n'en est qu'un cas particulier; c'est celui oü

§ 2. — Etude de la transformation de Lorentz dans
LE CAS • OU TOUS LES POINTS SONT AU REPOS RELATIF

DANS LEURS SVSTEMES RESPECTIFS.

La Theorie de la relativity part, comme toute Cinematique,
d'un certain groupe de deplacements.

Le groupe particulier qui est ä la base de cette theorie est

appele groupe de Lorentz, du nom de son inventeur; il est appa-
rente au groupe hyperbolique.
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II serait absolument vain d'essayer de le deduire de considerations

simples, comme tentent de le faire les relativistes, car,
invente pour condenser un complexe d'experiences et de
conventions tres diverses, il a justement la pretention d'etre l'ins-
trument le mieux approprie ä son analyse. II ne faut pas

commencer ä rebours. Comme M. Bouasse le dit avec tant de

bon sens, on pose une formule et Ton en deduit les

consequences; si celles-ci concordent avec l'experience, on aura par lä

meme montre pourquoi on l'a posee. Quant ä savoir comment on
est arrive ä la poser, c'est une question difierente, d'ordre tout
historique, et qui n'entre pas dans notre objet. Bien entendu

par lä nous ne prejugeons en rien des « explications » qu'on

essayera certainement de donner un jour des phenomenes
classifies par la Theorie de la relativite, « explications » qui seront
ä celle-ci ce que la Mecanique statistique est ä la Thermodyna-
mique.

Nous prendrons la transformation de Lorentz sous la forme

qu'on lui donne habituellement. On considere deux systemes
d'axes rectangulaires Sj(a?,, yt,zt), S2(rc2, y3, zs) qui se de-

placent l'un par rapport ä l'autre de faqon que les plans je, y, et

x„ya soient superposes, Faxe x, etant contrel'axe x3 et de meme

sens; les plans x,z, et xtz3 d'une part, et les plans ytz, et y2z2
d'autre part restent alors constamment paralleles. A chaque

point de S, on fait en outre correspondre une valeur determinee
d'une coordonnee u, qui represente l'horloge-mere du Systeme

S4; de meme tq sera une coordonnee representant l'horloge-mere
deS.2. Al'evenementeiementaire {xi,yi,zi, it,) deS, correspon-
dra l'evenement conjugue (x3, y3,z3, u3) de Ss. Ces evenements
sont alors supposes lies par la transformation suivante, due ä

Lorentz :

»] ß -I- «, ß («2 + <*r2) ; il ;r2 ; -2

r
1

I on p —— _ ; a constaote.
f

4

|/1 — <*a

Observons d'abord que cette transformation est symetrique,
c'est-ä-dire qu'on l'obtient resolue par rapport kx3, y3,z3,u3 en

permutant les lettres xt etx3, y, et y3, zt et z3, it, et u3i et en

changeant a en — a.
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Dans ce qui suit, pour simplifier, nous ferons abstraction des

axes y2 et z,, z2, et nous admettrons que les deux systemes
S, et S2 se reduisent aux axes xl et x.2 glissant Tun contre l'autre.
Nous n'emploierons done pour le moment que les deux premieres
equations (I).

Tout d'abord, nous ferons le «mitrage » des syst&mes, e'est-ä-

dire nous tracerons, en deplaqant une regle rigide par exemple,
des echelles sur les axes a;, et afin qu'aux nombres xi et x2
qui satisfont ä (I) correspondent des points bien determines sur
les axes. Les echelles ainsi tracees sont, par definition, identiques
sur les deux systemes.

Puis, nous procederons au «chronometrage » des systemes. A
cet effet, nous commencerons par remarquer que les horloges-
meres m, et u.2 ne sont pas autre chose que les chemins parcou-
rus simultanement parlalumiere, les «cheminsoptiques», dans
les systemes S4 et Sä respectivement. Ainsi, alors que dans la
Mecanique classique, il n'y a qu'une seule horloge-mere, la rotation

p de laTerre, qui est une horloge circulaire, dans la theorie
qui nous occupe, chaque Systeme a son horloge-mere, et celle-ci
est une horloge lineaire, une sorte de clepsydre lumineuse. Nous

supposons, en effet, que les rayons se propagent dans le vide et

que cette propagation est rectiligne. Le maniement de ces clep-
sydres n'est pas tres commode, meme en imagination; e'est

pourquoi nous exemplifierons le temps ä l'aide d'horloges auxi-
liaires, fondees sur un phenomene periodique, et supposees en

synchronisme parfait avec l'horloge-mere. Pouvons-nous prendre
comme instrument auxiliaire n'importe quelle manifestation
postulee «uniformement» periodique en vertu du principe de

raison süffisante Evidemment pas; mais il est permis de sup-
poser que les sources lumineuses, plus generalement les sources

d'energie rayonnante, sont naturellement synchronisables sur

l'horloge-möre, autrement dit que le rapport de la vitesse de

la lumiere h la frequence de la source envisagee, ne depend pas
du temps. En fait, si Ton examine les applications de la Theorie
de la relativite, on verra que comparer des horloges revient tou-
jours ä comparer des couleurs.

Nous envisagerons, pour etre precis, des raies spectrales de

frequences bien determinees. Considörons, par exemple, la raie
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D du sodium. A cette raie correspond un nombre 'o, qui designe
sa frequence par rapport ä la rotation terrestre. N'ayant pas
affaire ici ä des phenomenes mecaniques, nous ne pouvons utiliser
cette horloge, et le nombre v„ devient arbitraire. Par contre,
nous pouvons comparer au spectroscope les autresraies A, B,...,
G, k la raie D, et determiner les rapports :

qui seuls importent.
Cela pose, nous imaginerons que Ton a dote chaque point des

systemes de sources-horloges identiques, ayant meme frequence
lorsqu'on les compare cote ä cote au repos. Enfin, on peut sup-

poser qu'on adjoigne ä chaque point de l'espace un «demon-

compteur», charge d'enregistrer le nombre de vibrations lumi-
neuses, et, d'indiquer ainsi les durees ^coulees.

De la sorte, nos systemes sont parfaitement identiques. Rien
ne permet de les distinguer Tun de l'autre. S'ils dtaient pure-
ment mecaniques et animes d'une translation relative uniforme
de vitesse v, on passerait de l'un a l'autre au moyen de la
transformation dite galiUenne:

.r, .r2 + vt

Supposons que nous nous placions sur S, et que tous les points
de S2 soient au repos relatif. Alors de

A.»', A.r2 + vXt

on tire övidemment :

A.»-,

M (hx'

Voyons ce que donnent les equations (I) dans l'hypothbse ou

Xx.2 est nul. Entre les accroissements concomitants Am, et Au2
des chemins optiques, on obtient la relation :

A u
A«, j/i — d-

qui nous montre que A«, est plus grand que A«<s. Vis-ä-vis de ce
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fait, on peut avoir deux attitudes simples, egalement remar-
quables :

1° On admet que la vitesse de la lumiere c2 dans S2,pourl'ob-
servateur lie ä S,, est inferieure ä la vitesse cu que cet observa-

teur mesure dans son Systeme1, et cela suivant la relation:

ca — c0[/i — a1 (1)

2° On admet que la vitesse de la lumiere dans S2 est mesuree,

pour S,, par le meme nombre c„, mais que les hoi'loges de S„
vont plus vite que celle de S, dans la proportion :

^i 1

(2)
at2

1

t, et t9 etant les temps donnes par les sourees-horloges.
Comme la forme symetrique de la transformation de Lorentz

permet de faire des constatations et des hypotheses identiques
en ce pla^ant sur S2, nous pouvons dire qu'elle est compatible
avec les deux points de vue simples suivants :

1° Dans le vide, la vitesse d'un rayon lumineux mesuree dans

le Systeme auquel appartient le rayon et par un observateur au

repos dans ce Systeme, est une constante universelle c'„. C'est ce

que nous appellerons le Principe de la constance relative de la
vitesse de la lumibre.

2° On accorde ä, la vitesse de la lumiere dans le vide non
seulement la valeur constante c„ pour les rayons qui sont dans

le Systeme portant l'observateur, mais aussi pour les rayons qui
se trouvent dans d'autres systemes, quels que soient les mouve-
ments de ceux-ci par rapport au premier. C'est le principe de la
constante absolue de la vitesse de la lumiere.

On sait qu'en partant de ce dernier principe et en postulant
la relativite, c'est-ä-dire la symetrie de la transformation,
Einstein parvint directement ä la transformation de Lorentz. Dans

1 II est bien clair que par c0 nous designons un nombre fixe et determine.

On posera par exemple :

c„ 300000 ^—sec-lumiere

definissant de la s-orte une nouvelle unite de temps: la «seconde-lumiere »j
distincte de la « seconde-terrestre».
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ce cas, les chemins optiques w, et m2 sont lies aux temps locaux

t, et t2 des systemes S, et S2 par les equations

II en resulte pour la vitesse relative v des systemes :

A;r, A.r2
'

Ar, At„

(3)

(4)

Supposons qu'on ait mesure sur S2 une longueur (x2 — x'2)(;

avec une regle-unite rigide. C'est ce que nous appellerons une
longueur göometrique. La longueur cinematique correspondante
est obtenue en determinant sur S, les points x't et x[ qui
coincident respectivement avec les extremites du segment (x"2 — x'2)r,

ä un meme instant et en mesurant ensuite, avecla regle-unite
ci-dessus, la distance sc" — x[. Les Equations de transformation
donnent alors, entre les longueurs geometrique et cinematique
d'un segment, la relation :

— *0T= K — ^)Q i/1 — «2 (5i

qui exprime la celebre « contraction » de Lorentz.
Voyons maintenant quelles sont les representations qu'on peut

lier aux mouvements des systemes. Supposons toujours que nous

sommes sur S,. A un instant quelconque, les aiguilles de tous
les compteurs de S, marquent la meme heure; elles sont «simul-
tanees» par definition, affirme Einstein. Prenons pour simplifier

X, 0

Toutes les aiguilles sont au zero. La transformation (I) montre
alors qu'il n'y a qu'une seule horloge de S

ä qui est au zero ä ce

moment-lä; c'est celle situde ä l'origine de Ss, car si

t, 0 r2 0

on a :

x1 0 x2 0

Toutes les autres horloges de S2 marquent un temps r2 ^ 0
donne par :

aß a



THEORIE DE LA RELATIVITE 305

Elles avancent du cöte des x, positifs et retardent de l'autre.
En d'autres termes, alors que toutes les horloges de S, sont
simultanees, Celles de Sa ne le sont pas. Mais cela n'est vrai que
pour la «conscience» partielle C, qu'on attribue ä S,. La
«conscience » partielle C2 supposee liee ä S4 fera, de son cote, exactement
les memes reflexions. C'est ce que l'on constate en permutant les

accents et changeant le signe de a dans les formules precedentes.
Ainsi, la simultaneity est purement relative. Alors que le

Systeme entier sur lequel on suppose que l'observateur est place,

a, ä chaque instant, un temps unique et bien determine, le

Systeme qu'il voit passer devant lui, a, au meme instant, tous
les temps possibles, selon les points envisages. Get observateur
est dans l'incapacite complete de reperer simultanement dans

son systeme, deux points simultanes du systbme en mouvement;
c'est ce qui cree la « contraction» de Lorentz.

On voit done clairement de quelle faqon essentiellement
subjective on utilise la transformation de Lorentz dans la forme
habituelle de la theorie, c'est-ä-dire eny adjoignant le principe de

la Constance dbsolue de la vitesse de la lumiere. Par convention,
on fait exprimer aux variables (x,, t,) — respectivement (x „, x2)

— les longueurs et les temps «reels» du systeme sur lequel on

suppose l'observateur place; alors (x2, t2) — respectivement
(sc,, t,) — expriment les longueurs et les temps «apparents» de

l'autre systeme pour ce meme observateur.
II est aise maintenant de montrer pourquoi cette interpretation

nous choque. Supposons-nous toujours sur S,. La transformation

n'a de sens que si v est inferieure ä c0; toute vitesse de

S2 superieure ä c0 est exclue. Or, par convention, nous dödarons
simultane l'ensemble des points de S, lorsqu'on pose :

7, constante.

Ceci entraine — par definition meme — la possibility de

communiquer avec une vitesse intinie entre deux points quel-

conques de S,, par exemple de transmettre instantanement ä

l'aide d'une tringle rigide des signaux entre ces deux points,
en contradiction manifeste avec l'impossibility de donner ä S2

une vitesse superieure ä c0. En d'autres termes, la convention

representative est inadyquate. Puisqu'aucune vitesse in-
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finie n'est possible, il faut purement et simplement rcnoncer ä

la representation d'un domaine fini. Tout se borne ä cette

constatation que lorsqu'en x, l'horloge marque en x.2 l'horloge
marque t 8. Autrement dit, non seulement nous ne pouvons faire
appel ä une conscience Active universelle pour definir la
representation, mais meme les « consciences partielles» s'accordent
mal avec les variables t, et t2. Tout, dans la transformation,
est essentiellement local. On interdit en quelque sorte ä la pensee
d'aller d'un point k l'autre avec une vitesse superieure a c01!

C'est cette antinomie qu'il faut essayer d'ecarter.
Les relativistes se defendant de faire la distinction entre

« reel» et «apparent», soutenant qu'elle est vaine puisque des

observateurs entraines chacun avec son Systeme, ne pourront que

comparer ce qu'ils pergoivent, soit le « reel» avec «l'apparent».
et jamais deux « reels» ou deux «apparents ». Or, cela n'est pas
tout ä fait exact. 11 est bien vrai que, physiquement, ils ne pourront

comparer que ce qui est an contact le plus immediat. Mais

en dehors de ces comparaisons physiques, il y a des comparaisons
mathematiques, sans lesquelles tout raisonnement, tout calcul
serait impossible. C'est ce qu'a exprime M. Darlu en termes
excellents2 : « On nous parle, dit-il, de deux groupes d'observa-
teurs qui mesurent, chacun de son cote, la duree d'une serie de

mouvements. 11 y a necessairement un tiers, un savant, si l'on
veut, qui s'assure qu'il s'agit de la meme suite de mouvement et

qui, rapprochant les deux mesures, trouve qu'elles donnent des

temps differents. Ce tiers a done dans son esprit une notion de-

terminee du mouvement, une notion determinee du temps qu'il
applique egalement aux deux experiences. Les experiences
different, mais en quoi sa notion du temps est-elle changeeV Par
hypothese meme, eile est la meme, puisqu'elle lui permet de rap-
procher, de comparer les deux experiences, d'en enoncer le re-
sultat. La difference est dans les faits, dans les experiences. II
lui appartient de chercher si l'une est plus vraie ou plus illusoire

que l'autre. Les verites les plus opposees s'accordent fort bien
quand elles ne sont que relatives.»

Selon nos premisses, nous avons pose que les deux systemes

1 Voir la note sur le paradoxe d'Ehrenfest, p. 321.
2 Bulletin de la Societe frangaise de Philosophie, n° 1, 1912.
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sont identiques, metres et chronometres identiquement, avec
des instruments identiques; ils sont indiscernables, parfaitement
equivalents, animes d'une translation purement relative. Or, je
le demande, toutes ces affirmations ne sont-elles pas universelles,

je veux dire independantes du Systeme sur lequel on se

place? Et pourquoi, des lors, ne pourrait-on passer d'un Systeme

a l'autre ä l'aide de la transformation galileenne? N'est-ce pas,

une fois de plus, une question de «point de vue», et ne pourrait-
on imaginer qu'on concretise le point de vue universel par une
« conscience » C, servant ä definir le temps universel t?

Yoyons si cela est possible. Nous devrons commencer, bien

entendu, par abandonner le principe de la constance absolue de

la vitesse de la lumiere et le remplacer par celui de la constance

relative; autrement dit, au lieu d'exprimer les chemins optiques
et wä en fonction des variables t, et t«, introduites par les

relations (3), nous devrons les exprimer en fonction de deux

autres variables t et r, dont l'une jouera, par convention, le role
de temps universel et l'autre, r, sera une fonction spatiale, c'est-

ä-dire une fonction de xl et de x2, selon le Systeme envisage. II
est alors naturel de poser, pour les relations cherchees, les formes

lineaires simples suivantes :

«j ctI -(- r ; us — c2t — r (6)

oü c, et c2 sont deux quantites dont nous disposerons en suppo-
sant — dans le cas specialement envisage au present para-
graphe — qu'elles ne dependent pas de t. Substituons les valeurs

(6) dans la seconde equation (I); nous obtenons :

R" ~ '
1 + m ^ <7)

ß + l 1

ß + l
Supposons d'abord que nous sommes sur S,, et disposons de

Cj et c.2 de fagon que l'equation (1) soit satisfaite. Designons par
c^et c[ les valeurs qu'elles prennent dans cette hypothese. On

aura :

c't ca ßc; (i'i

aß ß — 1
,8,r«»a,») FPia'»==~sra'*

oü x2 ne depend pas de t par hypothese.
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Pour etudier commodement ces relations, le plus simple est
de tracer un graphique. A cet effet, l'on posera :

a ia ;

alors les deux premieres Equations fl') expriment une rotation
des axes (x,, cnv) et (x2, c0-s) d'un angle A autour de l'origine,
tel que

a tg A

et la figure 1 montre que l'on a alors :

1
b - cos A ; ab ~ sin A

[/I + a2

ab 1 — b A

r+i ~ —tg T •

Si, maintenant, nous nous pla^ons sur S2, nous pourrons re-

pöter identiquement le raisonnement precedent, et l'on par-
viendrait aux relations correlatives :

< - co K (n
(*i) — • (8')
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On voit sur la figure que

OP, := x1 ; OP2 x2 ; P,P e0T, ; P2P

PR; PR; c0t ; PR, PB2 Sf; PiRj ^

En definitive, nous pourrons ecrire le Systeme de relations
suivant, forme ä l'aide des deux premieres equations (I) et des

equations (3) et (6):

Ce Systeme remarquable resoud le probleme. II se compose
de quatre equations entre les cinq variables xt, x2, t, t2, t; mais

comme l'une quelconque des equations est la consequence des

trois autres, nous avons toujours deux variables independantes.
En remplacant c0-2 dans la premiere equation par sa valeur tiree
de la quatrieme, nous obtenons en tenant compte de (4), la relation

fondamentale :

Ainsi, du point de vue de C, les systemes se meuvent Men

comme des touts rigides ordinaires, conformement aux premisses.
La vitesse v sera toujours, evidemment, inferieure ä c0. Mais
cela ne saurait gener notre comprehension, la transformation
galileenne etant elle-meme independante de cette restriction;
eile ne doit etre utilisee que dans un certain domaine de validite,
voilä tout.

La figure 2 montre immediatement dans le Systeme de variables

imaginaires, pourquoi la « contraction» disparalt lorsqu'on in-
troduit le parametre t, et que Ton a effectivement:

x, ß(j^2 + ae0T2)

co"i ß(foT2 + a;r2)

Xj X., + t>t

ft
X. — X, x

II convient de bien remarquer que nous n'avons nullement
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« mutile» la transformation de Lorentz, oxprimee par les deux

premieres Equations (I'), Nous n'avons fait qu'un « changement
de variables», traduction en langage mathematique de «

changement de point de vue». Les equations nouvelles, c'est-ä-dire les

deux dernieres du Systeme, permettent d'exprimer le temps

local en fonction du temps universel, et vice versa. Pour le ma-

themacien, la question de savoir si Tun des points de vue est

plus «vrai» que l'autre ne se pose pas; ils sont equivalents —

egalement justifies, dirait Einstein — en ce sens qu'on peut passer

de l'un h l'autre, traduire l'un dans l'autre, simplement en

fixant Celles des variables que Ton conviendra de regarder comme

indepentantes.
Pour C,, par exemple, le temps t, ne depend pas de %,, tandis

que t en dependra. Ce sera le contraire pour C. Les «consciences »

C, et C ou C.2 et C sont aussi «impenetrates » l'une ä l'autre

que les «consciences » C, et C, entre elles, ce qui est une fagon

imagee d'exprimer ce fait mathematique, que lorsqu on aura fixb

le choix des variables independantes, on ne pourra, au cours de

la meme question, en choisir d'autres. Quant au physicien,

jamais aucune experience ne lui permettra de trancher le diffe-

rend entre l'un ou l'autre des points de vue.

Les «consciences» ont toutefois certaines perceptions

communes. De (I') on tire encore les relations :

Fig. 2.
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c,

C0*l

(10)

Si l'on est sur S,, on a

Ar2 0

d'oü

At, At ;

ainsi, les horloges vont egalement vite pour C, et C. Mais il y a

plus; C et C, par exemple, peuvent chronometrer leur Systeme
S, en envoyant des signaux brefs, de vitesse quelconque. Dans

ce cas en effet, puisque les signaux sont brefs, le Systeme Ss que
nous utilisons pour les produire se reduit ä un point: l'origine
02, et Ton aura :

En d'autres mots, lorsque C, ne fait que se contempler lui-
meme, il se voitcomme C le voit. Par contre, lorsque C, regarde
ä la fois et lui et un autre systüme, il change sa physionomie

pour s'adapter en quelque sorte ä celle du Systeme qu'il regarde

passer; il possede, pour ainsi dire, un certain «pouvoir d'accom-

modation». C'est ce qui resulte du reste de l'equation (5), qui
exprime la «contraction » de Lorentz. Le premier membre,

comme le second, est une fonction de a, c'est-ä-dire de la vitesse

relative des deux systemes, ce qu'on peutexprimeren disant que
le Systeme de comparaison S, a unpouvoir mensurateur variable,
au lieu de dire, comme on le fait communement, que c'est le

Systeme mesure qui subit une contraction, — dont, au demeurant,
il ne s'aper^oit pas. Nous retrouvons sous une autre forme cette

subjectivity que nous avons dejä signalee, et qui introduit «un
degre de relativite de plus», selon l'expression deM. Darlu (loc.

cit.). C'est par cette sorte de double relativite que la transformation

de Lorentz ditiere profondement de la transformation
galileenne, simplement relative, quoique, physiquement, la
premiere n'exprime rien de plus que la seconde lorsque tous les

c'est-ä-dire
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points soiit supposes au repos relatif dans leurs systemes

respectifs.

§ 3. -- CAS OU LES POINTS SONT EN MOUVEMENT DANS LEURS

SYSTEMES RESPECTIFS.

Ce qu'il y a de vraiment nouveau dans la transformation de

Lorentz n'apparalt que dans le cas oü les points de chaque
systdme sont eux-memes en mouvement. On peut alors deduire
de la transformation une regle remarquable pour la composition

des vitesses, qui confere ä la Theorie de la relativite son

caractere cinematique propre. Ce sera le grand merite d'Eins-
tein d'avoir mis en lumiere cette regle simple, qui contient les

resultats fondamentaux de l'Electrooptique. II nous reste ä en
donner l'expression en fonction de la variable t. Auparavant
quelques eclaircissements s'imposent

Si Ton derive 1'eqiia.tion (9) par rapport ä t, on obtient 6vi-
demment, en designant par qlx et g^les derivees de x, etdex4
relativement ä cette variable:

<l\x=1lx + v Ol)

soit la regle ordinaire, cas particulier de la regle du Parallelogramme.

II semble done que nous n'avons rien gagnd, et que
nous ne sortirons pas de la cinematique classique. Ce serait
vrai si l'on voulait que x, et x2 se rapportassent au meme point
de 1'«Espace », au sens que Ton donne habituellement ä cette

expression. II n'en est plus ainsi lorsqu'ä un pointaqd'un Systeme

on faitcorrespondreun «conjugue»x2 dans l'autre; la liaison
entre les mouvements de x, et de x, peut alors etre absolument

quelconque; ä un point x, de S, il est possible de faire corres-
pondre ainsi une infinite de conjugues dans S2.Illustrons cecisur
un exemple. Imaginons qu'un minuscule ver luisantse promene
sur une surface transparente agencee rigidement ä une lentille,
et supposons que nous deplacions le tout au-dessus d'une feuille
de papier. Si l'on veut calculer la projection sur la feuille de la

trajectoire absolue de l'insecte, nous appliquerons evidemment
la regle du Parallelogramme; si, par contre, nous voulons avoir
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la courbe decrite par son image, nous devrons appliquer une
autre regle, et il sera parfaitement possible d'etablir une formule
qui permettede calculer directement la vitesse de cette image
lorsqu'on donne la vitesse de 1'inseete sur la surface et celle du
Systeme surface-lentil!e par rapport au papier.

Cela dit, envisageons la transformation (I). Nous allons en
deduire deux rbgles fondamentales pour la composition des

vitesses. Appelons respectivement qix, qty,qiz, c,; qix, qVJ, q3z,c3
les derivees par rapport ä t des variables xt,yt, zlt tq; xlt y2,
z3, u3; ces derivees seront elles-memes, dans le cas general,
des fonctions de t. Nous obtenons le systeme :

fii)
ac^ ' (*1 ~ ß(c2 d- a*/2x) * — q3y '

(i\Z — *72Z '

qui donne ce que nous appellerons la regle de composition exte-

rieure des vitesses.

La regle de composition Interieure s'obtient en rapportant les

vitesses ä leurs horloges-meres respectives. A cet effet, nous trai-
terons les vitesses comme des quantites homogenes. Le systeme

(II) represente alors une homographie, ce qu'on pourrait nom-
mer une«homographie cinömatique» dans un espace represen-
tatif ä quatre dimensions. Pour avoir les vitesses dans l'espacea
trois dimensions, nous formerons les quotients par rapport ä

c, et ä c2, et nous donnerons ä ces dernieres la valeur particulate

c0, comme on le ferait pour des coordonnees spatiales. On

obtient ainsi le systeme:

Qix Q2X + V Q,j, Q2y Qi s Q2S

C0 _ C0+ «QjX
'

'0 _ e(C0 + aQa*) ' _ ß(C0 + ®02x)
'

Cest la regle de composition des vitesses d'Einstein exprimee
en fonction duparametre t, comme il est facile de le verifier
directement.

La figure 3 montre les relations projectives entre les q, Q, c,,
«ä, c0, toujours k l'aide d'un systeme de variables auxiliaires
imaginaires.

Les formules (II) forment un groupe identique au groupe de

Lorentz. Les formules (III) forment un nouveau groupe, prove-

Aroiiivks, Vol. 46. — Decembre 1918. 23
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nant de la propriete additive de la tangente hyperbolique,
comme nous le verrons un peu plus loin.

Les vitesses homogenes contiennent ce qu'il y a de vraiment
nouveau dans la Theorie de la relativite, et qui est irreductible
au dualisme ether-matiere qu'on a essaye en vain, pendant un
siecle, d'adapter aux phenomenes. Aussi convient-il de bien se

rendre compte de la signification du nouvel algorithme. A cet

effet, nous allons examiner les applications les plus importantes
des formules ci-dessus. Nous commencerons par les formules
(III). Les relations (II) trouvent leur signification dans l'expe-

rience toute particuliere de Michelson et Morley, dont nous par-
lerons plus tard.

Pour fixer les idees, considerons d'abord l'illustration la plus
remarquable du Systeme (III): la celebre experience de Fizeau
sur l'entralnement « partiel» des ondes lumineuses par les

milieux en mouvement.
Experience de Fizeau. — Debutons par quelques remarques.

Si l'on envisage un point X, et son conjugue X2, tous deux en
mouvement uniforme dans leurs systemes respectifs, nous
aurons les relations

t

0 Q«
Fig. 3.

Xi — Qia:^ » ^2 — »

oü Qla; et Q2X sont lies par la premiere des equations (III). On
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voit qu'ä l'instant t — 0, les points sont aux origines 04 et Oä,

qui coincident; puis ils se separent, Xä prenant de l'avance sur
X2, et leur distance relative augmente proportionnellement au

temps, le facteur de proportiönnalite etant v(^lX^x gj x2 se
C0

meut avec la vitesse de la lumiere c0 dans S2, il en sera de meme
de X, dans S,, L'ecart entre les fronts lumineux est alors cons-
tamment egal k la distance 0,0,, vt des origines des systemes.

Cela dit, supposons que le Systeme S2 soit un milieu d'indice
n. La vitesse de la lumiere dans ce milieu, pour l'observateur
lffi au Systeme S2, sera:

Quant ä S,, peu lui importe de savoir oü sont «reellement » les
ondes vues par S.2. en entendant par lä les positions que don-
nerait la Cinematique classique. Ce qui importe, c'est de savoir
comment le train d'ondes va se comporter pour S2; il y a alors

une sorte de phenomene d'aberration, une «pseudo-aberration »

dans les vitesses. En appliquant la premiere des formules (III),
on trouve en effet:

en negligeant les termes en v*. Et Ton voit que tout se passe

pour S, comme s'il y avait entrainement partiel des ondes par le
milieu en mouvement. On retrouve le coefficient d'entralnement
de Fresnel.

Aberration. Fhenomene de Doppler. — Si Ton pose :

QlX — c'o COS ®1 ' Q2X — COS ' Ojt/ — co C0S $1 >

Qzy co cos —

on obtient en substituant dans (III):
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formules qui expriment 1'aberration. On trouverait encore ces

formules en identiüant deux vecteurs lumineux proportion-
nels ä :

.2* 2T:
sin — (uj — l1xi — mty\ — "l'il : sln Y~ ("2 — '2r2 — '"2Y2 — "2V-

>»i A2

oü representent, pour abreger, les cosinus ci-
dessus. On trouverait, en plus, la relation suivante entre les

longueurs d'onde \ et ä2 dans le vide par rapport ä chacun des

systemes :

cl^l —— 6'2^2 *

Divisons cette equation par c0, et posons :

les frequences ainsi definies satisfont ä la relation remarquable:

qui exprime le phönomöne de Doppler dans sa forme generale.
II est tres satisfaisant, au point de vue physique, que ce pheno-
mene soit rattache aux variations de la vitesse de la lumiere.
Dans la theorie sous sa forme ordinaire, le phenomene de Doppler
reste inexplicable.

Electrodynamique. — Les equations (I) et (III) laissent
invariantes les equations du champ electromagnetique de Maxwell-
Lorentz :

QixPi + ^ ^_^,,xri öm, öy, bz1

oü X, Y, Z sont les composantes du champ electrique et L, M, N
Celles du champ magnetique; p est la densite electrique. L'appli-
cation de la transformation conduit aux expressions connues:

p, ß(l -«Qlx)Pl X2 Xt, Y2 p(Y, - oeN,)

Z2 =: ß(Zt -f- aM,)

dont la premiüre donne la relation remarquable

1 2

entre la densite electrique et la vitesse de la lumiere.
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Comme nous n'avons pas la contraction, le volume est un
invariant, mais la quantite d'electricite n'en est pas un, contraire-
ment ä ce qui a lieu dans la thöorie ordinaire. Pour une charge
e0 liee ä Ss, on a :

ei ße0

Equations de la Dynamique de Velectron. Accelerations rap-
portees aux horloges-meres. — On etablit ces equations par un
passage ä la limite. On suppose que la forme newtonienne :

masse X acceleration := force

est valable, et Ton cherche comment la masse du point varie
avec la vitesse. Soient m0 la masse, e0 la charge d'un electron

pour un observateur au repos par rapport au point, r, et r2 les
accelerations par rapport ä S, et S2 respectivement. Plaqons-
nous sur S, et supposons que le point a la vitesse v ä l'instant
considere; il est alors au repos relatif sur Ss et coincide avec son

conjugue sur S,. Le probleme consiste ä chercher comment on

peut passer des equations :

^2 » Wol 2y ~~ ^0^2 ' '"or2C

valables pour S2, c'est-ä-dire au repos, aux Equations:

'"aPia: — ; niyYiy r0Yj ;

valables pour S,, c'est-ä-dire lorsque le point est anim.6 d'une
vitesse v. Pour resoudre la question, derivons par rapport ä t,
dans nos hypotheses, la premiere, la troisieme et la quatrieme
des equations (II). On obtient simplement:

T2* ßYi* •' Y2V Tiy ; Tiz Yis -

oü les y designent les derivees des q par rapport ä t. D'autre part,
on a dans notre cas :

pc2 c,

Pour avoir les accelerations r, et r2, rapportees ä leurs

horloges-meres respectives, il faut diviser les trois premieres de ces

relations par le carre de la quatrieme, et, dans le resultat ob-

tenu, reinplacer cl et c2 par c„, comme nous l'avons fait pour les

vitesses. Cela donne :

r2* p»rix ; r2y ?riy r2, ß2riz.
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En tenant compte des relations ci-dessus, on en deduit les

formules suivantes connues entre la masse au repos m0, la masse

longitudinals mx et la masse transversale my ou mz :

m m
mx -—=±=^3 ; my mz —ü—

|/l — a2 yl — a2

Ces relations sont bien verifiees par 1'experience1.
Experience de Michelson et Morley. — Cette experience tient

une place speciale et doit son importance ä une question histo-
rique. Pour bien en fixer la signification, envisageons d'abord
un phenombne tres simple : la propagation des ebranlements
lumineux emis par une certaine source. Cette propagation
mesuree dans le Systeme S, a la valeur cn; mesuree dans, le

systbme Ss, eile a egalement la valeur c„. Mais on peut se de-

mander quelle est la valeur de la vitesse dans S, pour S,,
compatible avec la theorie. Cette valeur speciale n'est pas, bien en-
tendu, directement accessible ä ['experience. L'experience inter-
rogee donnera toujours c0 pour la vitesse de la lumiere. Nean-

moins, theoriquement, la question comporte une reponse. Voici
comment le probleme se pose. On installe sur le Systeme S2 des

appareils pour faire une certaine experience d'interferences. A
cet effet, il y a un miroir ä l'origine 02 et deux autres miroirs
Mx et M?/ sur les axes x, et y% respectivement, ä la meme distance
d de 02. Si des rayons lumineux vont et viennent entre ces

miroirs, il est bvident que l'intervalle de temps Af2y employe par un
faisceau lumineux pour parcourir la distance 0.2M:vf)2 2d,
est egale ä l'intervalle de temps stix employb par le faisceau qui
parcourt le chemin 0, MX(J, =2d, pour les observateurs en-
trafnes avec Ss, puisque la vitesse de la lumiere est invariable-
ment c0, et l'on a simplement:

Y a-t-il encore egalite pour un observateur qui se trouverait
sur S, et verrait passer les appareils devant lui? Ce sont les

equations (II) qui permettent de repondre ä la question posee.

1 Güye, Ch.-Eug. et Ratnowski, S. Arch. 1911 ; Güye, Ch.-Eug. et

Lavanciiy, C. Arch. 1917.



THEORIE DE LA RELATIVITE 319

Les deux premieres donnent:

%X ß(?lX — aCl) : C2 ß(Cl — «?!*) •

1° Faisceau Oä My 02. — Dans leur direction, on a :

tfzx — ^
> tfix —— aci — aco

d'oü:
c2y ß«»!1 — a") V c] — l'2

done :

id
^hy

2° Faisceau O^M^Ch;. — On a tout de suite, puisque dans

ce cas

qiX c, ± c0

(cs>+* ß(co — o ; (c2>_a: PK + ") ;

done
d 1 1 \ Id

<1X ~~
ß

(co — " co + v) ~
I[/ — ^

et Ton a bien
A'ia: A'iy

Ainsi, non seulement les duröes sont egales entre elles pour
S,, mais elles sont donnees par les memes expressions que dans

la theorie sous la forme habituelle. Suivant cette theorie, les

longueurs sont«contractus»; on applique la regle du Parallelogramme

— parce que les vitesses sont rapportees au meme
Systeme de comparaison — et l'on remplace la longueur d par la

longueur moindre Selon notre point de vue, les longueurs
restent intactes, mais les vitesses ne s'additionnent plus selon la
regie classique; elles sont augmentees dans le rapport ß. Les

resultats sont identiques; en particulier, les durees pour les ob-

servateurs lies ä S, et ceux lies ä Sä sont difförentes et conformes
ä ce que nous avons dit plus haut (page 295).

§ 4. — Signification physique de la Theorie
DE LA RELATIVITE.

En conclusion, nous voyons qu'on peut repondre par l'affir-
mative ä la question que nous nous etions posee: les resultats
de la theorie de la relativite peuvent s'exprimer indifferemment
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en temps local ou en temps universe], Les deux points de vue
sont egalement justifies et physiquement indiscernables. L'intro-
duction d'un parametre t pour exprimer le temps conduit de
plus ä des representations simples:

1° Lorsque les points sont au repos relatif dans leurs systemes
respectifs, ces systemes se meuvent comme des touts rigides
ordinaires.

2° Lorsque les points sont en mouvement dans leurs systemes,
ä un point de l'un correspond un conjugue dans 1'autre. La cor-
respondance est univoque et. reciproque.

II convient maintenant de voir s'il est possible d'attribuer
une signification physique k la theorie sous sa nouvelle forme,
en d'autres mots, s'il est possible de la stigmatiser par une
image simple.

CommenQons par quelques remarques. Lorsque deux systemes
S, et S2 se meuvent conformement ä la transformation galilöenne:

xx — x2 -f- vt

nous disons qu'ils se meuvent comme des touts rigides ordinaires.
De plus, nous postulons que les abscisses xx et x.2 se rapportent
ä deux points de S4 et de S2, qui sont au contact ä l'instant con-
sid^re, ou encore, imaginant quelque Systeme absolument
immobile, nous affirmons que ces abscisses concernent le « meme »

point de 1' « Espace ». Or, rien ne nous oblige k tenir un pareil
langage. Nous pouvons parfaitement admettre que liquation
precedente n'exprime qu'une correspondance ponctuelle entre
les points des deux systemes, independamment de leurs
positions « reelles » dans l'Espace, c'est-ä-dire conformes Celles du

groupe euclidien, en supposant qu'elles soient determinables.
C'est ainsi par exemple que des observateurs enfermes dans un
wagon et regardant passer un autre wagon sur une voie parallele,

ne verront pas celui-ci lä oü il est « reellement », s'ils font
leurs observations ä travers des milieux refringents. Si les

observateurs ne peuvent sortir de leur wagon et faire des

experiences qui permettent de reperer les positions relatives des

wagons conformement aux regies de la Möcanique classique, ils
en seront reduits ä considerer comme « reelles » les positions

que nous appelons « apparentes ».
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D'autre part, envisageons la regle de composition des vitesses

(III). Au premier abord, on pourrait se demander s'il ne serait
pas possible de ramener cette regle ä une regle d'addition lineaire,
en se placjant dans un espace ä courbure convenable. On sait

que lorsqu'on substitue les arcs aux tangentes, on obtient une
semblable regle. Mais, si precieuse que soit cette transformation
pour l'analyste, eile n'interesse guere le physicien. L'experience
cruciale de Fizeau, ä laquelle il faut toujours revenir, est l'expres-
sion concrete immediate du theoreme d'addition (III), et non pas
de l'addition des arcs.

Quoi qu'il en soit, imaginons pour un instant qu'on ait re-
solu le probleme, et qu'on ait trouve un espace courbe tel que
les tangentes elles-memes s'y additionnent lineairement. Qu'en
resulterait-il? On voit aisement que nous retomberions sur l'une
de ces difficulties essentielles que nous nous sommes justement
propose d'ecarter ici en supprimant la « contraction » de Lorentz.
En eft'et, les observateurs dans chacun des systemes peuvent me-
surer ceux-ci, determiner les angles, comparer les longueurs, etc.,
et, par definition meme, le resultat de leur etude ne pourrait les

conduire qu'ä une seule conclusion: les systemes de coordonnees
sont des systemes trirectangles euclidiens. Des lors, il faudrait
admettre que les systemes «apparaissent» euclidiens, tandis
qu'ils ne le seraient pas « en realitb », consequence qui repugne
au meme titre que la «contraction» de Lorentz'.

1 C'est M. Ehrenfest qui, avec son celebre paradoxe, a le mieux montre
ä quelle bizarrerie mene ['introduction du temps relatif et de sa compagne
la « contraction ». On sait que ce paradoxe est presente par un cercle tour-
nant uniformement autour de son centre ; les elements pheripheriques, di-
riges dans la direction du mouvement, subissent la « contraction », tandis
que les elements radiaux conservent leurs longueurs, puisqu'ils sont per-
pendiculaires au mouvement. II en resulte une figure inintelligible pour
tout observateur non entraine avec le cercle. Car 1'observateur se forme sa

representation en parcourant instantanement, par la pensee, tout l'espace,
alors que les mesures, conformement anx formules, sont basees sur le
« temps relatif», c'est-ä-dire sur l'impossibilite de creer des vitesses supd-
rieures ä une limite fixe (cf. p. 306). Seule l'introduction du temps uni-
versel resout le conflit en supprimant la « contraction », partant, le paradoxe.

Quant ä invoquer le champ de forces centrifuges pour expliquer le

paradoxe, c'est Iii un argument que nous ne saurions accepter. N'entrent
en jeu ici, en effet, que la transformation de Lorentz, c'est-a dire des

considerations de cinematique pure.



322 THEORIE DE LA RELATIVITE

II faut done trouver autre chose.

Pour simpiitier, bornons-nous ä des systemes lineaires, en sup-
posant que ceux-ci se reduisent aux axes 0, x, et 02a;.2, et con-
siderons la premiere des equations (III). A premiere vue, il
semble que la vitesse v y joue un role privilegie. Pour bien

montrer qu'il n'en est rien et que la relativite est sauvegardee,
c'est-ä-dire que nous ayons ä faire ä un groupe, il suffit de poser

:

r\ Qi® r\a — Q12 ; — Q23 ; — Q31
co 'o

Nous avons alors trois systemes S,, S.2, S3, dont les vitesses

relatives sont Q12, Q23, Ql3, li6es par la formule :

" ri IQ" Q'»-

qui montre effect ivement qu'aucune d'elles ne joue un role special.

Entre deux quelconques des systemes, on peut etablir une
correspondence telle qu'ils se meuvent l'un pour l'autre comme
des touts rigides ordinaires, eonformement aux relation :

"ii X2i + Q121 j
X2.3 X3.2 -|- Q23< > (Xi,/ Xj,t) •

X3 1 X1 3 + Qsi ' i

A ces trois formules correspondent trois representations ditfe-
rentes, selon le Systeme sur lequel on se suppose place. Repre-
nons pour un instant l'experience de Fizeau. Le milieu refrin-
gent, consistant en un courant d'eau, forme le Systeme S.2, tandis

que les parois du tube parcouru par le courant et liees aux appa-
reils optiques composent le Systeme S,; le Systeme S3 est alors
forme des ondes lumineuses qui cheminent dans l'eau, La position

de ce dernier Systeme, ä un instant donne, est differente,
selon qu'on le considere dans ses relations avec S.2 ou avec S,;
il y a «aberration», dirons-nous, et pour S, tout se passe comme
s'il y avait «entralnement partiel», tandis que pour S2, S3 est

totalement entralne.
Or, ce que nous venons de dire du train d'onde peut — en

vertu de la symetrie des formules — etre repete exactement soit

pour l'eau, soit pour les parois du tube, selon le Systeme sur le-
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quel on se suppose place. Ceci exige, physiquement, qu'il n'y ait
pas de difference essentielle entre la nature des ondes lumi-
neuses et celle de la matiere, liquide ou solide. Et en eilet, dans

la Theorie de la relativite, la masse materielle est variable avec
la vitesse relative, et l'energie possede de la masse d'inertie.
Ainsis'evanouitle dualisme ether-matiere, d'une part, et, d'autre

part, l'idee primitive de la matiere consideree comme un tout
parfaitement delimite et eternellement immuable. L'interpreta-
tion que nous proposons s'accorde done bien avec les conclusions

generalement admises dans la theorie.
Nous pouvons faire un pas de plus et symboliser d'un mot la

signification physique de celle-ci. Les equations (III) represented

1'aberration, lorsque le Systeme S3 se compose de rayons
lumineux, comme nous l'avons vu plus haut. Si nous nous pla-

qons sur ces rayons S3, l'ensemble des systemes S, et S2 offrira
une certaine configuration, et comme nous admettonsque notre
Systeme S3 ne differe pas essentiellement, quantäsa nature, des

systemes S1 et S,,, nous pourrons encore dire que ceux-ci pre-
sentent, pour nous, une certaine aberration. Güneralisant ainsi
la notion d'aberration, nous parviendrons ä la conclusion fonda-

mentale suivante :

La Theorie de la relativite exprime, physiquement, une
aberration generalise.

La figure 4 montre, dans le cas special envisage, les trois
configurations que forme l'ensemble des syst&mes S,, Ss, S3 les uns

par rapport aux autres, selon le Systeme sur lequel on se place.

II est aise de voir que les 3 cas representes correspondent aux
3 bissectrices t 0 des angles xftx2, xüOx.t, x3Oxt du gra-
phique analogue ä celui de la fig. 1 et etabli pour 3 systemes.
Nous laissons au lecteur le soin de faire les figures dans le cas

plus general de l'aberration astronomique (p. 315), oü les
systemes sont la Terre, une etoile et un rayon lumineux.

« Aberration » signifie phenomene qui met en evidence les

mouvements autrement qu'ils ne s'eff'ectuent « reellement ».

Nous pouvons dire que les positions relatives des systemes, exi-

gees par la Theorie de la Relativite, sont les positions actives pour
tous les phenomenes classifies par cette theorie. II s'introduit
ainsi une nouvelle relativite, qu'on appellera, si Ton veut, « re-
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lativite de la localisation », mais qui a un sens concret facile-
ment accessible, ce qui n'est pas le cas pour la « contraction ».

Quelles sont maintenant les positions « reelles » des systemes,
c'est-ä-dire conformes ä la cineinatique euclidienne II est bien
evident qu'il ne peut y avoir aucun phenomene rentrant dans
le cadre de la theorie et permettant de repondre k cette question.

Mais rien n'empeche d'esperer qu'on decouvrira un jour
quelque phenomene entierement etranger ä la theorie et qui
rendra possible la solution de la question. On sait, par exemple,

que la vitesse de propagation d'une discontinuity dans Fair est

superieure ä la propagation du son. Peut-etre trouvera-t-on le

moyen de creer des ebranlements se propageant dans le vide

s>, -

S,i —

Fig. 4.

bien plusrapidement que les perturbations electro-magnetiques.
La theorie de ces nouveaux phenomenes nous conduirait alors
ä assigner des positions « actives » aux systemes de reference,
differentes de celles qu'exige la Theorie de la Relativite. Si, de

proche en proche, nous etions capables de produire ainsi des

dbranleinents animes de vitesses de plus en plus grandes, nous
pourrions arriver ä assigner aux systemes des positions actives
de plus en plus voisines de celles que postule la cinematique
euclidienne, qui correspond au corps solide parfait et ä la
possibility d'echanger des signaux avec une vitesse infinie. A la
limite, les trois configurations offertes par l'ensemble des

systemes S,, S.2, S3 se confondraient en une seule, comme c'est le

cas dans la Mecanique classique. Du reste, pratiquement, la
vitesse de la lumiere est dejä si grande vis-ä-vis des vitesses me-
caniques, que les trois figures ci-dessus different tres peu les

unes des autres.
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Mais, theoriquement, nous ne serons satisfaits que lorsque
nous aurons atteint le cas limite, car ce n'est qu'ä ce moment-
lä que nous pourrons affirmer que nous possedons une image
de l'Univers repondant sans restriction au principe de

solidification. Dans ce cas, en effet, on obtiendra toujours la meme

configuration pour l'Univers entier, quel quesoit le mouvement
du Systeme sur lequel on se trouve ä l'instant t de la solidification.

Dans la Mecanique des milieux Continus on envisage dejä
trois sortes d'operations: la translation, la rotation et la
deformation. Par les considerations developpees ici, nous ajoutons
une quatrieme et nouvelle operation aux precedentes: Vaberration.

Dans la Theorie de la Relativite, les systbmes subissent

une aberration sans deformation. On peut se demander si, dans

la generalisation proposee par Einstein pour englober les

phenomenes de gravitation, l'aberration avec deformation suffira ä

la description des phenomenes, ou s'il y aura lieu d'introduire
encore de nouvelles operations.

Conclusion.

Resumant les resultats de notre etude, nous voyons que l'in-
troduction du Temps universel dans la Theorie de la Relativite
permet de substituer aux concepts tres abstraits de « temps
relatif » et de « contraction » de Lorentz, les notions physiques
claires de phenomenes de Doppler pour la marche des horloges
et d'aberration pour la localisation des systemes, lesquels se

meuvent deux ä deux comme des touts rigides euclidiens inde-
formes'.

1 Faisons remarquer que cette importante conclusion delivre la Physique
des corps « relativement» solides. « relativement » elastiques, etc., qu'on
avait dü inventer pour satisfaire au temps « relatif».
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