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1918 Vol. 46 Octobre

SUR LA

THEORIE DU COURONOIDE
PAR

C. VILLEIi

§ 1. — Les pages suivantes se rattachent ä l'articleparu dans

le dernier numöro des Archives1 sur les rapports existant entre
la Geometrie non euclidienne de Riemann et la Cinömatique des

figures spheriques mobiles ä la surface de leur propre sphere.
Le but de ce travail dtait de mettre en evidence l'identite
substantielle des deux theories.

Pour y parvenir il a fallu toutefois modifier sur un point
essentiel la physionomie de la Cinematique classique. Celle-ci,
en fait de mouvements, ne connalt que ceux par le moyen
desquels la figure solide se deplace sur la sphere: eile ignore les

antideplacements qui font correspondre ä toute figure une autre
figure solidairement liee ä la premiere. II faut mettre sur pied
d'egalitd ces deux categories de mouvements: c'est seulement

apres avoir compose un groupe general, avec les deux sous-

groupes des deplacements et des antideplacements de la figure
spherique, qu'il sera permis d'identifier la Cinematique et la
Geometrie de l'espace Ej".

Parmi les avantages de ce passage a l'espace Esr, j'ai dejä
Signale la possibility d'un classement rationnel des mouvements
ä la surface de la sphere. C'est evidemment le degre de la

courbe ou de la surface representatives du mouvement dans F^,

qui fournira la mesure de la simplicity.
A ce point de vue, la rotation autour d'un centre fixe, etant

1 Arch. 19-18, vol. 46, p. 119-150.

Archivks, Vol. 46. —- Octobre 1918.



192 SUE LA THEORIE DU COURONO'IDE

representee par une droite de 11'', constitue le mouvement le

plus simple ä un degre de liberte: il y a ici accord entre les

anciennes et les nouvelles conceptions. Quant aux mouvements
ä deux degres de liberte, la Cinematique ordinaire les relegue
au second plan, et ne sait rien du plus simple d'entre eux, le

Conronöide.

Peut-etre, en raison meme du role important devolu au
couronoide dans toute la theorie, n'est-il pas hors de propos
d'insister quelque peu. ne fut-ce que pour expliquer une
difficulty singulierequ'on rencontre quand on aborde la theorie par
la voie analytique elementaire. On prend alors, et tout natu-
rellement, pour point de depart la definition du courono'ide
donnfie par M. de Saussure, la seule valable en Geometrie plane,
suivant laquelle le courono'ide est le Heu de toutes les fleches qui
sont reflexes d'ttne fleche fixe par rapport aux grands cercles de

la sphere.

Or le calcul indique d'abord quo le courono'ide ainsi defini
attache deux fleches ä chaque point, et non pas une seule: ce

resultat paradoxal, contrairc ä la construction geometrique,
provient du fait que l'equation qui s'off're la premiere pour
traduire la definition precedente represente en realite l'en-
semble de deux courono'ides conjugues au lieu d'un seul
courono'ide. C'est ce que je me propose de montrer tout d'abord.

§ 2. — Une fleche est l'association de deux points x et y,
ranges dans un certain ordre, dont Fun fait fonction d'origine,
l'autre d'extremite de la fleche. Comme la longueur de la fleche

est arbitraire, rien n'empeche de prendre la distance spherique

xy toujours egale ä un quadrant. Nous definissons done la fleche

xy par les formules
s

i
1

i
s iri + — 1

'

2
i

2
i

2
i+ 3', + -r8 1

+ a's.r2 + xsr3 0 '

qui traduisent ces differentes conditions.
Avec la precedente, prenons une nouvelle fleche x'y', et de-

mandons-nous comment on reconnait que les deux fleches sont
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reflexes, autrement dit, symetriques relativement ä un grand
cercle de la sphere.

A une meme distance s des origines respectives, prenons sur
chaque fleche un point X, ou X'. Nous avons1:

X x cos s -\~ y sin s

X' — x' cos s 4~ y' sin s >

le milieu des points X et X' est determine par les formules

p? (x -f- x') cos s -f- (j + y') sin s

oü p represente un facteur scalaire de proportionnalite.
Le lieu des points quand s varie, est evidemment un arc de

grand cercle, dont le pole est place sur la sphere dans la direction

du vecteur
[x + a/, y + p']

D'autre part, le pole de 1'arc xx', est placd suivant le vecteur
[xx!]. Pour que les fleches (x, y) et (x\ y') soient reflexes, il
faut que les poles des deux arcs precedents soient ä la distance
d'un quadrant. On doit done avoir:

([« + x', y + y],[x, x'1) o

equation qui moyennant quelques reductions faciles peut s'ecrire
sous la forme :

tlx [x + x') Xx' (y + j') Xx (j -(- )') Xx'(x + x') 2.

Or, on a

Xx2 Xf — 1 Xx'2— W2— 1 I1)

Xxy Xxy= 0. (2)

Par suite, la relation ci-dessus se reduit ä

(1 + Xxx') (XxJy — 0

On voit aisement que la condition Xxx' — 1 peut etre n6-

1 Ces formules, et la plupart des suivantes, possedent une signification
vectorielle; dans chaque Equation, on peut mettre au pied de cliacune des

lettres x, x', X, etc., l'indice 1, 2, ou 3, le meme pour toutes les lettres.
2 Les sommes sont relatives aux diverses coordonnees de chaque point

ou vecteur.
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gligee, et ainsi, pour que les deux fleches soient reflexes, il faut
avoir :

(<r) (#/) ; (3)

cette equation sera done celle du courono'ide, si on y considere x',
et y' coinme donnes et constants l. Nous allons voir que cette

condition peut se decomposer en deux autres2.
A cet effet. considerons l'expression

A — 1 — (xxJ)2 — (x)'f 1 — (xx'j2 —(x'yj2
OU

A x\ + x\ + — (.r^ + x/2 + x^x'J — (xtyt + xfr's + xj^
En vertu de (1) et (2), x', y' sont deux vecteurs unites rec-

tangulaires; done nous pouvons ecrire sous forme carree

A | [a-V], + x2 [x'f J2 + x3 [x'y'\ j
2

(4)

et aussi, en raison de la symetrie qui existe entre les lettres
accentuees et les lettres simples

A \x[[x)], + x't\xy]2 + x[{xy\3 j' (5)

Egalons les deux valeurs de yÄ, tirees de (4) et (5), nous
obtenons :

X., •r8 0*3

,r
f

X
2 3

>ri ± \ y ~+~ v-'2 • 2 y H- yJ 3 - %

De lä resulte que si les üdches sont reflexes, on doit avoir,
soit les equations vectoriel les

r + y' — ax + bx' (6)

soit encore

y — y' cx — dx' (7)

a, b, c, et d etant certains scalaires inconnus.

1 Pourabreger, j'ecrispar exemple (xxJ) au lieu de xlxl + x2x'2 + xsx'2
2 Les equations 2b/2 1, 2xy — 'Sxfy', 2xJy — 2xy', ou les y sont

les inconnues, les autres lettres etant donnees, forment un Systeme du
second degre. II y a done, ce semble, deux fleches y attachees ä chaque point x
par le couronoide; e'est le paradoxe dont j'ai parle plus haut.
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Admettons, par exemple, le Systeme (6); multiplions-le scalai-

rement par x — od, et employons les relations (1) et (2), il vient:

(xy') — (x'y) (a — b) (1 — (xx'))

En vertu de (3) le premier membre est nul, tandis que, en

general, (xod) est different de Funit6. Ainsi on a a — b, et (6)
s'ecrit en realite •

J + y' a{x + x') |8)

La meme methode, appliquee ä la seconde equation vecto-
rielle (7), montre qu'elle doit etre de la forme

y — y' — c (x — x') |9)

La determination des facteurs de proportionnalite a et c qui
figurent dans ces formules est immediate. Par exemple, en mul-

tipliant scalairement la relation (8) par x, il vient

(xf) a( 1 + (xx1))

D'oü

Exactement de la meme maniere, nous trouvons

c
{xx') 1

A l'inspection de la formule (8), il est evident qu'elle traduit
la condition pour que les Heches (x, y) et (x', y') soient conju-

gnees, ou symetriques par rapport ä un certain centre; ce dernier

occupe la position moyenne entre les points d'application des

deux Heches.

De meme, la relation (9) exprime que la Heche (x, y) est con-

juguee ä 1 'inverse de l'autre; ces Heches sont done reflexes l'une
de l'autre, ou symetriques relativement ä un certain arc de

grand cercle.
Et ainsi la formule

(xy) (x'y)

correspond ä la double condition1; cette relation represente ä

1 II est facile de le constater egalement par la Geometrie.
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la fois deux courono'ides. L'un de ces courono'ides admet la fleche
fixe (x', y') comme fieche polaire, l'autre comme fleche reflexe.

La decomposition de la relation (3) en deux equations dis-
tinctes est d'ailleurs une consequence directe des formules de

Tfodrigucs.
Si on pose

8
i

2 8 2 a / \
ocA e 4. e — e — .e r 2(<? — enea

1 O'l 2 3 • 1
' 1 2 03

•r. 2(VS + eoes) r e'0 + e° - e\ - e*

2'eies - • -L 2(VS + V.1 •

et de meme

ra /2 /a /2 - f > r
xH — e + e,, — e — o r 2[e e — eel1 O'l 8 3 * 1 1 2 03

' a/ ' ' i ' ' ft n f'-i J*x 2 e e„ -fee r — e 4- e — e — ea
2 >12 ' 0 3 «8 0 2 1 2'
' n i ' ' ' ' n / ' ' r ' ' \x„ 2{e e — ee r 2 ee e e\ t8 ' 1 3 0 2'' -'s 8 8

1

0 1

on trouve, par un calcul facile,

(x'y) — (a-r') 2 (ee' -(- ee' + ee' 4- e /) (ee' — ee' 4- ee — e e \
\ J V 0 0

1 ll1 2 2 3 3 ' 0 3 1 2
1 21 30

L'annulation des deux facteurs du second membre fournit les

deux courono'ides representes respectivement par les formules

(8) et (9).

>5 3. — Le courono'ide attache une fleche ä chaque point de

la sphere; on peut done distribuer ces ce2 points le long de oo1

courbes, de telle maniere que la fleche attachee ä l'un quelconque
d'entre eux soit toujours dirigee suivant la tangente ä la courbe
de la famille qui conti'ent ce point: les dites courbes sont les

trajectoires du courono'ide. Comme on sait, ces trajectoires sont
des cercles tangents entre eux en un point fixe1.

Les calculs developpes plus haut fournissent d'ailleurs un

moyen trbs rapide de retrouver ces trajectoires.

1 Je ne crois pas utile de reproduire ici la figure du couronoide. Le lee-

teur est prie de faire lui-meme le dessin appuyant les explications qui suivent.
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Prenons l'equation du couronoide sous la forme (9), ou

/ / /ir-J {xx>) _ i (« - * •

et representons en X,, X2, X3 les traces sur la sphere des trois
axes coordonnes. La position de la fleche fixe f y') etant
arbitraire, supposons cette fleche appliquee suivant X, X,, son

origine etant en X,, son extrdmite en Xs. Nous avons ainsi

x (l, o, 0) y (0, l, 0)

Soient r et 0 les coordonnees polaires d'un point de la sphbre,

ou

xt — cos r x* sin r cos 0 x3 sin r sin 0 ;

si ce point est l'origine d'une fleche, ds l'eldment d'arc de la
trajectoire, les coordonnees de l'extremite de la meme fleche

seront

d (cos i) d d -

r =: ; 1 — (sin r cos U i (sin r sin 0Jl ds ' ' ds ' Js ds y

De plus

(xy/) /'
(xx') — cos r (xyr) sin r cos 0 r- 7 =z — cot - cos 0 ;
1 ; ' \ J 1 o

les equations differentielles, compatibles entre elles, des trajec-
toires sont ainsi

d cos r r
- — cot — cos ö (cos r — 1)

ds Z

d (sin r cos 6) r
; '1 — cot — cos 0 sin r cos 0

ds 2

d (sin r sin 0) r
; — cot — cos 0 sin r sin 0

ds 2

En divisant la premihre de ces formules par la troisieme nous

trouvons
d (I — cos r) 1 — cos r
d (sin r sin 0) sin r sin 0

d'oü. par integration,

1 — cos r — a sin r sin 0
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ou encore

i „Ig — r — a sin 0

formule qui represente cc1 cercles tangents ä l'arc X,X.2 au

point X,; les trajectoires affectent bien la forme qu'on leur
connalt d'autre part.

§ 4. — La Cinematique des lamelles mobiles ä la surface

d'une sphere est susceptible d'etre prolongee suivant deux
directions contraires, dans le sens extensif et dans le sens res-
trictif.

J'ai dejä indique precedemment1 en vertu de quelles
considerations la Cinematique de la figure spherique comprend celle
du solide invariable se mouvant librement dans l'espace. Le

solide, quelle qu'en soit la forme, peut toujours se remplacer

par un feuület, et lefeuilletlui-meme est toujours assimilable a

une fieche dont les deux points extremes se sont convertis en

droites par le passage du reel ä l'imaginaire"2. Je ne reviens pas

sur ce point aujourd'hui.
La seconde generalisation sur laquelle je desire, au contraire,

m'arreter quelque peu est relative ä la Cinematique des figures
planes se deplaqant sur leur propre plan. Par rapport ä la
Cinematique des figures spheriques, celle-ci n'est qu'une simple dege-

nerescence; pour arriver au nouveau cas, il faut, par un passage
ä la limite, raisonner sur une portion infiniment petite de la

sphere.
Bien entendu cette hypothese relative ä l'extension demesu-

rement reduite du corps solide mobile doit etre poursuivie d'une
maniere consequente; et cela ne va pas toujours sans certains
embarras. Citons-en un exemple particulierement genant.

De toutes les definitions du couronoi'de spherique, la. plus
naturelle est celle qui en fait le lieu des fleches conjuguees ä

une certaine fieche fixe. Dans le passage au courono'ide plan,

1 Arch. 1918, t. 46, p. 122 et 123.
- Les points imaginaires de la Geometrie ponctuelle sont les droites

reelles de la Geometrie reglee. Quand l'espace est euclidien, l'unite imagi-
naire veritie la condition i2 0.
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cette definition devient inapplicable: eile exige en effet que le

centre de rotation autour duquel doit chavirer la fleche du cou-
ronoide pour s'appliquer sur la fleche fixe soit ä une distance

infiniment petite de cette derniere. On n'obtient de la sorte,

pour le courono'ide plan, qu'une forme particuliere b

C'est la raison pour laquelle on en est reduit, dans le cas du

plan, ä considerer le courono'ide comme le lieu des fleches reflexes

d'une fleche fixe, soit encore comme l'ensemble des couronnes

ayant une fleche commune et dont les centres decrivent une
droite du plan. La meme raison fait disparaitre la notion des

couronnes conjugnees, et ne laisse subsister que celle des

couronnes reflexes

Ce cas de la Cinematique de la figure plane se mouvant dans

son plan est assez important pour qu'il vaille la peine d'indi-
quer la forme limite que presente la theorie analytique: ce sont
les transformees des formules de Rodrigues qui joueront natu-
rellement ici le röle principal.

i5 5.— Sur le plan de la figure, tra<jons deux axes coordonnes

X,X.2 et X,X3 orthogonaux entre eux, et soient x,, x.2, x3 les

xcoordonnöes homogenes d'un point M, de mani&re que -7 repre-
X\

X
sente l'abscissc, ~ l'ordonnee du dit pointb

Soient, d'autre part, trois unites complexes it, i.2, i3 jouissant
des proprietes suivantes

— 1 / 0 0
1 2

(10)
V2 ~ '2'1 —• lz 1 'z'i 'i'z ~ '2 '• h'z — V2 — 0

Faisons correspondre au point M un vecteur du type

C T1I1 -f- ^'3

1 Toutes les fleches de ce couronoide particulier sont paralleles entre
elles : c'est le cas oü le point de contact des trajectoires du couronoide est

transporte ä l'infini.
2 Sur ce point la nomenclature s'ecarte de celle adoptee par M. R de

Saussure.
3 Le lecteur est prie de s'aider d'un croquis.
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et ä un mouvement du plan sur lui-meme un quaternion du type

P Po + <lPl + hPl + 'sPa • l11)

Void la definition de ce dernier. Si tu est la grandeur1 d'une
rotation qui s'execute autour d'un point d'abscisse c2. d'ordonr
nee c3, nous avons

pQ — cos to px — sin to p2 c2 sin to p3 c3 sin to ; (12)

si, au lieu d'etre rotatif, le mouvement etait translatoire, et que
le glissement füt parallele et egal au vecteur 2aä; 2a3, il faudrait
ecrire ä la place de (1-2)

Po 1 Pl 0 P2 — «3 P3 «2 (13)

Dans les deux cas, le quaternion (11) est unimodulaire.ee qui
veut dire qu'on a dans le cas actuel

2 2
«

P„ + P, 1
•

Cela pose, la formule du mouvement sur la sphere est encore
applicable ici, et Ton a de nouveau, dans le cas du plan,

t' p*p. (141

Tout calcul fait, les formales de changement d'axes qui viennent
se substituer aux formales de Bodrigues se presentent ä nous

comme suit

x\ ip] + P't^i x,

\ 2'PiPs + PoPJxI + 'Po - PlK - 2P0P1XS

rs 2'PiP, - PoP.K + 2PoPf\ + <Po - PPX0

La translation et la rotation des axes coordonnes sont traitees
dans ces equations d'une maniere toute semblable, il n'y a pas
ä distinguer entre elles.

On trouve immediatement, comme une consequence des for-
mules qui precedent, Celles qui fournissent la transformation
des coordonnees lineaires homogenes d'une droite {ui: us)\
ce sont

1

'» e8t done egal ä la moilie de l'angle de-la rotation.
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(Po + Pj + 2 (PJ>, ~ PoP,) U, + 2 (pj>t + Po0,) U,

(P'o-Pll", — 2PoPi"s

2PoPiU, +(PI~PI]"b

La non conformite de ces deux systemes, relatifsaux points et

aux droites, est un des embarras dont j'ai parle plus haut: ils
rendent ä certains egards la theorio des tieches plus complexe
dans le plan que sur la sphere1.

§ 6. — liest clair desormais qu'ayant choisi une fleche initiale
f0 pour completer le Systeme de reperes, toute autre fleche du

plan est caracterisee, relativement ä (S, f0), par le mouvement

qui amene f0 sur f\ autrement dit la fleche f est representee
analytiquement ä l'aide du quaternion

t) e0 + hei + 's<2 + hes •

soit de ses composantes eh.

Quand on changera le Systeme de reperes, les coordonnees

d'une fleche determinee se transformeront suivant la formule

yj ' — r rj s

Enfin la rotation qui conduit une fleche sur une autre V a

pour representant le quaternion

ri'r]

Jusqu'ici,l'analogieavec la sphere est parfaite, les differences
des deux cas semblent inexistantes. Pour les mettre en evidence

il suffit toutefois d'opposer ä la forme ancienne de l'invariant
de deux fleches, ä quatre termes, la forme actuelle, ä deux
termes seulement.

Cet invariant est egal ä la partie sealaire de la quantite
r/r,; en vertu des lois de composition contenues dans les for-

1 II est aise de reconnaitre l'existence d'un invariant relatif ä deux points,
c'est (a;2 — y2)s + (xs — y3Y, ou sous forme homogene, (xly2 — x2y3Y

+ (xoPi —Ü3xi)2- Les coordonnees lineaires u1, u„, u3 sont respectivement
egales aux determinants x2y3 — x3y2, x3y1 — x3y3, xly2 — x2yt, et u2, u3
subissent evidemment une transformation orthogonale.
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mules (10), cette partie scalaire vaut

Vo + Vi- (l5)

Qu'on projette done les faits de la Cinematique plane dans un
espace : ä une fieche correspondra un point de cet espace, de

maniere que le point et la fieche possedent les memes coor-
donnees1.

Mais l'espace est un espace non euclidiendet/ewdrd; il n'ap-
partient ni au type de Riemann, ni au type de Lobatchewsky
ainsi que le fait voir l'equation de sa quadrique fondamentale

La propriete metrique d'un tel espace, qui remplacerala relation

ti'igonometrique de EJ", se deduit immediatement de la
forme de l'invariant (15).

Supposons que la fieche initiale f0 subisse successivement deux
rotations d'amplitude x et a'. Nous aurons

e — cos a e — sin a
o 1

' ' ' r
e ~ cos a r sin a

o ' 1

et de lä

eoeo + eÄ cos (a — X') •

Par suite, en revenant ä l'espace E^; si un point P0 decrit deux
segments de droites, de grandeurs respectives a et a la distance

qui separe les positions finales est egale da — a, cela quel que
soit Vangle des deux segments.

§ 7. — La propriete precedente est evidemment analogue ä

celle qui appartient aux angles d'un triangle dans l'espace eu-

clidien; mais, dans l'espace Ea', eile concerne les cotes du
triangle, et forme le point de depart de la Geometrie de cet

espace, laquelle fait pendant ä la Cinematique de la figure plane
mobile dans son plan.

Mais je remets ä une autre occasion l'etude de cette Geom6trie

1 Kn vertu de la relation (14), la correspondance reste inalteree quand
on change le Systeme de reperes.
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particuliere, et je reviens ä la theorie du courono'ide plan pour
presenter une remarque a son sujet.

Au point de vue geometrique, il est Evident que le courono'ide

plan et la couronne correspondent au plan et h la droite de

l'espace E.'; mais la forme bindme de l'invariant

e e -f- e e 0 (16)
0 0

1 1 1
K

entraine pour la theorie analytique de ces figures une petite
difficulty, qu'il est d'ailleurs facile de tourner.

L'equation generale du courono'ide est celle d'un polynöme
du premier degre ä quatre termes

.+ "iei + + <Vs — 0 • (17)

eile ne saurait etre assimilee ä (16) que dans des cas particulars:
ce n'est done qu'exceptionnellement, ainsi qu'on l'a vu plus
haut, que le courono'ide plan se presente comme le lieu desfie-
ches conjuguees d'unc flache fixe. Et il reste ä trouver l'inter-
pretation geometrique d'une relation telle que (17).

Mais il est clair que le courono'ide (17) admet, en fonetion de

trois quelconques des fleches qui y sont contenues, une
representation parametrique du type

i J,ii +'2is + V« • C7')

l,, designant trois scalaires quelconques.
De meme la couronne, definie comme l'intersection de deux

courono'ides, se representera parametriquement ä l'aide de

deux fleches qui y sont contenues, comme suit

1 + Vte • i17")

Les formules precedentes (17") et (17') donnent ensuite

[vi 1 'a foils] • (18'

et

folTl ] 's foils] + 's foils] I19)

dont rinterpretation est immediate.
Suivant (18), l'intersection de deux courono'ides est telle que

le centre de la rotation qui applique l'une sur l'autre deux quel-
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conques des fieches renfermees dans cette intersection est un
point fixe du plan1. C'est done Men tme couronne au sens vul-
gaire du mot.

De meine l'equation (19) signifie que les centres des trois
rotations yi3) et (r,^) se trouvent en ligne droite. Au-
trement dit, le courono'ide est le lieu des positions d'une fieche rj,

ä laquelle on fait decrire successivement touteslescouronnesdont
les centres se trouvent en ligne droite11.

Si Ton designe par D Taxe coramun de toutes les couronnes
en question, et par *i0 la fieche reflexe de rk relativement ä D,
on voit immediatement qu'une fieche quelconque appartenant
au courono'ide est symetrique de cette fieche % par rapport ä

une certaine droite du plan.
De la sorte, on a retrouve les deux definitions classiques du

courono'ide plan.

§ 8. — Le principal interet de la methode que je viens d'es-

quisser, c'est qu'elle presente la thhorie d'une maniere stricte-
ment parallele pour les deux cas des Heches situees dansle plan
ou sur la sphere: il n'y a de difference que quant aux proprietes
particulieres qui caracterisent les quaternions relatifs ä chacun
de ces cas.

Mais celui du plan est susceptible de simplifications impor-
tantes. Quand on veutexposer la Cinematique des figures planes
d'une maniere independante, le mieux sera d'abandonner les

quaternions pour des moyens plus directs. Les quantites
complexes ordinaires suffisent en effet completement pour presenter
la theorie analytique sous une forme ä la fois claire et concise.

Le montrer dans le detail, en nous obligeant ä des retours
superflus sur une foule de faits connus, allongerait ce memoire
sans profit. Je me bornerai done, pour conclure, ä quelques
rapides indications concernant les equations du courono'ide et

1 II faut revenir ici ä l'interpretation geomttrique dU quaternion re-
presentatif d'un mouvement, et se rappeler que r^rj par exemple, est le

Symbole de la rotation qui conduit r] sur rjj.
2 En changeant rq contre une autre fleche quelconque appartenant au

meme couronoide, la description du couronoide suivant ce procede sera
possible d'une double infinite de manieres.
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de la couronne; ell es suffisent pour faire comprendre le principe

de la methode.

Soient, relativement ä un Systeme d'axes, x et y les coordon-
nees de l'origine de la fleche, z — x-\-yi la quantite complexe
qui en est l'affixe; soient a et b les cosinus directeurs de cette
fleche, et A a -f hi.

Les quantites z et A caracterisent completement la fleche,

quant ä sa position et ä sa direction. Elles equivalent ä trois
donnees reelles, car les cosinus a et b devant toujour« verifier la
condition a2 + b'2 1, le module de A est egal ä l'unite.

Cela pose, le groupe des displacements (sous-groupe des mou-
* vements au sens large) est represente par les cc3 transformations

" <\) ze^' t A r%j eWf"A ; (20)

t est une quantite complexe quelconque qui represente la trans-
• lation des axes, tandis que w est reel et determine leur rotation.

De son cote, le groupe des antideplacements, autre sous-

groupe contenu dans le groupe general des mouvements, con-
tient les oo3 transformations

A<v e'°''A (21)

avec deux parametres, l'un w' reel, l'autre u complexe quelconque.
Considerons une expression telle que

1 1

A-s A'_5 (s — z') (22)

laquelle, outre les variables z et A, contient encore deux
parametres complexes z' et A', ce dernier unimodulaire comme A.

L'expression precedente est invariante par les substitutions du

groupe (20), pourvu que les parametres subissent les transformations

suivantes

z' fxj + t A' r\j A'etül ' (23)

tandis que les variables setransforment d'apres les formules (20).

Admettons en outre que les memes parametres subissent la
transformation1

1 Je designe par u la conjuguee d'une quantite quelconque u, obtenue

en changeant i en — i.
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z' u A.' i'~A'e w' (24)

alors que les variables se transforment selon le groupe (21) des

antideplacements.
L'expression (22), invariante par le groupe des deplacements,

ainsi qu'on vient de voir, ne Fest pas pour celui des

antideplacements; quand on lui applique les formules (21) eile aug-
mente de la quantite

A 2 A' 2 («A — a A') ou, uA^A' 2 — uA 5A'2.

Mais celle-ci, qui est la difference de deux quantites conju-
guees, est purement imaginaire. Ainsi, si l'on designe par pr la „
partie reelle d'une quantite complexe p, on.voit que l'equation

est invariante, relativement au groupe (20), comme relativement
au groupe (21); eile est done invariante dans le groupe de tous
les mouvements au sens large.

Et puisque cette formule (20) represente evidemment une bi-
serie de fleebes, c'est l'equation generale du courono'ide.

Quant ä l'equation de la couronne, eile s'obtient d'une maniere

plus immediate encore.

Designons par z0 et v deux quantites complexes quelconques
constantes, il est clair que la relation

oü A est la variable, represente une couronne; cette couronne
est, centree au point z0, son rayon est egal au module de la quantite

v, enfin les fleebes qui lui appartiennent font avec le rayon
vecteur un angle egal et de signe contraire ä l'argument de la

meme quantite v1.

Le courono'ide (25) contient une double infinite de couronnes.
En effet, z' et A' etant donnes, imposons aux parametres z0 et v

[A 2 A' 2(S — (25,

+ f A
o

1 ' (26)

1 Pour transformer les unes dans les autres toutes les couronnes du plan,
il faut employer les antideplacements et les deplacements, soit la totalite
de mouvements au sens large.
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de la couronne la condition1

z=zQ + -V\', (27)

par le inoyen de iaquelle un de ces parametres devient fonction
de l'autre arbitrairement choisi.

D'aprbs les formules (26) et (27), nous avons

z — z — vk — vk

et cette valeur, mise dans l'equation (25), la rend identique, car

r 1 __ - —1 in
[|'A2A' "—vk "A,sJr 0

Par suite, la couronne (26) appartient au couronoide (25) pourvu
que ses parametres verdient la condition precedente (27)ä.

Ainsi, si on prend deux couronoides de parametres («', A') et
(z", A") ils admettront toujours une couronne commune dont
les elements (z0, v) se determineront d'apres les conditions

*0 + ;a' z',
3 + vk" z"

0
1

La dite couronne est l'intersection complete des deux
couronoides, ainsi qu'il est aise de le montrer.

En cherchant entin les equations des couronnes qui sont
communes, d'une part aux couronoides (z\ A'), (zA"), de l'autre
aux couronoides (z', A') et (z"\ A'"), on reconnalt tont de suite

que les deux couronnes se rencontrent. Par suite, trois
couronoides ont toujours une fleche commune, Iaquelle est d'ailleurs
unique. II est inutile de chercher les formules, tres simples, qui
fournissent explicitement eil fonction des donnees la fleche

commune ä trois couronoides, ou encore, car les deux problemes n'en

font qu'un seul, le couronoide contenant trois fleches donnees.

Mais j'arreterai ici ces breves remarques suffisainment oxpli-

1 Si on regarde z et z' comme deux fonctions des variables indepen-
dantes A et A', les fleches correspondantes (z. A) et (z', A') engendrent
deux couronnes (26) et (27) qui sont reflexes l'une de l'autre.

2 Cette condition est necessaire, en meine temps que süffisante, ainsi que
cela se voit faciiement.

Archives. Vol. 46. — Octobre IIII8. 15
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cites pour tenir lieu de plus longs developpements, et je ter-
niine par une derniere observation.

§ 9. — Les courono'ides et les couronnes qui imitent la
Geometrie projective de la droite et du plan", jouissent d'une pro-
priete caracteristique, c est d'etre invariants au sein du groupe
complet des mouvements, groupe forme, nous le savons, de la

reunion des groupes partiels (20) et (21) des deplacements et
des antideplacements.

Or, on peut so deinander si la meme imitation est possible en

employant, au lieu de la couronue et du courono'ide, d'autres
monoseries et biseries de fieches qui neseraient plus invariantes

que relativeinent ä un seul des sous-groupes composants.
Sans traiter ici ce probleine qui admet une infinite de solutions

tant pour le groupe des antideplacements que pour celui
des deplacements, je me borne a un exemple; il se rattache
immediatement aux calculs ci-dessus.

Au lieu del'equation (25), qui estcelle du courono'ide, ecrivons:

[a~"' A'~"l(z — z' — sA)] 0, (28)
r

m, s sont deux constantes donnees a priori, la premiere reelle,
la seconde complexe, tandis que A', et z', sont des parametres
variables.

On reconnait immediatement que les cc3 pseudocouronoides1

(28) se transforment les uns dans les autres par le groupe des

deplacements (20); ils sont tous, ä la position pres, la reproduction

de l'un quelconque d'entre eux. Par contre les pseudocouronoides

n'admettent pas le groupe des antideplacements.
D'autre part, les intersections mutuelles deux ä deux de ces

pseudocouronoides, au lieu de se disposer selon ooe monoseries,
ainsi qu'on devrait l'attendre a priori, n'en forment en reaüte

que oo4 seulement; de meme l'ensemble des rencontres des cc3

' J'etends ä un cas plus general une locution que j'ai employee ä pro-
pos d'uncas particulier dans mon ]>remier memoire sur la theorie du
courono'ide. Ce cas correspond ä la valour s 0 du parametre s. Si, en outre,

on am — —- le pseudocourono'ide devient Vanticouronoide.



SUR LA. THEORIE DU COURONOIDE 209

plans de l'espace se reduit ä oo4 droites seulement. Chacune des

pseudocouronnes admet pour equation la suivante1, avec les

parametres z0 et v

z — zu + " A- + rA* (29)

et le pseudocourono'ide conti end ra a>5 pseudocouronnes ; la
condition ä verifier pour cela se lit

z -o + rA'

On a ainsi, en apparence, reproduit les proprietes significa-
tives de la droite et du plan ; et il est vrai que, exclusion faite de

l'unicite des solutions qu'il faut expressement reserver, les

pseudocouronotdes et les pseudocouronnes repeteront dans

leurs relations mutuelles les axiomes projectifs de la Geometrie
ordinaire.

Toutefois, en raison de la structure du groupe des mouve-
ments. reduit ä oo:i substitutions au lieu de oo6, il ne sera pas

possible de pousser plus loin l'assimilation, de l'etendre aux
proprietes metriques; en un mot, on doit renoncer ä projeter la

Geometrie nouvelledans un espace E3 dont les proprietbs soient

analogues ä Celles de notre espace, ainsi qu'on le fait avec le
courono'ide ordinaire.

1 L'origine de la fleche qui decrit la pseudocouronne engendre une
courbe de l'espece des epicycloi'des.
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