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Süll UNE INTERPRETATION EUCLIDIENNE

DE LA

GEOMETRIE DE RIEM ANN
A TROIS DIMENSIONS

ET SUR I. A

CLNfiMATIQUE DES FIGURES SPHERIQUES

se deplagant sur leur propre sphere

PAH

C. GA1LLEK
(Avec 3 fig.)

§ 1. — Generalites.

Tout le monde connalt l'interpretation de la planimetrie de

Lobatchewsky selon Beltrami; chacun sait que cette planimetrie
exprime, dans le domaine euclidien, les propri6t6s des surfaces

ä courbure constante negative, telles que la pseudosphere. Bien
plus immediate encore est l'interpretation de la Geometrie rie-
mannienne ä deux dimensions ; fails et formules transcrivent
simplement les proprietes classiques de la Geometrie ordinaire
sur les surfaces ä courbure constante positive, la sphere par
exemple.

Quand on passe du plan k l'espace, la reduction des Geometries

non euclidiennes ä la Geometrie euclidienne est beaucoup moins

directe, il faut 1'avouer. Pour rester dans le meme ordre
d'idees qui a reussi ä propos du plan, il faudrait se figurer les

espaces plats de Lobatchewsky ou de Riemann sous 1'aspect

d'espaces ä courbure constante localises dans l'espace euclidien
it 4 dimensions. La methode reste pareille, mais — inconvenient
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120 GEOMETRIE DE RIEMANN

majeur — l'imagination n'y trouve plus son comptc, incapable
qu'elle est de se reconnattre dans l'espaco ä 4 dimensions.

Aussi ne faut-il pas s'etonner si les interpretations eucli-
diennes des deux stereometries construites sur ce modele sont

presque inconnues; pour eviter l'inconvenient dont je viens de

parier, il faut en imaginer d'une tout autre nature, et parmi
celles-ci je citerai celle qu'a donnee Poincare, pour la Geometrie
de Lobatchewsky, dans Science et Hypothese'.

En cet endroit, l'illustre auteur se borne ä decrire la corres-
pondance des deux espaces, sans indiquer la methode qui sert ä

la realiser. Mais l'omission est facile ä reparer.
Une transformation birationnelle, semblable ä l'inversion des

Clements de la Geometrie, perinet de faire correspondre un point
de l'espace ordinaire ä un autre de l'espace hyperbolique. Tous
les points transformes se trouvent d'un seul et meme cötd d'un
certain plan fixe2. Les plans et les droites non euclidiens
deviennent des spheres, ou des cercles, les uns et les autres

orthogonaux sur le plan fondamental. Et tout theoreme, valable

pour la Geometrie de Lobatchewsky, en fournit un nouveau, de

Geometrie ordinaire, relatif ä des systemes de cercles ou de

spheres perpendiculaires ä un meme plan fixe.
11 est curieux que Poincare n'ait rien dit non plus, dans le

passage que je viens de rappeler, au sujet de la reduction ä

l'espace ordinaire de la Stereometrie riemannienne. Peut-etre
a-t-il pense que son lecteur n'aurait pas besoin d'aide pour
imaginer tout seul la transformation stereographique qui rem-
plita l'egard de l'espace spherique le meme office que celle dont

je viens de parier ä propos de l'espace hyperbolique; et, en fait,
la premiere de ces transformations s'offre bien plus immediate-
ment, et a certainement servi de modele ä sa congenere.

Quoi qu'il en soit, ces representations des deux stereometries
dans l'espace euclidien sont assez detournees, malgre leur
elegance. En ce qui concerne l'espace riemannien, sa planimetrie
s'interprete, d'une maniere tout effimentaire, sur la sphere, la
plus simple des surfaces apres le plan. Ce fait meme devait

1 Pages 56 et suivantes.
2 11 est loisible de substituer une sphere ä ce plan.



GEOMETRIE DE RIEMANN 121

faire croire ä la possibilite d'une representation egalement simple
dans le cas de la geometrie k 3 dimensions. Le present article
qui reprend ä un point de vue plus restreint, et aussi plus appro-
fondi, des questions que j'ai dejä traitees ici meme dans toute
leur etendue1 a pour principal objectif de montrer, et l'exacti-
tude de la prevision, et l'interet de la representation euclidienne
dont il s'agit.

Chose extremement singuliere. Cette representation
euclidienne directe de la Stereometrie riemannienne est ä la fois
banale et möconnue. Qu'on ouvre un traite de Cinematique:
c'est eile qui forme, de maniere implicite, et non saus une cer-
taine mutilation des faits geometriques, la substance du cha-

pitre consacre aux deplacements finis d'une figure spherique
sur sa propre sphbre.

La loi de la composition des rotations finies, conforme de tout
point ä la formule de la Trigonometrie spherique, est le premier
indice, le plus frappant aussi, d'une correspondance existant
entre les deux domaines. Qu'on suive ce fil conducteur, de de-

couverte en decouverte, on finira par s'etonner d'avoir fait si

longtemps, sous le nom de Cinematique des figures spheriques,
de la Geometrie non euclidienne sans le savoir.

II est ä coup sür tres interessant de voir une transition naturelle

s'etablir soudain entre deux sujets dont l'un paraissait
devoir rester toujours « un vain exercice de Logique », tandis

que le second fait des longtemps partie integrante des elements
dela Mecanique, c'est-ä-dire d'une science concrete entre toutes.

Mais on conqoit assez que tout ne se borne pas ä une consta-
tation de cette espbco d'un interet purement theorique. Ici.
comme dans tous les cas semblables, un profit plus direct de-
coule de la correlation posee entre les deux domaines pour la
connaissance de l'un et l'autre. Et je ne pense pas m'avancer

trop en affirmant que c'est la Cinematique des figures
spheriques qui a le plus ä gagner dans cet echange de services reci-

proques.
Quoi de plus simple, par exemple, sitot per^u le lien de la

Cinematique avec la Geometrie ponctuelle ä 3 dimensions, que

1 Voir en particulier mon article « Geometrie des corps solides et Geometrie

imaginaire », Arch. 1916, vol. 42, nos d'aoüt, septembre, octobre.
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de classerles mouvements d'unelamelle spherique selon le degre
de la courbe representative V Cette idee de repartir les mouvements

algebriques en categories naturelles de complexite crois-
sante est bien etrangere k la Cinematique usuelle.

Ou bien encore, que les couronnes decrites par la lamelle

puissent engendrer des complexes, des congruences, ou des

surfaces de tous les ordres reproduisant trait pour trait les lois de

la Geometrie reglee, le fait s'impose avec une entiere evidence

ä qui sait reconnaltre dans la couronne le parfait equivalent
de la droite non euclidienne.

Sans qu'il soit necessaire d'insister, on comprend assez que,
de meine que les mouvements ä un degre de liberte se

represented dans l'espace riemannien E[, ä l'aide d'une courbe, les

mouvements ä deux degres de liberte correspondent ä une
surface. Et ainsi. la totalite des notions de la Geometrie infinitesimale

des courbes et des surfaces trouveront leur place marquee
d'avance dans le domaine de la Cinematique : il suffira de les y
transporter par une simple transcription.

Une particularity nouvelle, en etendant ä la Cinematique
generale d'un corps solide quelconque librement mobile dans

l'espace la realite du rapport existant dejä entre l'espace E,' et
la Cinematique de la figure spherique, vient en accroltre singu-
lierement la portee et en multiplier les applications. 11 y alä un
fait des plus remarquables, et bien que je n'aie pas ä y revenir
dans la suite de ce travail, il ne me paraft pas inutile d'en indi-
quer ici sommairement les causes.

La lamelle spherique admet pour forme canonique la plus
simple une fleche, c'est-ä-dire l'ensemble de deux points ranges
dans un ordre determine, l'un servant d'origine ä la fleche,
l'autre d'extremite, le premier ä la distance d'un quadrant du
second.

D'une maniere absolument analogue le corps solide peut etre
ramene ä un feuillet, soit le Systeme forme par deux demi-
droites issues d'un meme point, et orthogonales entre elles.

Or, en vertu d'un theoreme fondamental de la Geometrie

reglee, les droites de l'espace sont assimilables, tant en cc qui
concerneleursproprietes metriques que leurs proprietes projec-
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tives, aux points imaginaires1 de la sphere. Ainsi done, abstraction

faite de la realite des objets, la fleche et le feuillet appa-
raissent comme des elements identiques: de ce point de vue

general, la lamelle spherique et le corps solide invariable sont
deux varietes d'une seule et meine chose.

On comprend par lä le rapport etroit qui existe entre les

Cinematiques de la lamelle spherique et du solide librement
mobile dans l'espace, et Ton s'explique par quel singulier con-

cours de circonstances, la meme Geometrie de Riemann ä trois
dimensions puisse servir d'image b l'une et ä l'autre. Ce sont
des faits d'Algebre qui servent de support aux geometries non

euclidiennes; il n'y a pas lieu d'etre surpris si la nature reelle

ou complexe des variables ne joue le role que d'un detail acci-
dentel sans influence sur le fond de la theorie.

Mais je le repete: je laisse aujourd'hui de cOte le cas general
du corps solide se deplaqant dans l'espace, et avec lui les quan-
tites complexes. Je m'en tiens ä la lamelle spherique mobile sur
sa propre sphere: e'est le cas primitif, qu'il f'aut d'abord bien

comprendre. Nous allons essayer do justifier ce qui precede tou-
chant la correspondance de la Cinematique qui s'y rattache avec

la Geometrie de l'espace E3'; nous emploierons ä cet efl'et une
methode nouvelle, extremement simple, oü la part du calcul se

trouve considerablement reduite au profit du raisonnementsyn-
thetique. Cette methode, mesemble-t-il,estlaplus propre ä bien
faire saisir la nature du rapport qui existe entre les deux espaces.

C'est l'essentiel de mon sujet: bien loin d'en epuiser la ma-
tiere, sur plusieurs points assez fondamentaux je meborneraiä
l'eflleurer. Dans un second article, j'aurai ä revenir sur un
certain nombre de questions accessoires qui en dependent plus ou
moins directement. La Cinematique des figures planes nous y
occupera notamment; le peu que j'en dirai suffira, je pense, ä

montrer les profondes differences qui separent ce cas de celui

que je traite aujourd'hui, et ä faire sentir dans quelle direction
les recherches ulterieures auront ä s'orienter.

1 Suivant la nature de l'espace E3, l'unite imaginalre aura des pro-
prietes differeutes. Selon que cet espace est euclidien, hyperbolique, ou
elliptique, il faut faire t- 0, i2 — 1, i2 1.
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§ 2. — Systeme de reference et coordonnf.es.

Considerons une sphere fixe, et soit ä sa surface une figure
invariable donnee, polygonale ou curviligne : c'est la lamelle,
eile peut se deplacer en prenant une triple infinite de positions.

La forme de la lamelle est quelconque : sans la changer au-
trement qu'en apparence, nous pouvons toujours la räduire ä

une fleche. La fleche est un petit vecteur attache it l'un des

points de la lamelle, dans une direction donnee relativement ä

celle-ci; c'est aussi, si on präfere, un arc de grand cercle unis-
sant l'origine de la fleche ä son extremite situee 90° plus loin.
La lamelle etant donnee, il est clair que son remplacement par
une fleche est possible d'une triple infinite de manieres diffe-
rentes, et que deux fläches representatives de la meine lamelle
sont toujours solidairement liees l'une ä l'autre.

Commen<jons par nous demander par le moyen de quelles
coordonnäes nous pourrons representee la position de la lamelle
L (ou de la fläche f) mobile a la surface de la sphere.

Pour däfinir des coordonnees, il faut d'abord un Systeme de

reperes fixes, ensuite un moyen d'y rapporter l'element mobile.
Constituons le Systeme de reperes par le procede suivant; il

y entre deux objets de nature difterente, il le semble du moins
ä premiere vue.

Le premier de ces objets est un triedre coordonne S, dont les

trois axes 0Xd, 0X2, 0X3, rectangulaires deux ä deux, partent
du centre de la sphere; les extremites de ces axes ä la surface
de la sphere, X,, Xä, X3 forment un triangle de points conju-
gues, triangle qu'on peut, si on prefere,employer enlieu et place
du triedre S.

Le second element du systäme de reference est une lamelle
initiale L0, ou fleche initiale f0, placee ä volonte sur la sphere.

Dans la Geometrie riemannienne de l'espace, ä l'inverse de ce

qui precede, le Systeme de reference est forme d'une maniere

parfaitement symetrique. On prend, pour remplir cet office,
les quatre sommets d'un tetraedre conjugue, dont les sommets

sont deux ä deux orthogonaux. Et ainsi les elements du Systeme
de reference, qui sont des points, non seulement sont homogenes
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entre eux, mais ils le sont encore aux elements ponctuels de

l'espace qui doivent leur etre rapportes. Ces caracteres sont
absents du Systeme disparate (S, /"„) quenousvenonsdeconstruire
comme repere des fleches portees par notre sphbre; et ainsi il
semble que l'analogie, manifestee par l'identite des dimensions
des deux espaces, oo3 dans l'un et l'autre cas, s'arretc aux
premiers pas.

Mais il est aisede voir que la divergence est purement artifi-
cielle; eile s'evanouit quand on donne au Systeme de reference

une forme symetrique, equivalente en fait, quoique ldgerement
moins precise que la precedente.

A cet effet, faisons pirouetter la fleche initiale ft, chaque fois
de 180°, autour des trois axes OX,, OX2, OX3, de manibre h la

transporter dans trois nouvelles positions ft, /"s, ou f3. II est

facile de reconnaltre que les fleches ft, f„, f3. qui sont a 180°

de distance1 de la fleche fB, sont aussi ä 180° de distance les

unes des autres. En outre, si Ton cherche quelles rotations ame-
nent une quelconque des quatre fleches sur une autre egalement
quelconque, on trouve que les axes de ces 6 rotations reforment
constamment le meme triedre aux aretes OXj, OX2, OX3.

Ainsi done, il revient au meme de substituer au Systeme de

reference primitif (S, f0), un Systeme nouveau qui comprend les

4 fleches f0, f,, f.2, f3, orthogonales deux ä deux : toutefois la
forme symetrique du Systeme de reference ne permet pas de

retrouver le sens des aretes du triedre S, et de ce fait la
premiere forme est presque toujours ä preferer.

Le Systeme de reference etant defini comme dit plus haut,
comment lui rapporter une fleche quelconque f placee sur la

sphere V Cousidörons le mouvement de rotation autour du centre
de la sphere, par le moyen duquel la fleche initiale vient s'ap-

pliquer sur la fleche donnee f.

1 On prendra bientöt, pour la mesure de la distance, la moitie de l'angle
de rotation.

2 Le sens de ce terme, au lieu duquel j'emploierai souvent celui de con-
jugue, se comprend immediatement par ce qui precede. Sont orthogonales
ou conjuguees deux fleches qu'une rotation de 180° amene en coincidence.
Le procede employe dans le texte pour construire un Systeme de 4 fleches

orthogonales deux ä deux est general.
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On sait que ce mouvement est caracterise par 4 parametres de

Rodrigues, e0. e,, e„, e3 lies ensemble par l'identite

'*ö + i'i +- cl +=1 •

Oes constantes ek seront pour nous les coordonnees de la, fleche f
relativement au Systeme de reference (S0, f). Leur signification
est bien connue, et la voici.

Soient 2to la grandeur de la rotation qu'il faut faire subir h

/0 pour l'appliquer sur f, et a,, as, a3 les coordonnees du centre
de cette rotation1 par rapport au triedre S, nous avons

e cos to eh ah sin to (2)

Au point de vue de la precision de ces formules, il faut remar-
quer que la rotation est toujours supposee s'exbcuter dans le cas

direct, lui-meme determine par la disposition dextrorsum ou
sinistrorsum du triedre S. Cette rotation admet une periode egale
ä ; enfin son centre A (a,, a2, a3) pourrait etre echange contre
le point diametralement oppose At (— at, — a„, — a3). De lä rd-
sulte immediatement que la fleche f etant donnee, le choix des

coordonnees comporte une indetermination quant au signe des

4 lettres e correspondantes; deux systemes opposes tels que

+ eh et — eh, (h 0, 1, 2, 3) caracterisent une seule et meme

Heche2.

Prenons maintenant dans l'espace riemannien un tetraedre T
de 4 points conjugues entre eux. Tout point de l'espace possede
4 coordonnees, ä savoir les cosinus de ses distances aux 4 som-
mets du tetraedre; comme on sait, les 4 cosinus e^verifientla
relation (1), ou 2e" 1.

h
II est done loisible de faire correspondre ä chaque fleche de

notre sphere le point de l'espace Esr qui possede les meines
coordonnees. II importe toutefois d'observer que la correspondanee
dont il s'agit n'est pas biunivoque: en effet, deux systemes de

quantites eh et determinent une seule et meme fleche, nous
le savons, tandis que ces memes systemes definissent dans Esr deux

points distincts, diametralement opposes.

1 On suppose desormais le rayon de la sphere pris pour unite.
2 Je rappelle que les formulesdeEodrigues, d'oü depend la situation relative

de deux triedres fixement lies hfetf0, contiennent les e au second degre.
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II resulte de lä que si une fleche unique estassociee ä un point
donne de E[, reciproquement ä une fleche donnee sur la sphere
correspond un couple de deux points, toujours places ä 180° l'un
de l'autre. Cette circonstance qu'il ne faut pas perdre de vue,
ne joue cependant qu'un röle secondaire; fort souvent on peut,
sans faire aucune entorse aux principes de la Geometrie rieman-
nienne, traiter comme s'ils ne formaient qu'un point unique,
l'ensemble de deux points diametralement opposes. Cela a lieu
notamment quand le point mobile dans E[ decrit une ligne
composee de deux parties symetriques par rapport ä l'origine.
La seconde partie apparait comme la repetition de la premiere,
et l'une et l'autre se representeront sur la sphere par une meme
monoserie de flaches deux fois decrite. Si, par exemple, une
fleche decrit une couronne, au premier tour, le point correspon-
dant trace la moitie d'une droite situee dans Esr, au second tour
l'autre moitie opposee ä la premiere. Et rien n'empeche d'iden-
tifier par la pensee les deux parties de la droite qui correspondent

ainsi ä la meme monoserie de flaches.

Mais il ne suffit pas, pour affirmer l'identite de la Geomdtrie
des figures sphöriques avec la Geometrie riemannienne, d'avoir
etabli une correspondance plus ou moins arbitraire entre les

coordonnees d'une fleche fet eel les d'un point P.Un röleessen-
tiel paratt appartenir, dans cette correspondance, aux systemes
de reference respectifs des deux espaces, (S, f0) pour la sphere,
le tetraedre T pour E|': pour que la correlation conserve une
signification reelle, d'ordre geometrique, il est indispensable que les

reperes n'interviennent pas en fait, ou que la relation instituee
entre les deux espaces possede un caractere invariant par
rapport aux elements de reference. C'est cette invariance qu'il s'agit
de mettre en lumiere maintenant.

§ 3. — Invariance de la Correspondance entre les
DEUX ESPACES.

A cet effet rappelons quelques proprietes elementaires qui se

rattachent aux formules de Rodrigues; elles ne s'expriment
aisement que grace ä l'intervention du calcul des quaternions
dont je n'ai pas ä rappeler ici les principes.
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Si un point de la sphere a pour coordonnees xi,xi, xz par
rapport ä S, faisons-lui correspondre un quaternion (vecteur)

I — -^T'i -f- it -|- Xi is (3)

Soit d'autre part

P Pq ~p Pi h -|- Pi't -p pt's > SPh — 1

un quaternion unimodulaire, dontlescomposantes, relativement
au Systeme S, soient egales aux parametres de Rodrigues defi-
nissant un mouvement de la sphere autour de son centre. Alors

1° Si la rotation p est appliquee au point eile le transfor-
mera en un nouveau point ?' de coordonnees x[, x't, x[

x i -p x i -p x i* 1 i 1

8 2
1

8 3

et l'on aura
?' />?/> (41

oh p designe le quaternion conjugne de p, ä savoir

p Pa — Pi >t — Pi'» — Pi it

2" La succession de deux rotations et q, executees dans cet

ordre, equivaut ä une nouvelle rotation de quaternion

qp (5)

Selon los proprietes du calcul des quaternions l'ordre des fac-

teurs, dans cette composition des rotations, ne peut et re alterne.
3" Entrainons le trihdre S de reference, et changons-le en un

nouveau triedre S' par le moyen d'une rotation dont le quaternion

soit q relativement ä S.

Dans ces conditions, si une rotation admetj? pour quaternion
representatif quand on la rapporte au premier triedre de

reference, le quaternion deviendra

qpq \ (6)

quand on rapportera la meine rotation au nouveau triedre S'.

Voici maintenant les consequences ä tirer de lä. On a

rapporte les fleches de la sphere au Systeme de reference (S ,f0), et

1 Remarque.r qu'on pourrait mettre le signe — (levant ces deux for-
mules, sans changer le resultat.
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caracterise chacune de ces Heches par le quaternion

ri — ''o h + ?ih + fis'» ; (7)

c'est, relativement au triedre S, le Symbole de la rotation ame-
nant f0 en coincidence avec f. Comment va se transformer ce

quaternion ^ lorsque les elements du Systeme de reference, S et

/0, se remplaceront par d'autres elements semblables S' et fl
Si S seul change, venant en S' sous l'influence de la rotation

p, tandis que f„ reste en place, les nouvelles coordonnees
"n' (e0, e[, e[, e'j de la Heche f, seront telles que

7)' p-r\p ; (8)

c'est la propriete n° 3 ci-dessus.

Conservons au contraire le triedre S, et imprimons ä la fieche

initiale f0 une rotation q qui l'amene en dans ce cas, les

coordonnees V devront representee la rotation f'rf, elle-meme

equivalente äla succession des deux rotations ff et f0f. Done,

d'apres la regle de la composition des rotations

V 17 • (9)

Si enfin les deux elements du Systeme coordonne sont changes
l'un et l'autre, par le moyen des rotations p et q, la transformation

cherchee resulte de la combinaison des deux precedentes;
eile sera done en general

l' PMP '

ou, si Ton veut
7]' ri] s (10)

en designant par r et s les quaternions unimodulaires quelconques

r P * qp

d'oü l'on deduit inversement

p ~ r q r s zn sr

En prenant, par exemple, s 1, ou q — p, on voit que la

transformation
7)' pt] (11)

symetrique de (9), est celle que subissent les coordonnees de la
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fieche *), quand on deplace ä la fois S et f0, par une meme

rotation^, apres les avoir rendus solidaires l'iin de l'autre.

Or, on reconnait immediatement dans la fonnule de transformation

(10) celle de la transformation des axes dans l'espace Ear.

La chose est d'ailleurs evidente en soi: car cette formule (10)
est lineaire quant aux eoordonnees eh et e'h\ eile renferme au-
tantde parametres quele mouvementgeneral de l'espace Ej,trois
par quaternion unimodulaire r ou s, soit six en tout. Enfin la

memo formule laisse invariante la forme fondamentale

I 2 2 2

"„+*!+ C2 + «2 •

Et voici la consequence de tout cela.

On amis en correspondance, par la coincidence de leurs
coordonnees, d'une part une flbche f appartenant ä la sphere, de

l'autre un point P situe dans Esr; si on s'avise de changer le

Systeme de reference auqiiel est rapportee la fleche (S, fa), le

point associe ä f dansYJ., n'a pas bouge; seal le triedre coor-
donne T s'est deplace dans l'espace. C'est la propriete d'inva-
riance dont j'ai parle plus haut.

Toute Geometrie particuliere n'est au fond que l'etude des

proprietes d'un certain groupe, le groupe des mouvements. Un

groupe commun — quelle que soit la forme speciale des elements
de deux geometries, point ou droite par exemple, — fait de ces

geometries un seul et meme corps de doctrine, l'une n'etant que
l'image de l'autre. Telle est bien la circonstance que nous offrent
la Geometrie de l'espace Ej' et celle des lamelles mobiles ä la surface

de la sphere.
Nous sommes encore au point de depart de l'une et l'autre, et

le peu que nous avons emprunte ä leurs theories respectives
suffit dejä pour affirmer a priori leur identite substantielle.
D'avance il est certain que nous pouvons imiter avec les lamelles
de la sphere tout.es les proprietes, metriques et projectives, de

l'espace ponctuel E^'.

II ne s'agit que d'un decalque; je vais y proceder sans m'at-
tacher ä suivre un ordre rigoureusement logique ni pretendre
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etre complet. Je desire seulement montrer quelle clartes'ajoute,
du fait de la copie executee k la surface de la sphere, aux
notions fondamentales de la Geometrie riemannienne, et recipro-
quement avec quelle evidence s'inferpretent dans E^" les pro-
prietes elementaires de la Geometrie des fleches.

§4. Le couronoide et la couronne spiieriques1.

Comme E|" contient od3 points, la sphere contient cc3 fleches

differentes. Par le moyen d'une rotation, deux fleches quelcon-

ques /'et f peuvent etreappliquees l'une sur l'autre; nous dirons

que fet f sont conjuguees lorsque l'angle de la dite rotation est

egal ä 180°; cela revient k dire que ces fleches sont symetriques

par rapport ä un certain centre. De meme, dans E,, deux points
sont conjugues, quand leur distance est d'un quadrant; dans ce

cas l'invariant

f« + -t"«? -|-c/ 0. (12)
0 0 ll' 8 S ' 33 y '

Dans Ej", le plan est l'ensemble des points conjugues d'un

point fixe, le pole du plan; l'analogue du plan pour la sphere
sera done le courono'ide, c'est-ä-dire la biserie engendree par
une fleche mobile /"qui se meut en restant toujours conjuguee
ä une fleche fixe f'. On obtient le courono'ide en faisant chavirer2
le pole f autour de tous les centres pris k volonte sur la sphere.

Une autre definition est ä remarquer pour le couronoide: voici

sur quelle propriety eile se base.

Si deux figures sphüriques se correspondent point par point
de maniere que les points correspondants soient diametrale-
ment opposes, nous lesnommerons mwsesl'une de l'autre: des

figures inverses sont egales dans toutes leurs dimensions sans

etre congruentes, elles ne peuvent etre amenees en coincidence

que moyennant un retournement prealable3.

1 Je rappelle que e'est ä M. R. de Saussure qu'est due la notion de couronoide.

On connait ses travaux fondamentaux sur le sujet publies ici meme.
2 C'est-ä-dire tourner de 180°.
3 A noter que ceci n'est vrai qu'en donnant k l'une des figures une forme

tout ä fait generale. La figure inverse d'une fieche, par exemple, est une
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Cela pose, il est facile de voir que deux figures inverses etant
donnees,si on prend la syinetrique de la premiere par rapport ä

un grand cercle, et la syinetrique de la seconde par rapport au

pole du grand cercle precedent, ces deux symetriques coincident.
Des figures (ou fleches) qui sont symetriques par rapport ä un

centre sont conjuguees, suivant la terminologie adoptee plus
haut; elles sont toujours congruentes. Nommons de raeme

figures (ou fleches) reflexes celles qui sont symetriques par rapport

ä un arc de grand cercle; l'une d'elles est congruente ä

l'inverse de l'autre.
Tout ceci etant bien compris, la deuxieme definition du couro-

no'ide est immediate ; et void les deux definitions reunies dans

un seul enonce.
Le couronoide est le lieu des fleches conjuguees ä une fleche

flxe f', c'est aussi le lieu des fleches reflexes d'une seconde fleche

fixe f0. Les fleches V et f0 (2ui s'appeUent respectivement la fleche

conjuguee et la fleche reflexe du couronoide) sont inverses l'une de

l'autre.

L'analogue de la droite riemannienne est la couronne: c'est le
lieu d'une fleche qui tourne autour d'un centre fixe c. La
couronne possede deux centres puisqu'on aurait pu faire tourner
la fleche autour du centre c'. oppose ä c, plutöt qu'autour de

c lui-meme, sans changer la couronne.
II y a evidemment cc3 couronoides differents, autant que de

plans dans Ej'. Les droites de l'espace sont au nombre de oo4; et
de meine, il existe sur la sphere co4 couronnes, se distinguant
les uncs des autres par leur centre, leur rayon, et l'angle constant

suivant lequel la fleche mobile rencontre la circonference
decrite par son origine.

L'analogie qui existe entre les couronnes de la sphere et les

droites non euclidiennes n'est point evidente a priori. Pour la

manifester, une construction, correlative de celles des droites
conjuguees de Ej, est indispensable, celle de la fig. (1).

Deux couronnes C et C' sont dites conjuguees, si identiques

autre fleche egale ä la premiere et qui peut s'appliquer sur celle-ci sans
retournement; il y a la une circonstance ä remarquer, dont l'omission peut
devenir une source d'obscurites.
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entre elles par leur forme intrinseque, elles sont tracees autour
de deux centres diametralement opposes tels que c et c'. De la

F/SJ

sorte, si on unit invariablement la couronne C ä son centre c,

puis qu'on am&ne ce centre en c' par un displacement convenable,
la couronne C se sera transformee dans sa conjuguie C'.

Si on construit la figure Co, inverse de C', on obtient une
nouvelle couronne, la couronne reftexe de C; celle-ci, representee

dans la fig. (2), possede la meme base que la couronne C,
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leurs Heches respectives sont egalement inclinees sur la circon-
ference de la base, de part et d'autre de la normale.

On reconnait immediatement l'exactitude des proprietes sui-
vantes :

1° Deux Heches quelconques respectivement placees sur les

deux couronnes conjuguees sont elles-memes conjuguees; le

centre de la rotation amenant l'une sur l'autre est en y au
milieu de l'arc qui joint les points d'application. Les couronnes
conjuguees sont ainsi l'analogue des droites conjuguees de l'es-

pace E^', dontles points respectifs sont aussi conjugues deux ä

deux.

Toute droite possede une conjuguee, toute couronne pareil-
lement.

2° Deux fleches quelconques prises dans deux couronnes
reflexes sont aussi reflexes entre elles. L'arc de grand cercle par
rapport auquel elles sont symetriquement placees divise en deux

parties egales celui qui unit leurs points d'application.
3° Si Ton fait chavirer1 une fleche fixe f' successivement au-

tour de tous les centres places sur lequateur y, eile engendre
une couronne C. Autrement dit, le lieu des symetriques d'une
fleche fixe par rapport aux differents rayons d'un faisceau plan
est une couronne *.

4° Une couronne est encore le lieu des symetriques d'une
fleche fixe f0 par rapport ä tous les arcs de grand cercle passant

par un meme point.
De ces proprietes decoule une serie de consequences ressem-

blant trait pour trait aux propriötes classiques de la droite et
du plan non euclidiens on euclidiens; au fond, elles leur sont

identiques, le courono'ide etant l'image du plan, la couronne
celle de la droite3.

' Tourner de 180°.
2 Toute couronne peut etre engendrce de oo1 manieres, tant par le pro-

cede n° 3, que par le procede n° 4. La fleche f' sera empruntee comme on
voudra ä la couronne conjuguee, la fleche fa ä la couronne reflexe. Le point
c est au centre de la couronne donnee, l'equateur y est parallele ä sa

base.
3 Le lecteur pourra aisement reconstituer les raisonnements dans le

detail; je me borne ä les esquisser seulement oü besoin est.
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5° Par deux Heches distinctes / et /' passe une couronne et

une seule.

6° Par deux Heches /'et /' passent une simple infinite de

couronoides ; les poles de tous ceux-ci sont situes ä volonte sur la

couronne conjuguee a celle qui joint /et /'; chacun des

couronoides qui passent par f et /' contient dans son entier la couronne

qui joint ces Heches.

7° Un couronoide contient une infinite de couronnes. Pour
obtenir une de ces couronnes il suflit de faire chavirer la fleche

polaire1 du couronoide autour des droites d'un faisceau plan
quelconque mene par lo centre de la sphere.

8° Si deux couronnes sont contenues dans un couronoide de

pole /'. elles possedent une fleche commune, et une seule.

Par le centre de la sphere, menons deux plans respectivement
paralleles aux bases des couronnes donnees, puis faisons chavirer
/autour de la ligne d'intersection de ces plans, nous obtenons

une fleche commune aux deux couronnes, c'est la seule.

9° Reciproquement si deux couronnes differcntes possedent

une fleche commune /', elles appartiennent toutes deux ä un
memo coui'onolde, lequel est d'ailleurs unique.

En eff'et, par le centre de la sphere, menons deux plans r et

r' respectivement paralleles aux plans de base de nos couronnes
C et C, et faisons chavirer /' autour de la droite d'intersection
de r et r', en /. Construisons enfin le courono'ide ayant /pour
pole, il contiendra les deux couronnes C et C'; C, par exemple,
sera engendre en faisant chavirer / autour de toutes les droites
issues du centre et contenues dans le plan r.

10° Par trois Heches /', /", /"' non contenues dans une meme

couronne passe un couronoide et un seul.

C'est celui determine par les deux couronnes (/' /") et (f /"')
qui se rencontrent sur /'.

11° Trois couronoides differents, qui ne passent pas par la

meme couronne, possedent toujours une fleche commune et une
seule.

Theoreme identique au precedent par dualite, en substituant
aux couronoides leurs poles, et k la fleche le couronoide polaire.

1 J'emploie aussi ce terme At polaire comme equivalent a conjugue; on
rencontrera aussi plus loin l'expression de pole ä la place de fleche polaire.

Archives, Vol. 46. — Septembre 1918. 10
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12° Deux courono'ides se rencontrent suivant une couronne.
C'est la couronne conjuguee de celle qui joint les poles des deux
courono'ides donnes.

13° Un courono'ide C et une couronne c qui n'y. est pas conte-

nue ont une fieche commune et une seule.
Par la couronne c menons un nouveau courono'ide C', lequel

rencontrera C suivant une couronne c'. Les couronnes c et c'

appartenant toutes les deux au courono'ide C' admettent une
fieche commune (proposition 8).

Les proprietes precedentes, qui sont toutes projectives, repro-
duisent dans leur ensemble les axiomes de la Geometrie tou-
chant les relations unissant entre eux les points, les droites, et
les plans *: elles sont seulement formulees ä propos de nouveaux
objets, les fleches, les couronnes et les courono'ides.

§ 5. — Notion metrique fondamentale.

La Geomdtrie de E3 connalt, relativement ä un.couple de

points r| et n', un seul invariant, toujours compris entre — 1

et + 1. C'est le suivant.

e/0 + eA + V« + Ve ' (13)

il represente, comme on sait, le Cosinus de la distance des deux

points.
L'interpretation, dans la Geomdtrie des fleches, de cette

notion metrique fondamentale n'oft're aucune difliculte.
Considerons en effet deux fleches f\ f'2 dont les quaternions

representatifs soient les suivants

r, e„ + etit + ep', + V'3

l'= i + Vi + e't\ + V. >

par rapport au Systeme de reference (S, f0).

1 Ce sont les axiomes t der Verknüpfung » selon Hilbert (Grundlagen
der Geometrie).

2 Je rappeile qu'une meme fleche peut etre representee par des coor-
donuees eL ou — e., egales deux ä deux et de signes contraires.

h *



GEOMETRIE DE RIEMANN 137

La rotation (ff) qui transporte f sur f peut etre remplacee

par la succession des deux rotations (ff0) et (/„/'); ainsi done,

d'apres la regle de la composition des rotations, le quaternion
representatif du mouvement {ff) vaudra

D'une part, l'invariant (13) est la partie scalaire du produit
precedent; de l'autre, cette meme partie scalaire, conformement

aux relations (2), est egale au cosinus de la moitie de Tangle dont
la fleche doit tourner pour s'appliquer sur f'. En rapprochant
ces deux faits, nous sommes conduits k la definition suivante :

Par convention, nommons amplitude, grandeur, ou mesure
d'une rotation, la moitie de Tangle de cette rotation ; nommons
encore distance de deux fleches l'amplitude de la rotation qui
applique l'une sur l'autre.

Alors, l'invariant

eA° + eA + eA + eA '

lequel, dans E[, mesure le cosinus de la distance de deux points
y) et rj', mesurera dans la Geometrie des fleches, le cosinus de la
distance de deux flaches, savoir celles qui correspondent aux
points r) et f.

La distance n'est pas une quantite admettant une determination

unique; les fleches etant donnees, eile possede deux valeurs

± w, auxquelles on peut encore ajouter des multiples quelcon-

ques de r.. Et ainsi, l'invariant possede deux valeurs dgales et
de signes contraires; le changement de signe, dans (13),
correspond h colui d'une des series eh ou e'h.

Quant ä la partie vectorielle du meine quaternion [Vr[], elle
n'est pas invariante dans le changement d'axes, mais sa signification

n'en est pas moins remarquable.
En ecrivant cette. quantite sous la forme

h (fi'i + <•»'! t C«'»l sin w (14)

les trois lettres c,, c2, c3 representent, relativement au triedre S,
les coordonnees du centre de la rotation qui amene la flbche rj sur
la fleche f \

1 Je representerai souvent par la meme lettre une fleche et le quaternion

correspondant.
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Employonsce Resultat pour completer sur un point important
la definition du courono'ide.

Nous savons que par un point clioisi ä volonte dans un plan

passe un faisceaudedroites. Ai'nsi. grace a la correlation existant
entre le plan et le courono'ide, et ä celle qui relie la droite et la

couronne, parmi les couronnes contenues dans un courono'ide,

il y en aura tout juste <*>' qui contiennent une fleche arbitraire-
ment choisie dans le courono'ide.

II est facile de determiner toutes ces couronnes, et leur
construction fournira meine une nouvelle description pourle courono'ide.

Soit (12), ou (ri'ij) 0, l'equation du courono'ide.

Prenons une des fleches du couronoide, if, et puisque la condition

GiV) 0 exprime que la grandeur de la rotation «> vaut
90°, posons d'apres l'equation (14)

VV —— c'i'l "I" -(" ('3 '3 — c

oü c designe le centre de la rotation qurconduit sur r" la fleche

polaire ri'.
On a ainsi

V — (<-Vl -(- Ci'i "I- 'Vs) V' — Cf\" I

transportant cette valeur dans l'equation du courono'ide, celle-ci

s'ecrira sous la forme

(cV'ri) (ch"r)]) 0

Mais, sauf un facteur scalaire, [r,"r|] represented centre de la

couronne qui joint m ä r," : l'equation ci-dessus exprime que ce

centre est ä la distance d'un quadrant du point c. La reciproque
a evidemment lieu.

Done, si autour du point c on truce un arc de grand cercle

agant ce point pour pole, etqu'on fasse tourner la fleche r"
autour d'un point quelconque r appartenant ä ce grand cercle, la
couronne engendree de la sorte est entierement contenue dans le

couronoide de pole r\. 11 n'y a pas d'autres couronnes renfer-
mees dans le couronoide.

En definissant le coiironoide parle moyen de sa fleche reflexe,
on pout presenter encore la meine construction comme suit:



GEOMETRIE DE RIEMANN 139

Soit D l'arc de grand cercle relativement auquel la fieche fixe

?]0 est reflexc d'une fieche f choisie ä volonte dans le courono'ide.

Hi on fait tourner cette derniere d'un angle quelconque
autour (Tun point r pris oü Von veut sur D, les go"2 positions
qu'elle occupera se repartissent selon od1 couronnes,et cliacun des

elements de chacunede ces couronnes appartient au courono'ide'.

§ 6. — Le groupe des mouvements.

Nous avons dejä parle plus haut du changeinent du Systeme
de reperes; c'est meme, on s'en souvient, la theorie du mouve-
ment qui nous a servi de pointde depart pour etablir la correlation

entre l'espace E, et la Cinematique de la figure spherique.
Je vais reprendre ici la meme theorie en restant sur le

terrain de la Geometrie des fleches et en adoptant surtout la me-
thode synthdtique. Cette methode explique en efi'et avec une

grande nettetd 1a. propridte primordiale des substitutions
orthogonales ä 4 indetermindes; le groupe des mouvements mis, par
exemple, sous forme quaternionienne

r/ rr\s

afi'ecte une structure binaire, tout ä fait caracteristique, avec

ses deux facteurs droit et gauche dont les roles ne peuvent etre
alternes.

La theorie geometrique rend compto, d'une maniere parfaite,
de cette conformation particuliere qui constitue le caractere le

plus saillant du mouveinent dans l'espace F£.

Revenons aux fieches, et nommons mouvement — au sens

large du terme — une operation qui associe ä toute fieche f,
une nouvelle fieche f', de teile maniöre que la distance (f', ?')
de deux fleches quelconques apres le mouvement reste la memo

que la distance (f, a) qui separait les meines fleches avant le

mouvement.
En somnic la definition precedente est conförme ä celle du

mouvement dans l'espace ponctuel: seulement, pour ce dernier

1 Ce second enonce est ä preferer au premier parce qu'il a encore lieu
pour le courono'ide plan.
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espace, la definition est trop large, parce qu'elle comprend les

retournements qui changent une figure en une figure egale

quoique non congruente.
Pour exclure les retournements, il faut ajouter que l'ensemble

de tous les mouvements doit former un groupe continu de
transformations. Une pareille restriction est inutile pour les mouvements

des systemes de fleches.

En effet, si une figure ponetuelle correspond par retourne-
ment ä une autre figure, il suffit de changer dans l'une de ces

figures un seid des points en son diametralement oppose pour
obtenir deux figures congruentes. Or un tel changement n'en
entrafne aucun dans le Systeme de fleches correlatif ä la figure
ponetuelle qui l'a subi; pour les fleches il est done superflu de

completer la definition de mouvement donnee plus haut.

Parmi les mouvements, au sens large, des systemes de fleches,
deux categories s'imposent d'abord ä l'attention, ce sont les

rotations et les antirotations'.
Faisons tourner la sphere autour d'un axe quelconque issu

du centre; cetto rotation, au sons ordinaire du mot, est un
mouvement au sens large. Ce n'est pas le seul, et pour bien

distinguer, nous designerons ce mouvement au sens etroit2 sous

le nom de deplacement, ou simplement de rotation.
La rotation s'opere autour d'un centre c, fixe sur la sphere,

ou, ce qui revient au meme, autour du centre c', diametralement

oppose ä c; le centre etant place, il faut, pour achever de dd-

finir la rotation, donner son amplitude, e'est-a-dire, comme il a

dte con venu plus haut, la moitie de l'angle de rotation.
II est clair que toutes les rotations forment un groupe de cd3

operations; car le centre de la rotation pout recevoir cos positions
ä la surface de la sphere, pendant que la grandeur de la rotation
depend d'un nouveau paramdtre. La propriete de ces go3 operations

de former un groupe resulte immediatement de la composition

des rotations qui nous permet de remplacer par une seule

1 Le choix d'une bonne terminologie, est une des difficultes du sujet. Je

n'ose me flatter d'en avoir adopte une qui soit toujours claire et exclusive
de tonte confusion.

2 La rotation, comme on sait, est le mouvement le plus general au sens

etroit.



GEOMETRIE DE RIEMANN 141

rotation la suite de deux autres. Je representerai souvent une
rotation quelconque par le symbole R.

Contrairement ä ce qu'on pourrait imaginer d'abord, les

rotations R n'epuisent pas l'ensemble de tous les mouvements
possibles au sens large.

A cöte des rotations R, nous pouvons distinguer de nouvelles

operations qui ne modifient pas non plus la distance de deux
fleches quelconques, et que j'appellerai les antideplacements, ou
les antirotations dl. Leur definition est la suivante1.

Associons ä toute fleche f une autre fleche f' qui lui soit inva-
riablement liee, de maniere qu'on obtienne f' en faisant tour-
ner f, d'un angle determine, autour d'un centre r, dont la

position relativement ä la fleche f, soit donnee a priori, tandis

que sa position sur la sphere fixe est variable avec Celle de la
fleche f.

II est clair que l'antirotation n'est pas un mouvement au sens

ordinaire du mot; dans ce dernier cas en effet, c'est par rapport
ä la sphere donnee que le centre de rotation est fixe, non par
rapport aux diverses fleches de la sphere.

Je dis que l'antirotation definit au eontraire un mouvement

au sens large. Car supposons deux couples de fleches solidaire-
ment liees, le couple {f, f) d'une part, le couple (®, ?') en
second lieu, de telle sorte que la figure (f, f') soit la meme que

?') ä la position pres. De lä rösulte que si une rotation R

ambne f en coincidence avec la meme rotation appliquera f'
sur et ainsi la distance finale des deux fleches (f', 9'), qui ont
subi une antirotation di (f, f') (9, 9'), est restee egale ä

la distance initiale (f, 9) qui separait les memes fleches avant le

mouvement.
La figure (3) suggere immediatement une remarque essentielle.

Les deux operations R et dl, executees Vune apres I'autre,
amenent tine fleche quelconque f dans la mime position, quel que
soit leur ordre de succession: autrement dit, ces operations sont

permutables, et I'on a Rdl dlR.
En effet, si on transforme /"parR, cette fleche vient en 9, eile

1 La rotation correspond & l'operation V pt\, l'antirotation ä l'ope-
ration — Y,g.
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se transporte ensuite en <p' apres l'operation öl. Si l'ordre des

operations est interverti, /"s'applique d'abord sur /"', puis sur ?' \
II est clair que les antirotations forment, elles aussi, un groupe

de oo3 transformations non permutables"2: c'est un nouveau sous-

groupe contenu dans le groupe general des mouvements au sens

large. En combinant une serie quekonque de rotations et
d'antirotations, nous obtenons des mouvements que nous appellerons
rotations ou deplacements mixtos; d'apres les proprktes etudiees
ä l'instant, nous savons que toute rotation mixte s'obtiendra en

composant une seule rotation R avec une seule antirotation öl.

r
f/S. 3

L'ordre des facteurs est arbitraire, et la decomposition ne

peut etre effectuee que d'une seule maniere. En effet une egalite
comme

Rdl H'öl'
donnerait

R'-1 H öl'öl~',
ce qui est faux, le premier membre etant une rotation, le second

une antirotation.
En resume le groupe G RÖl des rotations mixtes, est ä six

parametres; nous allons montrer qu'un mouvement quelconque

au sens large est contenu dans le groupe G, de sorte que l'en-

1 Cette propriete est la meme que celle des translations euclidiennes:
c'est sur elles que se fondent les proprietes du Parallelogramme de Clifford,
analogues ä Celles du Parallelogramme euclidien dont je parle plus loin.

2 La succession de deux antirotations est equivalente ä une certaine

antirotation, la propriete s'etablit immediatement.



GEOMETRIE DE RIEMANN 143

sefiible des rotations mixtes se confond avec celui des mouve-
ments.

La demonstration que nous allons presenter pour etablir cette

propriete caracteristique de la Geometrie des Heches est sans

doute un peu lente : inconvenient rachete par l'interet propre
qu'offrent les diverses propositions qui lui servent de base.

§ 7 — Analyse du mouvement.

La definition des couronnes et des courono'ides — observons-ie
d'abord — comporte un element inetrique ; eile repose tout
entiere sur la notion des fleches conjuguees, et deux fleches sont

conjuguees quand leur distance est egale ä 90°.
Par consequent, tout mouvement (an sens large) change un

couronoide en un autre couronoide, et une couronne en une autre,
couronne.

De plus, deux couronnes qui sont conjuguees avant le mouvement

le restent apres le mouvement.
Cela pose, remarquons que la position d'une fleche sur la

sphere depend de 3 parametres et que, par suite, une fieche est

determinee a la surface de la sphere quand on donne ses distances
ä trois autres anbitrairement choisies1.

Le theoreme ä demontrer affirme que tout mouvement, au
sens large, est equivalent ä une rotation mixte; pour l'etablir,
il suflit de faire voir qu'il existe toujours une rotation mixte
transformant un triangle de fleches (/', /"', f") en un autre

?') ?")> pourvu que ces triangles soient congruents entre eux,
autrement dit, pourvu que les distances (//')> f) soient

respectivement egales ii leurs correspondantes (??')> (?'?") et

1 Pour donner au raisonnement toute la rigueur necessaire, il est sou-
vent utile de le projeter dans l'espace F7 Ici, par exemple, les trois fleches

ne doivent pas appartenirä une meme couronne, comme les trois points cor-
respondants ne sauraient etre choisis sur une meme droite. De meme, les 4

distances etant donnees, il leur correspond deux figures ponctuelles non
congruentes; les figures correlatives de fleches sont congruentes.

2 Nous particulariserons plus loin, en supposant (ff") iff") 90°.
Cela n'a pas de consequence; on pourrait ajouter meme l'hypothese sup-
plementairc (ff — 90°.
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Soient deux flbches determinees choisies ä volonte dans deux

couronnes, de rayons quelconques, mais de meme centre. Quand
on fait tourner ces fleches ensemble autour du centre commun,
elles engendrent respectivement les deux couronnes sans que leur
situation relative ait change. Ainsi, etant donne une couronne
C, il existe toujours une antirotation qui transf'orme cette
couronne en une autre de forme quelconque'; il suflit que la seconde

couronne soit concentrique ä la premiere.
Cela pose, reprenons les fleches f, f', f" et construi-

sons les couronnes C et r unissant f' d'une part et ?'

d'autre part. Puis transformons r par le moyen d'une antirotation

dt qui la convertisse en une couronne y identique ä C, ä

la position pres. Soient <I> et <!>' les positions dans y des trans-
formees des fleches et

En faisant glisser y ä la surface de la sphere par le moyen
d'une rotation R, on peut l'appliquer sur C, cela de maniere que
les fleches f et <1> coincident. Et alors, ä cause de la relation

(ff') (??') (**')
f' et <!>' co'incideront aussi'2.

La construction precedente, qui ne nous renseigne pas sur la

position definitive de la fleche est possible d'une infinite de

manieres. Montrons-le.

Prenons une couronne quelconque. 11 est Evident qu'une rotation

r d'amplitude quelconque, executee autour de son centre
la laisse invariante, ne fait qu'echanger les unes contre les

autres les fleches de la couronne. D'autre part, commeles flbches

de la couronne peuvent etre associees deux ä deux de maniere

que la situation relative des fleches de chaque couple soit con-
stante d'un couple ii l'autre, il existe une infinite d'antirotations
P qui laissent invariante la meme couronne tout en permutant
entre eux les elements qui la composent.

Admettons que r et p possedent la meme amplitude; il est

' Cela est possible d'une infinite de manieres. Je vais y revenir.
2 On peut toujours imaginer que les sens suivant lesquels f, f' et o, tp'

se succedent sur Ieurs couronnes respectives sont identiques ; il suffit
d'echanger, si besoin est, le centre c d'une des couronnes contre le centre c'
diametralement oppose.
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clair que dans ce cas la rotation mixte r;~l ou p-V non seule-

ment laissera la couronne invariante dans son ensemble, mais

que chaque Heche appartenant ä la couronne restera memeinal-
teree, sous l'effet de 1'operation complexe rfl

II existe done, dans le groupe G, une infinite de inouvements

qui ne modifient aucunement les Heches d'une couronne donneel.
Sous l'etfet de l'operation rf1, la couronne conjuguee de C

reste invariante, mais e'est seulement consideree en bloc; quant
aux Heches qui constituent ', il est facile de voir que chacune

subit autour du centre c un deplacement d'amplitude 2«.

Cette derniere remarque suflit pour achever la demonstration

que nous cherchons.
En efl'et supposons, ce qui est toujours possible, que f" fasse

partie de la couronne conjuguee hfeth /'', de sorte que

(/n (m 90°.

Alors, quand f et f' ont ete mis en coincidence avec et

par le moyen d'une rotation mixte, la Heche 9" n'a pas encore

reiju de position fixe; eile decrit, dans sa totalite, une couronne
conjuguee ä celle menee suivant f, /', couronne qui comprend
aussi la Heche f".

Et ainsi, parmi les diverses rotations mixtes, qui amenent f
sur 9, et f' sur il en existe sürement une amenant aussi f" en

coincidence avec o".

Cette propriete est equivalente ä celle que nous avions en

vue: tout mouvement est identique ä une certaine rotation mixte.

Je dis qu'iZ existe, pour un mouvement quelconque, un couple
et un seul couple de couronnes, telles que, sous l'effet du mouvement,

les fleches qui composent chacune de ces couronnes ne fassent

que s'echanger entre elles. Les deux couronnes invariantes sont
d'ailleurs conjuguees entre elles; elles representent par rapport

1 Les inouvements rp_1, d'amplitude arbitraire w, sont, avec leurs
inverses r_1p, les seuls qui possedent cette propriete en ce qui concerne la

couronne C.
2 Ce mouvement particulier rp-1 correspond dans E^' a une rotation

autour d'un axe fixe. Les points de l'axe restent immobiles, l'axe conjugue
glisse sur lui-meme.
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ä la sphere l'image des axes conjugues caracterisant un mouve-
ment de l'espace E|'.

En effet tont mouvement des fleches resulte de la rotation
mixte Rdv. Soit c le centre de la rotation R sur la sphere fixe,
c' le point diametralemcnt oppose. Soient encore y, /la figure
formee par le centre de l'antirotation dv et par une flfiche quel-

conque soumise ä cette antirotation.
Les seules couronnes dont la forme restc inalteree sous l'in-

fluence de la rotation mixte RdL sont congruentes ä celle qu'en-
gendre f en tournant antonr de y. Pour que la situation de la

couronne n'ait pas change non plus, il faut que son centre se

trouve en c ou en c'. Ces conditions qui sont necessaires pour
l'invariance sont aussi süffisantes.

R existe done precisement deux couronnes qui se reprodui-
sent par le mouvement; elles sont centrees en c et c\ et lour
conformation est identique ä celle de la figure (/, y)

R^ciproquement, pour qu'un mouvement soit completement
determine, il no suffit pas de se donner le couple de couronnes
conjuguees C et C' qui reste invariant sous reffet du mouvement

; il y fautajouter les glissements 2w, 2<u' subis par ehacune
de ces couronnes. Les choses se presentent comme suit:

Prenons une rotation R et une antirotation dv, chacune d'am-

plitude w' en sens contraire, qui laissent Tune et l'autre C
inalteree; prenons encore une rotation R' et une antirotation
dv', d'amplitude w, laissant la couronne C invariante dans son

ensemble, non dans ses elements. Les 4 operations R, R', dv, dv'
executees simultanement definissent un mouvement qui ne

change pas la position des couronnes C et C' sur la sphere, tout
en les deplatjant le long d'elles meines de quantites respectives
w et m'. II n'existe evidemment pas d'autre mouvement ]>rodui-
sant cet eft'et.

Nous avons ainsi obtenu une image concrete du mouvement le

plus general dans l'espace E^'; tout deplacement dans cet espace
est completement caracterise h l'aide de deux droites conjuguees

1 On sait que siun mouvement non euclidien laisse immobile un certain
point de le mouvement se reduit ä une rotation autour d'un axe issu
de ce point. Un semblable resultat est evident d'apres ce qui precede. Si
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invariantes dont chacune glisse le long d'elle-memc d'une

longueur determinee

§ 8. — Mouvements speciaux.

Une description complete du mouvement exigerait des deve-

loppements dans lesquels je ne puis entrer ici faute d'espace.
On connalt l'importance dans Ej" des transformations

orthogonales rnr, et sis, associesä 1 a transformation ponctuellerps.
Ces deux transformations sont Celles des coordonnees plücke-

riennes des droites de l'espace; d'avance il n'est pas douteux

qu'elles n'interviennent encore dans la Geometrie des fleches.

Ce sont elles qui definiront le mouvement des couronnes; quand
on traite celles-ci comme des objets autonomes, elles se definis-
sent par le moyen de coordonnees plückeriennes, et celles-ci se

decomposent en deux series qui subissent respectivement les

transformations orthogonales en question rnr et sns
Je ne puis insister. Mais il est impossible, apres avoir parle

du mouvement au point de vue le plus general, de ne pas nous
arreter un instant sur ces mouvements speciaux, la rotation et

Yantirotation que nous avons vus jouer le role de facteurs dans

le mouvement general. Pris isolement ils presenteilt, dans l'en-
semble des deplacements, un caractere distinctif tres remar-
quable: c'est de laisser invariantes non plus deux couronnes
seulement, mais une infinite.

Ce fait est etroitement lie avec le phenomene du parallelisme

une fleche f, apres avoir subi une rotation mixte Rdv est revenue dans

sa position primitive, les deux mouvements R et ifL out lieu autour du
mSme centre; ils sont opposes et d'intensite egale. 11 existe alors necessai-

rement une couronne dont les fleches n'ont pas bouge, et cette couronne
contient la fleche donnee.

1 Le deplacement d'un point de l'espace ne depend, comme on sait,

que de la situation du point par rapport aux droites invariantes, to et to'

etant donnes. Au point de vue algebrique le cosinus du deplacement du

point p est egal ä la quantite scalaire (r-i,s-r,).
2 Formons les six determinants qui constituent les seules combinaisons

bilineaires gauches ou entrent les coordonnees de deux fleches choisies ä

volonte, ces six determinants sont les coordonnees plückeriennes de la
couronne joignant ces fleches.
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de Clifford dans Fespace et en fournit une interpretation
extremement claire.

1° Considerons toutes les couronnes, au nombre de oo2 ayant
un centre donne c ä la surface de la sphere; chacune reste inal-
teree, quelle que soit la rotation qu'on fait subir ä la sphere auto

ur de c.

A moins de colncider, deux pareilles couronnes ne se rencon-
trent jamais, ou n'ont aucune fleche commune : autrement dit,
elles n'appartiennent pas ä un meme courono'ide.

Les oo"2 couronnes dont il vient d'etre question sont l'image,
dans Esr, d'un faisceau de droites, qui sont paralleles entre elles,
ä gauche. L'analogie des deux espaces montre ä l'instant que
deux droites semblables, paralleles entre elles, ne sont pas con-
tenuesdans un meme plan. Uexiste un mouvement tel quesi l'une
d'entre elles glisse le long d'elle-meme d'unelongueur«, toutes
les autres en font autant. Et de meme que par une fleche, on peut
toujours mener une couronne et une seule, qui soit concentrique
ä une couronne donnee, de meme par un point de E£' passe

toujours une unique droite qui est parallele ä gauche ä une
droite donnee.

2° Considerons toutes les couronnes, au nombre de oo2, dont la

forme est donnee a priori, tandis que leur situation ä la surface
de la sphere est arbitraire. Deux semblables couronnes, ä moins
de colncider, ne font jamais partie d'un meme courono'ide. II est

evident qu'il existeun ensemble de oo' anti rotations, d amplitude
quelconque, laissant invariante chacune de ces couronnes: ce

sont Celles dont le centre est place, relativement ä la fleche
mobile, comme Fest le centre de notre couronne par rapport ä la
fleche qui la decrit.

Dans la Stereometrie riemanienne, ces couronnes, eongruentes
entre elles, correspondent aux paralleles de Clifford ä droite.
Les proprietes relatives ä cette seconde espece du parallelisme
sont identiques de tout point ä Celles dont jouit le parallelisme
ä gauche.

8° Nous savons que toute rotation est permutable avec toute
antirotation. Par suite, dans EJ', si on execute successivement
deux translations, l'une ä droite, l'autre ä gauche, de maniere
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qu'un certain point A se transporte tantöt en A', sous l'infiuence
de la premiere, tantöt en A" sous l'infiuence de 1a secoude, les

points A" et A' viendront oecuper tous deux la meine position
finale A"', apres qu'on les aura soumis aux deux translations
respectives. Et la figure AA'A"A"' a ses cötes opposes egaux et

paralleles, l'une des pairesä gauche, l'autre ä droite. Cette
difference de qualite dans le parallölisme, et le fait que la figure est

gauche au lieu d'etre plane sont les seuls traits qui en dift'eren-
cient les proprietes de celle du Parallelogramme euclidien.

On voit avec quelle facilite la Geometrie de fieches spheriques
rend comptc du paraltelisme de Clifford, cette notion qui reste
sans emploi dans la Planimetrie mats joue, en revanche, un role
si caracteristiquc dans la Stereometrie riemannienne.

Le rapport entre la Trigonometrie de l'espace E[, et la regie
de la composition des rotations est des plus immediats: je me
borne sur ce sujet par lequel je termineä quelques bröves
indications.

On a, tant pour les points d'une droite dans Esr, que pour les

fieches formant une couronne sur la sphere, la representation
parametrique suivante; eile est ä peu pres evidente

En ce qui concerne la couronne par exemple, les quaternions
V et V' representent deux des fieches qui y sont contenues, dis-
tantes d'un quadrant, de sorte que (r,'r,") 0. Laquantite s me-

sure la distance qui separe la Heche r,'do la Heche initiale
Si on prend une nouvelle couronne qui rencontre la prece-

dente suivant la meme fieche V, la representation parametrique
correspondante sera

§9. — Relation Trigoxomktrique.

H tj' cos s + rj" sin s (15)

H' r\ cos s' + n'" sin s1 (16)

et l'on a de möme (tiS'") 0.

Le cosinus de la distance S qui separe les fieches H, H' de

chaque couronne est egal au produit scalaire (HH') des quan-
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tites (15) et (16); et ce dernier, en vertu de (ri'rl") (ri'yi'") 0,
est egal ä

cos S — cos s cos s' + (t|"y)'") sin s sin s'

Pour deux droites de E, le produit (n'V) depend uniquement
de l'angle de ces droites. De meine, dans le cas de deux cou-

ronnes concourantes, le produit en question depend de ces cou-

ronnes seulement, non des flechesqui y sont contenues: on peut
done l'appeler aussi le cosinus de 1 'angle de ces couronnes et
ecrire en designant par A cet angle

cos S cos s cos s' + sin s sin s' cos A (17)

Et ainsi; quand une flecke decrit dans deux couronnes qui se

rencontrent sous l'angle A, des segments d'amplitude s et s', la
distance S qui separe les positions finales est donnee par la
formale trigonometrique (17).

Reste k trouver comment s'obtient geometriquement l'angle
de deux couronnes concourantes. Soient, ä cet effet; 0, et 0.2 les

centres des couronnes; lAduisons la lamelle -rf ä l'arc du grand
cercle 0,02, et faisons la tourner successivement des angles
2s 180°, 2s' 180°, autour des points 0, et Oä.

On voitimmddiatementqueS 0402, tandis que la formule
(17) donne cos S cos A.

Ainsi 1 'angle de deux couronnes qui se rencontrent est egal ä
celui des axes de ces couronnes.

Ce resultat fondamental precise le sens du theoreme (17), dont
les consequences sont fort nombreuses ; elles embrassent notam-
ment la theorie de la perpendicularite entre couronnes et cou-
rono'ides.

Mais l'examen detaille de ces nouveaux problemes nous ferait
enller demesurenient cet article, sans nous donner autre chose

que la preuve reiteree du parallelisme necessaire qui relie la
Geometrie riemannienne äla Cinematique des figures spheriques
mobiles sur leur propre sphere.
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