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GEOMETRIE DES CORPS SOLIDES

ET

GEOMETRIE IMAGINAIRE

PA K

CAH-I EK

(Suite et finx)

XIII. — Theorie aeälytique des vrilles

Parmi les differents objets dont s'occupe la Geometrie imagi-
iiaire, corps solide, vrillo'ide, et vrille, c'est ce dernier qui est
le moins simple. II n'est done pas superfiu. apres en avoir fait
plus haut la theorie synthetique', d'en retrouver les proprietes
essentielles par la voie analytique. Le fait que les coordonnees

pliickeriennes des vrilles sont imaginaires ne joue qu'un role
secondaire dans la theorie, et celle-ci se trouve en realite iden-

tique avec la Geometrie reglee de l'espace riemannien.
Mais outre que cette derniere est relativement peu connue,

le passage du reel au complexe en modifie quand meme quel-

ques-uns des caracteres; par exemple, les series lineaires de

vrilles n'ont pas necessairement les mhmes dimensions que les

series lineaires de droites, complexes, congruences ou quadri-
ques. Pour ces differents motifs, je crois devoir consacrer la fin
de ce memoire ä une etude rapide des elements de la Geometrie

reglee imaginaire, soit de la Geometrie des vrilles.

Nous disposons, pour la representation analytique d'une

vrille, de deux precedes principaux. L'un est base sur la defini-

h Voir Archives, t. XLII, p. 89 et 177.

Archives, t. XLII. — Ootobre 1916 19
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tion parametrique, Pautre sur l'emploi des coordonuees plücke-
riennes; ils ont chacun leurs avautages et leurs inconvenients

particuliers et doiveat servir tous les deux suivant les circons-

tances.
Dans la representation parametrique

X„ xk cos s + yA sin s (k — 0,1,2, 31 (23)

les corps servant de bases (x) et (y) sont orthogonaux, on a done

toujours (xy) 0 ('); s et 90°-s expriment les distances du

corps descripteur X ä chacune des deux bases.

Employons cette representation, en vue d'etablir la loi de

1'intervalle entre deux corps, dont Pun X fait partie de la

vrille (23), et dont l'autre Y appartient ä une seconde vrille
d'equation

Zt zk cos t + uk sin t (k 0, 1. 2, 3) (24)

Par multiplication de deux formules (23) et (24), nous obte-

nons

(XZ) (xz) cos s cost + {yz) sin s cos t + (xu) cos s sin t

+ (yu) sin s sin t.

Supposons en outre que Forigine des s et des f, sur
chaque vrille, se trouve ä l'extremite d'une des deux normales

communes que nous savons exister. Dans ce cas, les corps

x et y sont respectivement orthogonaux sur u et z, et l'on a les

4 relations

(xy) 0 (yz) 0 (xu) 0 (zu) 0 (25)

De cette maniere la loi de la distance se simplifie, devenaut

(XZ) (xz) cos s cos t + (yu) sins sin t (25')

En general, la condition pour qu'un corps X (s), emprunte ä

la premiere vrille, soit la projection sur cette vrille d'un corps
Z (t) emprunte ä la seconde, s'exprime sous la forme

V (z cos t + u sint)(— x sins + « coss) 0
k k ' k ^ k

') La notation (xy) signifiera toujours le produit interieur

•To Vo + X1 Vl +^2 2/2+ X2 2/3-
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Pour que la vrille qui joiut les deux corps soit une normale

commune, il faut done que l'equation precedente soit verifiee,
ainsi que l'equation symetrique

2 (— sin t + uk cos t)(x cos s + y sins) 0

En tenant compte des relations (25), les deux conditions
s'ecrivent sous forme reduite

to) cost sins — (yw)coss sin t 0 1

1 (26)
(a:2)coss sint — («/«Isins cos t 0 J

Mais les expressions (xz) et (yu) ne sont pas toutes les deux
nulles, sans quoi les vrilles considerees seraient .conjuguees;
e'est un cas ä negliger. Nous avons done, en vertu de (26),

cos21 sin2 s — cos2 s sin21 sin (s + t) sin (s — t) 0

ce qui donne, ou bien s t, ou bien s — t.
Qu'on porte ces valeurs dans (26), il vient

cos s sin s [(xz) q= (yw)] 0

d'oü s t — 0, ou encore, s + t 90°. Done, il n'existe
aucune vrille normale aux deux vrilles donnees, en dehors de la
paire remarquee des l'abord.

La conclusion est inexacte, lorsque (xz) ± (yu). Ces deux

hypotheses se reduisent ä une seule par le changement de signe
del'un des 4 corpsx, y,z, u; prenons done seulement (xz) (yu).

Dans ce cas les formules (26) se ramenent simplement ä

sin (s — t) 0 soit s t ;

on est evidemment ici en presence d'un parallelisme de
Clifford. II existe en effet une infinite de vrilles normales aux deux
vrilles donnees ; leurs extremites sur chacune de celles-ci
decrivent dans l'une et l'autre des segments egaux. De plus, la
distance de ces extremites est donnee par la formule (25'),
laquelle devient dans les eirconstances actuelles

(XZ) (xz) (cos2 s + sin2 s) (xz)

et ainsi la grandeur des normales communes est invariable dans

le cas du (parallelisme.
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Les conditions du parallelisme de Clifford sont contenues
dans les formules (25) qu'il faul completer par les suivantes

(xz) (yu) (») (ua) 1 (27)

Si on suppose x. y, et z donnes, ce systeme est du second degre

par rapport ä m; on en conclut immediatement que par un
corps quelco)ique passent deux vrilles paralleles ä une crille
donnee.

II n'est pas saus interet de faire voir que les conditions du

parallelisme, telles que nous venons de les deduire de la
representation parametrique, sont conformes de tout point ä celles

tirees de la theorie synthetique.
Qu'on exprime cette derniere en fonction des coordonnees

plückeriennes sous leur seconde forme(t), on en deduit que deux

vrilles Y (L,... R) et V' (L\... R') sont paralleles, si l'on a, soit

L V M M' N N' (28)

soit encore
p p' ; Q Q' R R' (29)

Nous allons voir que ces conditions sont en effet une

consequence du systeme forme par les equations (25) et (27) ci-dessus.

En designant par a, ß, y, S les quantites precedemment notees

x, y, z, u (2), j'ecrirai le dit systeme sous la forme

(aß) 0 (ßy) 0 (aö) 0 (yd) 0 ;
1

1 (30)
(ay) (ßö) a J

auquel il faut ajouter, puisque a, ß, y, S sont unimodulaires,
le suivant

(aa) (ßß) (yy) m l (3i)

Des diverses identites ci-dessus decoule une consequence
algebrique ä retenir: c'est

*oa. +ßoß,+yoy,+öoö, 1

(32i
-«(».yo +W+M.+^O6.) =0 • (i= 1;2,3) j

') Voir plus haut, p. 187.
-') Les lettres x, y, z, u vont recevoir une nouvelle acception.
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Eu eilet, les relations (30) et (31) expriment que les
substitutions

X ciqX + ß0y + y0z + d0u

Y + ß3y + yxz + ösu
f (33)

Z a2x + ß2y + y2z + d2u

U a3x + ß3y + y3z + b3u

transforment l'un dans 1'autre les deux polynömes

X2 + Y2 + Z2 + U2 et x2 + y2 + z2 -f + 2a (xz + yu)

Cela etant, resolvons le Systeme (33) par rapport aux petites
lettres; nous avons

a0X + o^Y + a2Z + «3U x + az §

ftX + ßtY + ß2Z + ßaV y + au — rj

y0X + y, Y + y2Z + yzU ax + z £

ö„X 4 ötY 4- ö2Z + ö3U — ay + u r
Or, identiquement

+ rß + £' + *' ~ 2atg - 2ayr
(1 — a2)(x2 + y2 + z'- + u2 + 2axz + 2ayu) ;

qu'on exprime les deux membres en fouction de X, Y, Z, U, il
viendra

(x0X 4- GtjY + a2Z + *3U)2 -p — (1 — o2)(Xj 4- Y- 4- Z- 4- U2) •

De lä, en identifiant les termes en XY, XZ. XU dans les deux

membres, les trois equations (32) ci-dessus.

Revenons ä la question du parallelisme, et composons les

coordonnees plückeriennes de deux vrilles, ä l'aide des 4 lignes

a, ß, y, S, suivant les definitions (9'). Elles donuent

l <xeßi - ßaXi p <x,ß3 - a3ß2

m a0ß2 - ß0z2 q oc3ß3 - a,/3,

n x„ß3 — ßax3 r <Xiß2 - a,j5,

et de meine, pour V,
V y0bt — Ö0y3 p' y2ö3 - y3ö2

m' y0ö2 — ö„y2 q' =-- yA — yA
n' y0b3 - d0y3 r' j/,ö, — yA

(34)

(35)



270 GEOMETRIE DES CORPS SOLIDES

Je dis que ces valeurs donnent lieu ä l'identite

(l — V) (q — q') — (m — m')(p — p') 0 (36)
ou

(Iq — mp) — (l'q — m'p) — (lq' — mp') + (l'q' — m'p') 0 (37)

Pour le faire voir il suffit de transporter dans (37) les definitions

(34) et (35). Le calcul de chaque terme se fait sur le meme

modele, le second par exemple donnera

l'q - m'p <x3y0(i86) - ß3ya(ab) - asö0(ßy) + ß3d0(ay)

En reunissant les 4 resultats semblables et en tenant compte
des conditions du parallelisme (30) et (31), il vieut

?o*3 + ßoßi + }>i>y3 + ö0ös — a (x3y0 + a0y3 + Kß3 + daßo) >

ouzero, d'apres le lemme demoutre ä Pinstant.
En operant de la meme maniere avec les trois determinants

analogues ä (36), nous voyons done que les coordonnees plücke-
riennes de deux vrilles paralleles verifient les conditions

I — l' m — to' n — n'

p — p' q — q' r — r' '

ou encore
I — sp I' — ep'
to — eq to' — eq' | (38).
n — er n' — er' J

Comrne d'autre part on doit avoir

V (12 H- p3) V {V- + p"2) 1 et V lp V iy 0

l'elevation au carre des formules precedentes donne e® 1,

s ± 1. Et ainsi se trouvent confirmees les conditions du

parallelisme ecrites plus baut sous les formes (28) et (29).

Un mot encore sur ce sujet. Soit ä mener par un corps (tc)

une vrille V (I,... r) qui soit parallele ä une vrille donnee

V' (V... r').
Ayant choisi une des valeurs possibles pour s dans les equations

(38), nous ecrirons que la vrille V contient (x), par le

moyen des trois relations

px0 nx2 — mxs qx0 — lx3 — w, rx„ mr, — lx2



ET GEOMETRIE 1MAGINAIRE 271

Le Systeme des 6 equations ainsi ecrites, du premier degre,
donnera les inconnues d'une maniere entierement deter-

ininee; ces inconnues definissent bien une vrille, car les six
valeurs deduites des 6 equations precedentes verdient evidem-

ment les conditions

l2 + m- + n2 + p2 + q2 + r2 1 et Ip + mq + nr 0

Suivant la valeur adoptee pour e, il existera ainsi deux vrilles
paralleles qui se determinent separement. La solution analyti-
que du probleme possede ainsi tous les caracteres de la solution

geometrique donnee ci-dessus.

Noussavons que la situation relative de deux vrilles Y (l,... r)
et V' (T,... r) depend des deux distances conjuguees. Comment

ces invariants se determiuent-ils eil fonction des coordonnees

pliickeriennes
Pour le voir, reprenons les representations parametriques

ci-dessus ainsi que les relations d'orthogonalite (25). II y a deux
normales communes, celle qui reunit les corps x et s, et celle qui
reunit les corps y et u. Nous donnons respectivement ä ces

quatre corps les indices 1, l', 2 et 2", de maniere que les

distances xz et yu soient aussi figurees par 11' et 22'. On a, par
exemple (*),

COS 11' fu, £0Z0 + x1zi + .X2Z2 + x?z3

Nous savons que les coordonnees pliickeriennes sont toutes
des determinants, I par exemple, vaut x0 yx — xx y0. De lq
resulte tout de suite, d'apres la theorie des formes adjointes, la
relation

IV + mm' + nn' -f pp' + qy' + rr' - fX2,fVi

cos 11' cos 22'

cai'/12, =/1>2 0.

Dans la derniere identite permutons la vrille Y' contre sa

conjuguee; il vient

lp' + m,q' + nr' + pl' + qm' + rn' sin 11' sin 22' (40)

') La lettre/1 represente la forme fondamentale£c02 + xx2 + x22 + xs-,fi2
l'emanant de cette forme.
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Les deux quantites (39) et (40) sont les invariants conjugues
des deux vrilles; on peut, si l'on veut, les considerer comme
les deux determinations particulieres d'uu invariant complexe

(l + ep)(l' + ep') + [m + eq)(m' + eg') + (n -f er)(n' + er') 1

— — t (41)
cos (11' — e22') J

dans lequel le Symbole e peut etre remplace ti volonte par ± 1.

Et ainsi, en employant les coordonnees plückeriennes sous leur
seconde forme, l'invariant complexe (41) se decompose dans les

deux invariants suivants

LL' + MM' + NN' cos (11' - 22') (42)

PP' + QQ' + RR' COS (TT' + 22') ; (43)

ce sont justement ceux qui definissent la situation relative des

axes des deux vrilles, eonsideres tantöt dans l'espace absolu,
tantöt dans le corps descripteur lui-nieme.

II est elair que l'invariant (40) s'annule quand les vrilles ont
un corps commun et seulement dans ce cas; que, pour la meine
raison, le premier invariant (39) est nul si l'une des vrilles
possede un corps commun avec la conjuguee de l'autre, autre-
ment dit, si les deux vrilles sont perpendiculaires. Entin l'invariant

complexe (41), reunion des precedents, est nul dans le

seul cas oil les vrilles se rencontrent ä, angle droit, ou sont
normales entre elles.

Les resultats precedents, importants en eux-memes, nous

permettent de retrouver par une troisieme voie, tres elemen-

taire, les conditions du parallelisme de Clifl'ord.
Prenons, avec les vrilles V (l,... r) et V r'), la normale

commune <j> (X, p); nous devons avoir

(X + eo)(l + ep) + (fi + ex)(m + eq) + {v + eg) (n + er) 0

(X + eco) (V + ep') + (ß + e%) (m' + eq') + (v + eg) («' + er') 0

quelle quesoit la determination particuliere de s ± 1.

Si done, pour aueune des valeurs de e, nous n'avons les

proportions
l + ep m + eg n + er

^

V + ep' m' + eq' n' + er' '
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le probleme est determine. En prenant tan tot e 1, tantöt
s — 1, on tirera de Pequation precedeute les valeurs propor-
tionnelles des quantites

A±(ü, p ± % v ± q

Un achevera de determiner les 6 quantites, soit les facteurs
de proportionualite qu'elles contiennent, ä l'aide de la double
condition

(X ± «)2 + (ß ± x)'2 + (v ± q)2 1

En definitive nous sommes ainsi ramenes ä la paire des

normales communes que nous connaissions dejä Ces normales se

transforment l'uue dans l'autre parl'echange de L,M,N contre
P, Q, R ; elles sont done conjuguees.

Si la solution du probleme est indetermiuee, les vrilles Y et Y'
sont paralleles entre elles. Pour cela, il faut que, pour une cer-
taine valeur de s, les proportions (44) soient realisees. II est clair
qu'on peut encore caracteriser ce cas en disant que l'uu des

invariants (42), ou (43), ä savoir cos (TT ± 22'), est egal ä

l'unite positive ou negative.
La solution precedente est evidemment la traduction alge-

brique pure et simple de la solution geometrique demontree
ci-dessus.

XIV. — Les polyseries lineaires de vrilles

En resume la substitution du complexe au reel n'aflecte que
fort peu les theories que nous avons etudiees jusqu'ä present;
sauf des nuances de detail, elles reparaissent identiques sous

une forme nouvelle, plus generale. Et notre unique täche a

consiste a mettre en evidence ce parallelisme grace auquel les

lois ordinaires de la Geometrie se trouvent exprimer les

rapports spatiaux, non seulemeut entre les points, les droites et les

plans, mais encore des rapports identiques entre les solides, les

les vrilles et les vrillo'ides.
Mais au moment oü, depassant les premiers elements, on

entre dans le .domaine des polyseries lineaires, les choses se

compliquent. Non pas que le parallelisme s'evanouisse; il s'obs-
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curcit seulement. La raison en est qu'on a d'abord trouve
dans les faits de la Geometrie ponctuelle des images adequates

pour la representation des phenomenes de la Geometrie des

corps solides. Au lieu que maintenant les röles se retournent,
et c'est au coutraire les polyseries de corps solides qui doivent
servil- de figure aux polyseries de points imaginaires uon etu-
diees anterieurement.

Prenons, par exemple, un corps solide. Sa position est definie
ä l'aide de 4 coordonnees complexes xk dont l'ensemble equi-
vaut ä 8 donnees reelles xk, xk', car

xk xk' + ix" (k 0, 1, 2, 3)

Au lieu de se borner ä des polyseries lineaires telles que

V atxk 0 (45)

ä variables et coefficients complexes, quine font que reproduire
des vrillo'ides ou combinaisons de vrillo'ides, on peut aussi

definir des polyseries lineaires, obtenues par une espece de

dedoublement.
Chacune de ces nouvelles polyseries aura pour equation

— KG + v'*) 0
> (46'

et cette fois les coefficients et les variables sont reels.

II est clair que les nouvelles polyseries sont plus generales

que les anciennes, car toute equation du type (45) en represente
deux du type (46). En outre, la geometrie des polyseries de

premiere espece est de caractere lineaire parce que la relation
entre les coordonnees xk, ou

<vr 4" ''T P xx -p ,r32 1 (47)

ne joue aucun role dans cette Geometrie, em raison de son
defaut d'homogeneite.

Au contraire la Geometrie des polyseries de seconde espece
sera de caractere quadratique, parce que, des deux equations
qui existent entre les coordonnees reelles xk, xk, ä savoir

x6'- + Xi2 + x,'2 + x3'2 — x0"2 — Xi'2 — j2"2 — x3"2 1 (48)
et

x0'x0" 4- x/x/' 4- x2'x2" 4- x3'x3" 0 (49)
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la seeonde est quadratique tout en etant homogene. On com-
prend d'ailleurs que cette equation ne joue aucun röle dans le
domaine reel; eile y est toujourssatisfaiteidentiquementpuisque

xk= 0-

Les faits sout absolument les memes quand on passe aux
vrilles, sauf que les diverses polyseries qu'elles engendrent
manifestent constamment un caractere quadratique. En effet
les coordonnees plückeriennes d'une vrille Y (l,... r) doiveut
verifier une relation homogene du second degre, qui est

Ip + mq + nr 0

On comprend done tout de suite qu'on puisse imiter les faits de

la Geometrie reglee en substituant des vrilles aux droites. Don-

nons d'abord quelques details, peut-etre superflus, sur la mar-
che ä suivre et sur les resultats de cette comparaison.

Le Systeme de repere (P0, T) etant choisi d'avance, pre-
nons, pour faire symetrie au complexe de droites, la relation
lineaire

al + bm + cn + dp + eq + fr — 0 (50)

ä coefficients et ä variables complexes.
Les vrilles qui satisfont les relations prbcedentes sont au

nombre de oo«, c'est-ä-dire deux fois plus nombreuses que les

droites d'uu complexe. L'hexaserie engendree de la sorte est

une espece de complexe imaginaire, eile a toutes les propiietes
du complexe ordinaire.

Par exemple, determinons deux constantes A et B par les

conditions (4)

A2 + B2 a- + Vs + c? + d2 + e2 + f2
AB ad, + be + cf

et tirons les valeurs X, [i, v, w, /, p qui verifieutle Systeme

AA Bo> a Aca -j- BA d

Aft + Bx b A% + B/u e (51)

Av + Bg e Aq + Bv /
Les six parametres (X,... p) sont les coordonnees d'une certaine

b Si on avait A ± B, on se trouverait dans un cas exceptionne
que je ne discute pas iei.
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vrille <b, car, comme on voit facilement, elles satisfont les identities

caracteristiques

X2 + fi! + v2 + G>- + f + q2 1 Xa + fix + VQ 0

En substituant les valeurs (51) dans l'equation de l'hexaserie,
celle-ci devient

A (XI + fxm + vn + <op + + vr^

+ B(Ap + fxq 4- vr + toi + £wi + gn) 0

soit encore, d'apres les significations connues des invariants
conjugues

A cos 11' cos 22' + B sin 11' sin 22' 0 (52)

Les quantites 11' et 22' represeutent denouveau les distances

conjuguees qui separent l'unedel'autre, la vrille mobile Y(l,...r)
engendrant notre complexe, et la vrille fixe <J>(X,.. .p) qui est Yaxe
de la premiere. II faut d'ailleurs remarquer que le Systeme (51)
se reproduit quand on alterue A et B, ä condition qu'on alterne
en meme temps, X et w, u, et 7, v et p; de la sorte, au meme
complexe de vrilles correspondent deux autres vrilles. conjuguees

l'uue de l'autre, qui peuvent jouer indiflereniment le role
d'axes du complexe. Une fois trace l'un des axes, et connus les

parametres A et B, l'equation (52) detinit la propriete geome-
trique des vrilles du complexe, et donne le moyen de les cous-

truire toutes.
Dans le complexe lineaire de droites, toutes les droites du

complexe qui passent en un point font partie du meme plan, et
toutes les droites du complexe qui appartiennent ä un plan
passent par un meme point. II faut done que, de la meme maniere,
dans le complexe de vrilles, toutes les vrilles issues d'un corps fixe
appartiennent ä un meme vrilloide, et que, reeiproquement, toutes

les vrilles contenues dans un vrilloide se rencontrent sur un
corps fixe.

Inutile de traiter les deux cas; il se correspondent par dualite.
Car il est evident que si une vrille engendre une certaine poly-
serie, la vrille conjuguee engendre une autre polyserie, de la
meme dimension que la premiere, qui est la polyserie conjuguee.
Preuons done l'hypothese oil 110s vrilles faisant partie du com-
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plexe, doivent concourir sur un corps fixe; on peut prendre ce

dernier comme corps initial du Systeme de repere.
On a dans ce cas, pour les coordonuees du corps fixe,

x0 1, a:', x, a;3 0 ;

et par suite, ä cause des conditions de rencontre (12),

p 0 2 0, r 0

L'equatiou du complexe se reduit done ä la suivante

al + bm + cn — 0 ;

e'est celle d'une recticongrueuce, engendree par Taxe de notre
vrille mobile quand cet axe se deplace dans l'espace en rencon-
trant toujours ä angle droit le vecteur a, b, c.

Et nous savous que si on bouge un corps, tel que P0, de ma-
niere ä lui faire decrire toutes les vrilies dont les axes forment
une recticongruence, le lieu de ses differentes positions est un
vrilloide.

II est clair qu'en continuant dans la meme voie, on trou-
verait les analogues de la congruence lineaire, de l'hyperbo-
lo'ide regle, etc. Je n'insiste pas sur de pareilles generalisations;
elles sont peu interessantes en raison meme de leur evidence.

XV. — L'HEPTASERIE LINEAIRE DE VRILLE8

L'bexaserie que nous venons d'etudier sous le nom de

complexe de vrilies n'est evidemmeut pas la plus generale parmi
toutes les polyseries lineaires.

II existe en effet 008 vrilies dans l'espace, par suite la poly-
serie la plus generale doit coutenir 007 vrilies, ou etre de sep-
tieme dimension. L'espace regle ne nous donne pas d'analogue
immediat pour cette hepiaserie lineaire fondamentale. Pour
l'obtenir, il faut dissocier les coordonuees complexes r (7),

en leurs parties reelles et imaginaires, ainsi

l V + il" » »' + ir"

') On pourrait, bien entendu, employer an meme but les coordonnees
plückeriennes sous leur seconde forme (L... R).
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puis ecrire entre les 12 quantites {V... r") une equation lineaire
ä coefficients reels, telle que

a'V + a"l" + b'm' + b"m" + c'

+ d'p' + d"p" + e'q' + e"q" + f
V + cV | (53)V + f"r" 0 J

v '

Par le ineme partage du reel et de l'imaginaire, les conditions

I* + m'2 + n2 + p2 + q2 + r2 1 et Ip + mq + nr 0

donnent les trois combinaisons homogenes

VI" + m'm" + n'n" + p'p" + q'q" + r'r" 0

l'p' — l"p" + m'q' — m"q" + n'r' — n"r" 0 (54)

Vp" + l"p' + m'q" + m"q' + n'r" + n"r' 0

et la combinaison non homogene

r2 + m'- + n'2 + p'2 + q'2 + r'2
I"s _ m"2 _ _ p<,2 _ q«2 _ r"2 x _

(54')

II s'agit tout d'abord de definir la propriete geometrique que
traduit l'equation (53) de l'heptaserie lineaire.

A cet effet rappelons que deux vrilles quelconques V (£,... r)
et $ (X,... p) possedeut comme invariant la quantite

(I -f sp)(X + bo) + (to -f eq)(ju + ex) (n -f er)(v eg)

laquelle est complexe dans un double sens. En eflet, chacune
des coordonnees plilckerienues rou X,... p, est complexe
comme contenant l'imaginaire i; en outre, l'indeterminee s qui
figure dans l'invariant peut y etre remplacee par une quelcon-

que des valeurs ± 1.

Designons par A, et B, les distances conjuguees des deux

vrilles, autrefois representees par les notations 11' et 22', et
mettons en evidence les parties reelles et imaginaires de ces

quantites, sous la forme

A A' + iA" B B' + iB" ;

de la sorte A' et A", par exemple, mesurent respectivement le

glissement et la rotation par le moyen desquels les corps 1 et 1',
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qui se trouvent aux extremites d'une des vrilles normales, vien-

nent s'appliquer Fun sur l'autre.
Dans les deux invariants distincts (39) et (40), ou

cos A cos B IX -f- mfi -\- nv -\- pco -f- q% -)- rg 2 ZA

sin A sin B la> -f- m-X 4* nQ + P& 4" <Z/" 4" nv ~ 2 >

separons le reel d'avec l'imaginaire, il vient

cos A' cos B' ch A" ch B" — sin A' sin B' sh A" sh B"

- 2 (»'*' - V'A") >

cos A' sin B' ch A" sh B" -f- sin A' cos B' sh A" ch B" I

_ 2 (vr + vx')
(66)

sin A' sin B' ch A" ch B" — cos A' cos B' sh A" sh B" |

2 -1"<»")' \

sin A' cos B' ch A" sh B" + cos A' sin B' sh A" ch B"

2 (rco" 4-

Designons par a, B, c, b les quatre combinaisons qui figurent
aux premiers membres des equations precedentes, par a, ß, y, 8,

quatre coefficients reels quelconques; si la vrille <!>(/...., p) est
donnee de position, et que la vrille V (l,.. .r) soit mobile dans

l'espace, il est clair qu'en imposant ä cette derniere une condition

de la. forme
aa -f- ßb + yt + öb 0 (56)

le lieu engendre par la vrille V est toujours une heptaserie
fondamentale du type (53).

En outre, tous les elements de l'heptaserie (56) peuventetre
determines geometriquement. Ce dernier point resulte du fait
que l'equation (56) definit une des quantites A', A", B', B"

en fonction des trois autres. D'ailleurs nous savons construire
toutes les vrilles dont les distances conjuguees ä une vrille
donnee sont connues.

Reste ä savoir si l'equation geometrique (56) donne la definition

generale de toutes les heptaseries lineaires, ou bien, si dans

l'ensemble de ces dernieres, eile ne represente qu'un simple
cas particulier.
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C'est la premiere hypothese qui est la bonne. Pour etablir ce

point, il faut partir de ia formule generale (53), oil les coefficients

a',.. sont les donnees, et amener cette equation ä la forme
(56), en determinant les constantes a, ß, y, 3 ainsique les coor-
donnees de la vrille fixe d> (X.. .p) qui doit servil- d'axe ä l'hep-
taserie.

Dans ce but, ecrivons les equations d'identification. On les

veit se partager en trois doubles paires respectivement syme-
triques par rapport aux couples de variables letp,m et q, n et r.
Yoici la premiere paire :

Ce sont ces t'ormules et leurs analogues qui doivent fouruir
les inconnues (X'.. .p") et a, ß, q, 5. Si on leur adjoint les

relations, semblables ä, (54) et (54'), qui doivent exister entre les

coordonnees de la vrille d> (X'.. .p"), le nombre des equations
ecrites est egal ä celui des iuconnues, 16 des deux cotes. Le

probleme est determine.
Pour resoudre effectivement le Systeme (57), remarquons les

combinaisons

(a + ßi)(A' + A"i) + (y - di)(a>' + co"i) a' - ia" |
(a -f ßi)(a' -\- a"i) + (y — di)(A' A"i) d' — id"

et leurs congeneres.
Soit, pour abreger

a a' — ia" d d' — id" A X + A"i

<o a>' -j- 0)"i A a ßi JI y — di ;

posons encore vj2 1, ou vj ± 1; alors les trois systemes

analogues ä (58) se resument dans cet autre Systeme

a.A' — ßA" -f- yco' -|- do)" a'

— o.A" — ßA' — yo" -j- bco' n"

o:o)' — ßco" -f- yA' -p ÖA" d'

- 30J" - ßco' - yA" -f ÖA' d"

(57)

(A + JIrt){A + Tjo)

(A + TIrj)(fi -f t]x)

(A d- Ilrj) <v -|- jjq)

a -p dt]

b + et]

c + in

(59)
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Nous savons que les inconnues X,...p doivent verifier les

conditions

£ V2 + «2) 1 £ Aw 0

ou encore

£ (X + tjaf 1 ;

en comparant cette relation avec le Systeme (59), on voit que
ies indeterminees A a+ßi, II y- Si ont ä verifier l'equation

(A + JIVy (o + dr,y + (b + eVy + (c + fr)Y

pour les deux valeurs tj ± 1.

La formule precedente contient la solution du probleme. En
decomposant, pour chaque valeur de 77, les deux membres en

leurs parties reelles et imaginaires, on trouvera les inconnues

A, II puis a, ß, 7, § au moyen de deux extractions de racines

carrees.
Des quatre valeurs distinctes qu'on trouve ainsi pour A et II,

deux ne se differencientquepar un cbangement de signe,lequel
est insignifiant. L'autre choix pour le signe des deux radicaux
correspond ä la transposition des quantites A et II; d'apres le

Systeme (59), la dite transposition s'accompagne de Celle des

quantitfis X, p,, v, contre leurs conjuguees p, q, r.
Et ainsi, toute heptaserie lineaire de vrilles admet comme

definition geometrique la relation (56). Cette representation est

possible de deux manieres, l'axe de l'heptaserie pouvant tou-

jours etre echange contre son conjugvA.

De lä, comme consequence immediate, l'equation reduite de

l'heptaserie lineaire.
Prenons comme corps initial du Systeme de repere un des

corps contenus dans la vrille <E> (X,.. .p), et plaqons l'axe OXt
du triedre T suivant l'axe de cette meine vrille. Ces prescriptions

nous donnent, pour les deux valeurs du signe +,
A ± co 1 [i ± % 0 v±g 0,

ou encore

X 1 X' fi' cd' co"

Archives, t. XLII. — Octobre 1916.

Q' — Q" 0

20
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Ainsi les valeurs a, b, c, b, se reduisent respectivement ä V, l",

p, p", et l'equation de l'heptaserie devieiit elle-meme

a'l' a"l" -f- d'p' + d"p" 0

ou encore, si 011 prefere exprimer cette equation en fouction des

coordonnees plückeriennes sous leur seconde forme (')

en posant a a + a"i, b V + ib", et en designant par (xy)"
la partie imaginaire d'un produit de deux facteurs complexes.

Pour terminer eette rapide esquisse des proprietes de
l'heptaserie lineaire, jevaisen etudier d'un peu plus pres la structure,
en partant de la formule reduite (60) ou (61).

Cherchons le lieu des vrilles qui font partie de l'heptaserie et
contiennent en meine temps un corps donne quelconque; desi-

gnons par C le corps, et par xk ses quatre coordonnees

complexes.

Nous avons vu au paragraphe X, formules (18), comment

s'exprime le fait que C est l'un des corps de la vrille V(L,.. .K).
En transportant dans l'equation de l'heptaserie (60) les valeurs
des quantites P' et P", deduites de la premiere des formules (18),

il est clair que le resultat sera de la forme

a'L' + a"L" + ß'W + ß"M" + y'N' + /'N" 0 (62)

et ceci est l'equation d'un complexe lineaire de droites (2).

Done, toutes les vrilles de l'heptaserie lineaire qui passent par
un corps C donne ä volonte, admettent pour axes les droites d'un
certain complexe lineaire P. Le complexe etant construit, il suj-
fira de vriller le corps C autour de ses differentes aretes pour

a"L' + a'L" - b"P' - b'P" 0 (60)

J'ecrirai encore cette equation comme suit

(aL)" (6P)" • (61)

0 On a done L=l^P, P—l—p, etc-) et, comme toujours, L L'-|-iL".
2) La meme propriete aurait lieu si on cherchait le lieu de l'axe des

vrilles, non plus dans l'espace, mais dans le corps initial P0.
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obtenir I'ensemble des vrilles de l'heptaserie qui rencontrent C.

La propriete qui correspond ä la precedente par dualite
s'enonce: toutes les vrilles de l'heptaserie qui sont contenues dans

un vrillaide donne admettent four axes les aretes d'un certain

complexe lineaire F. Qu'on vrille le pole du vrillolde autour de

toutes les aretes du nouveau complexe, puis qu'ou retourne bout

pour bout chacune des vrilles ainsi engeudrees, le Systeme final
sera contenu en entier tant dans l'heptaserie que dans le
vrillolde.

Reprenons le corps C et le complexe F qui lui est assoeie par
l'intermediaire de l'heptaserie fondameutale. Si C varie, F varie
de son cote, et comme C occupe oo6 positions, on trouve aussi
°oe complexes F. Or l'espace ne renferme que ®o5 complexes au
total; il faut done que le meme complexe se reproduise au
moins «j1 fois.

En realite, chacun des complexes lineaires associes a l'heptaserie

se reproduit ä oo2 exemplaires; e'est dire que l'ensemble
de tous ces complexes n'en renferme que oo1 au lieu de oo5.

Pour mettre ceci en evidence, remarquons que les constantes

a', a"..qui caracterisent F dependent du corps C, c'est-ä-
dire des coordonneesa^, par l'intermediaire de la premiere equation

(18). Et dans celle-ci figurent seulement les trois combi-
naisons

entre lesquelles regne l'identite

U2 + V2 + tv2 (x02 + X,2 -1- x22 -f x32)2 1

Ainsi l'equation de F contient deux parametres complexes,
et non pas trois, et au total, nous avons quatre constantes
reelles au lieu des six qu'on attendait.

Les egalites (63) entralnent les consequences

VX0 -|- WXi — (1 -f- u)x3 0

WX0 — W] + (1 + u)x2 — 0 j (64)

Ce sont les equations d'une vrille lF, fonetion du couple u, v.
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Quand.le corps C decrit la precedente vrille, le complexe associe

ä ce corps par 1'intermediate de l'heptaserie ne change pas.
Comme on a, pour l'equation du complexe T,

(ah)" (6P)" • et P hu + Mü + Sw

c'est-ä-dire
(UL)" -1- (YM)" + (WS)" 0 (65)

8.V6C
ü bu - a Y bv W bic (66)

il est facile, d'apres ces formules, de se faire une idee de la
construction de l'heptaserie fondamentale.

Rappeions que les variables sontles deux quantites complexes

u et v, et que, pour abreger, on a fait w Vi — t«2 — v"1.

Prenous sur chaque vrille tp (u, v, iv), d'equations (64), un
corps quelconque, bien determine; il suftira de vriller ce corps
autour des aretes du complexe associe (65), pour obtenir
toutes les vrilles de l'heptaserie lineaire; elles sont au nombre
de oo4 x — oo', comme il convient. L'heptaserie se repro-
duirait ä exemplaires, si au lieu de retenir un seul des corps
de chaque vrille on employait,dans la construction, tous les

corps appartenant h cbacune.
A l'egard de la vrille ^P, il est aise de voir que ses coordon-

nees pliickeriennes valent

L u M v, N

P l, Q ='0 R 0

tandis que la vrille 4> qui occupe l'axe de l'heptaserie a pour
coordonnees

L l M o N 0;
p l, Q 0, R 0

De lä resulte immediatement que la vrille <P est superposable
ä la vrille-axe d>; on l'obtient en transportant cette derniere
dans l'espace, sans deformation, de maniere que son axe tombe

sur un vecteur quelconque u, v, w, choisi ä volonte.

Les explications precedentes donnent une idee süffisante du

mode de construction de l'heptaserie lineaire; cette construe-



ET GEOMETRIE IMAGINAIRE 285

tion se rattache intimement ä Celle du faisceau (65) de

complexes lineaires T, lequel est du second degre.
Mais de plus amples details sur cette question speciale, en

m'ecartant des elements de la theorie des corps solides, des

vrilles et des vrilloides, m'entralneraient au delä des bornes que
je veux conserver ä ce memoire; son seul objet etait l'etude des

principes de la Geometrie imaginaire.
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