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GEOMETRIE DES CORPS SOLIDES

12 T

GEOMETRIE IMAGINAIRE

PAR

CAILLER

I. Introduction

Dans une serie d'articles publies recemment ici möme (*),

j'ai expose avec des developpements partiellement nouveaux
les principes de la theorie des corps solides que l'on doit aux
importants travaux poursuivis dans des directions tres differen-
tes par MM. de Saussure et Study. Me sera-t-il permis de reve-
nir, une fois encore, sur un sujet qui ne me semble pas epuise

par les rechercbes anterieures
Une idee que suggere presque invinciblement la representation

analytique du corps solide par ses coordonnees rne paratt cepen-
dant avoir ete laissee dans l'ombre jusqu'ici. Et pourtant, ä

bien considerer les choses, cette conception donne la clef des

proprietes geometriques des corps solides; eile est comme un
centre de perspective quilivre sur toute la question la vue d'en-
semble la plus complete et la plus simple.

D'un mot, la Geometrie des corps solides est identique avec la
Stereometrie imaginaire. Ou bien, pour exprimer lameme verite
en termes moins absolus: il existe entre la Geometrie des corps
solides et la Geometrie ä trois dimensions une correspondance qui

b Voir ma « Note sur la theorie analytique des corps cotes », Archives,
1915, t. XL, p. 361 et 457; 1916, t. XLI, p. 5 et 93. Dans le present
memoire, la notion de corps cotes ne joue aucun röle; les corps conside-

res sont ordinaires, ou purement geometriques.

Archives, t. XLII. — Aoüt 1916. 7



90 GEOMETRIE DES CORPS SOLIDES

conserve la forme des relations metriqu.es ponctuelles; seulement

les arguments qui figurent dans les dites relations sont complexes
dans l'un des cas et reels dans I'autre.

Pour comprendre exactement la nature, et aussi la portee de

la correspondance dout 11 s'agit, il faut ajouter immediatement

que la Stereometrie imaginaire par laquelle s'expriment les pro-
prietes de l'espace feuillete (') est necessairement non-eucli-

dienne, du type elliptique, cela quelle que soit la courbure de

l'espace ponctuel qui sert de lieu au corps solide mobile.
La relation qui existe entre les deux geometries de l'espace

feuillete et de l'espace ponctuel est, en resume, de la meme

espece que celle, bieu connue (s), qui unit la Geometrie reglee
ä la Planimetrie imaginaire. Les deux ordres de faits sont dans

un lien d'etroite dependance, car, comme je l'ai fait remarquer
preeedemment, la Geometrie des corps solides est une sorte de

Systeme complet qui renferme, parmi ses diflerentes particula-
risations, les diverses Geometries qu'on peut elaborer successi-

vemeut, ponctuelle, tangeutielle, reglee, etc. En generalisant
notre Geometrie ordinaire, de maniere ä rendre complexes les

elements reels qui la constituent, il se trouve que les lois si

connues qui existent entre eux se prolongent, sans modifications,

dans le complexe, et que d'ailleurs les faits nouveaux
s'interpreteut avec une entiere nettete par l'introduction du

corps solide Substitut adequat du point imaginaire. Une
homogeneity absolue se manifeste entre les proprietes des divers
objets, corps et points, droites et vrilles, plans et vrillo'ides, etc.,
qu'on peut etre appele ä etudier successivement.

Cette permanence, caracteristique de notre espace ä 3 dimensions,

est bien remarquable. II serait fort interessant de 1'etudier

ä fond; au point de vue axiomatique, par exemple, il impor-
terait d'elaborer, pour la Geometrie des corps solides, un
Systeme d'axiomes qui representent, ä l'egard de l'espace feuillete,
l'dquivalent de ceux qu'a donnes M. Hilbert pour l'espace reel.

') Expression due ä M. de Saussure. Cet auteur donne toujours au
corps solide la forme particuliere d'un feuillet.

2) Par exemple, voir, du meme auteur, les memoires, « Etude de geo-
metrie cinematique reglee » et « Calcul geometrique regie », American
Journal of Mathematics. Vol. XVIII et XIX.
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Le but que je poursuis ici est beaucoup plus modeste; il con-
siste ä exposer aussi clairemeut que possible, par ies moyens
les plus elementaires, le fait de correspondance enonce plus
haut. C'est l'objet de la premiere partie de ce travail; eile est

presque entierement synthetique, et pour la lire il suffit d'un
bagage bieu leger de counaissances anterieures. Les quaternions
notamment n'interviennent que fort tardivement, au chapitre
XI, ä propos du changement des reperes. Au prix de quelques
longueurs il aurait bte sans doute possible d'en eviter l'emploi
d'une maniere complete; je n'ai pas cru devoir eliminer ainsi,
artificiellement, un instrument analytique dont l'intervention
dans la theorie se justifiepar d'excellentes raisons.

La seconde partie du memoire contient, avec quelques deve-

loppements, les elements de la Geometrie des vrilles qui n'est

que l'aspect reel de la Geometrie reglee imaginaire.

II. La Yrille

Le corps solide auquel nous avons affaire a une forme quel-

conque qui doit seulement etre bien definie. Ce sera, si on veut,
un ellipsoide, un cylindre, un triedre trirectangle, ou un feuillet.
II importe cependant de ne pas donner trop de symetrie ä la
forme adoptee, de maniere que l'aspect de la surface exterieure
du solide suffise ä en marquer la position dans l'espace. Mieux

que par les figures ci-dessus le solide serait represents ä l'aide
d'un polyedre denue d'elements de symetrie, un cristal du
Systeme triclinique par exemple.

Une fois sa forme choisie, le solide est defini intrinsequement,
mais comme il est librement mobile dans l'espace il peut occu-

per une sextuple infinite de positions. La Geometrie des solides

est l'histoire des proprietes de l'hexaserie engendree par ces

divers mouvements.

Envisage comme lieu du corps mobile, l'espace possede done

six dimensions. Or, on peut aussi definir, dans l'espace ponctuel
ordinaire, des points imaginaires aux coordonnees x, y, z, dont
chacune ait la forme complexe a hi; dans ce cas encore,
l'espace aura six dimensions.
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Comme je l'ai dit plus haut, il se trouve que les proprietes
de l'espace, dans les deux hypotheses, sout identiques, ou que
plutöt, le corps solide doit etre regarde comme la figure reelle
du point imaginaire.

Qu'on imprime au corps solide C tous les mouvements heli-
co'idaux possibles, toutes les torsions, autour d'un certain axe
fixe. Le mobile passera par une biserie de positions qui torment
ce que j'appelle une vrille. La vrille est, pour la Geometrie des

solides, l'analogue de la droite en Geometrie ponctuelle
ordinaire; c'est eile qui va nous apparaltre comme l'image reelle
de la droite imaginaire de l'espace.

La premiere des analogies entre la droite et la vrille, c'est

que la vrille contient d'une maniere symetrique tous les corps
qui la composent. Avec chacun d'eux, anime d'un mouvement
helicoidal autour de l'axe de notre vrille, on peut la reproduire
dans son entier. De meme, la droite est une ligne uniforme dont
tous les points jouissent de proprietes identiques.

La droite porte elements qui sont des points. La vrille est
le support de oo! elements qui sont des solides. II n'y a pas lieu
de s'etonner de la difference des deux nombres; on sait que le

passage du reel au complexe s'accompagne d'une duplication
dans le nombre des donnees reelles.

Et puisque 1' espace renterme une quadruple infinite de droites,
il taut qu'il contienne une octuple infinite de vrilles. C'est bien
ce qui a lieu.

En eft'et, le solide C etant doune en forme et en position, on
obtiendra d'abord °c4 vrilles, intrinsequement difierentes, en

deplaqant l'axe de la torsion ä l'interieur du corps. Qu'on trans-
porte ensuite chacune des vrilles precedentes dans l'espace
absolu, en appliquant l'axe de la vrille sur l'une quelconque des
oo4 droites que renferme l'espace, la double operation aura
donne un total de °o8 vrilles, differentes soit en forme, soit en

position.
Ainsi done, tandis que toutes les droites sont superposables,

les vrilles ne le sont pas en general. Une semblable constatation
semble marquer d'emblee la borne, tres rapprochee, des paral-
lelismes qu'il est loisible d'etablir entre les deux objets. II n'en
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est pas ainsi cependant; l'impossibilite de transporter une vrille
determinee sur n'importe quelle autre n'existe en eilet que si

on limite les mouvements de l'espace aux seuls mouvements
reels, eile disparalt pour l'ensemble de tous les mouvements,
reels ou complexes.

De meme que deux points definissent une droite, de meme,

par deux corps quelconques passe une vrille et, generalement
parlant, une seule vrille; nous admettons ce fait comme une
des bases de la theorie. Ainsi, etant donnees deux positions
quelconques d'un corps solide, une torsion convenable executee

autour d'un certain axe conduira toujours de l'une a 1'autre;
l'axe de la vrille qui joint les deux solides est la droite qui leur
est commune.

Cette droite commune, il convient de le remarquer, existe

toujours; en Geometrie euclidienne, eile est generalement
unique. Toutefois, lorsque les deux solides sont Orientes de la meme
maniere, tous les axes qui joignent un couple de points homo-

logues sont communs aux deux corps. Dans ce cas, qui est celui
de la translation, n'importe quelle droite, pourvu qu'elle soit

parallele k la translation, appartient aux deux corps ä la fois,
et peut servir d'axe k une vrille qui contiendrait l'un et l'autre.

Ainsi done, deux solides d'orientation semblable determinent
non pas une vrille unique mais une double infinite de vrilles.
C'est une exception semblable k celle qu'offre la Geometrie
riemanuienne pour un couple de points distants d'une demi-cir-
conference; un tel couple definit une infinite de droites au lieu
d'une droite unique.

L'exception que je viens de signaler, pour le theoreme de

I'existence d'une vrille unique joignant deux solides quelconques,
ne joue qu'un röle des plus restreints dans le developpement
de la theorie ; eile n'en est pas moins tres genante parce qu'elle
compromet ä chaque instant la generalite des raisonnemeuts et
des deductions. Pour eviter les longueurs fastidieuses qu'elle
occasionne, je presenterai ici le sujet au point de vue de la
Geometrie non-euclidienne, laissant le lecteur operer lui-meme le

passage k la Geometrie ordinaire; la dite transformation est

toujours des plus aisees.

On sait que si deux corps appartiennent ä l'espace rieman-
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nien, ils possedent toujours, sans exception aucune, non settlement

une droite commune, mais meme deux droites communes ;

seulement celles-ci, formant les deux individus d'une paire de

droites conjuguees par rapport ä la sphere de l'infini, ont exac-
tement la ineme signification qu'une droite unique.

Les faits sont tout pareils dans la Geometrie de Lobatchews-

ky; mais ici une seule des droites du couple est reelle, 1'autre
est ideale et represente Taxe ideal du faisceau forme par les

plans perpendiculaires ä la premiere. Ce cas de l'espace hyper-
bolique est ainsi le plus precis des trois; il laisse, il est vrai,
subsister une legere exception. Quand le mouvement qui eiitralne
un des solides sur l'autre devient horicyclique, Taxe commun
aux deux corps n'existe plus, ä moins qu'on ne le considere

comme rejete ä l'infini. C'est en acceptant la possibility d'un
semblable passage ä la limite que nous admettrons, dans ce cas
de l'espace de Lobatchewsky qui est le seul que nous aurons ä

envisager ci-apres, l'existence sans exception d'une droite unique

commune ä deux corps quelconques.
Toutes les differences dont il vient d'etre question entre les

diverses Geometries n'ont d'ailleurs, au point de vue de la
Geometrie des corps solides, qu'une importance des plus minimes;
elles entratnent des modifications presque insignifiantes, et

sous ses divers aspects, la Geometrie des corps solides reste en
realite identique ä elle-meme. M'en etant explique dans un
precedent article je ne ferai plus que de breves allusions aux legeres

variantes qu'elle peut presenter.

III. Corps orthogonaux. Vrilles conjügüees

Parmi les divers mouvements dont un corps est susceptible,
un des plus importants est celui qui consiste ä faire tourner ce

corps de 180° autour d'un axe fixe. Daus ce mouvement les
positions extremes occupees par le corps sont reciproques l'une de

l'autre, et la seconde est la symetrique de la premiere par
rapport ä l'axe de rotation.

Pour designer ce cas particulier du mouvement, nous dirons
volontiers que le corps a chavire, a bascule, ou encore, s'est ren-
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verse autour de Taxe (1). Quand deux corps sont ainsi symetri-
ques Tun de l'autre par rapport ä une droite, ils prendront le

nom de corps conjugues ou orthogonaux. Ce qui fait l'impor-
tance de cette notion c'est que les corps orthogonaux jouent,
dans la Geometrie des corps solides, le meme röle que les points
conjugues dans la Geometrie ponctuelle ordinaire.

Les couples de corps conjugues correspondent aux couples
de points conjugues imaginaires; et puisqu'un point reel admet

points conjugues, egalement reels, il faut s'attendre h

trouver °o4 corps qui soient orthogonaux ä un meine corps
donne. Cela est vrai; il suffit pour les obtenir, de renverser le

corps primitif autour des droites de l'espace.

Retournons bout pour bout tous les corps d'une meme vrille
V, le long de l'axe de cette vrille, de maniere ä echanger entre
elles les deux extremites de l'axe. Nous obtenons ainsi une
seconde vrille V'.

Les deux vrilles V et V, reciproques l'une de l'autre et qui
ne possedent evidemment aucun corps commun, sont dites

conjugates l'une de l'autre. II est clair que deux corps quelconques,
respectivement empruntes ä l'une et l'autre vrille, sont orthogonaux

entre eux; on verra tout ä l'heure que cette propriete peut
servir de definition aux vrilles conjuguees.

Remarquons que si on considere les axes autour desquels il
faut faire basculer un corps C, appartenant ä la vrille V, pour
qu'il vienne s'appliquer sur un corps C', appartenant ä la con-

juguee V, ces divers axes foment une congruence composee de

toutes les normales ä l'axe commun des vrilles V et V (2).

Les vrilles conjuguees sont les images reelles de deux droites
de l'espace imaginaire, conjuguees par rapport ä la sphere de

l'infini; cette comparaison marque tout de suite le role
preponderant qui leur est devolu dans la Geometrie des corps
solides.

') Je demande pardon des neologismes que j'ai ete conduit ä introduire
de nouveau; ils me paraissent indispensables Si la clarte ou ä la brievete
du discours.

2) Dans le memoire cite plus haut, M. de Saussure a nomme recticon-
gruence une pareille congruence. J'emploierai ce terme dans la suite.



96 GEOMETRIE DES CORPS SOLIDES

Etant donnes deux corps C et C', il est clair qu'il existe une
double infinite de corps dont chacun est orthogonal ä la fois ä

C et C'. Cesorthogonauxcommunsformentjustementune vrille
V', conjuguee de Celle qui reunit les corps donnes. Mais il est

indispensable de faire la preuve qu'en dehors de la vrille V'
il n'y a plus aucun corps qui soit orthogonal aux deux solides

C et C simultanement.
Soit A un corps orthogonal ä C et C'. Sur l'axe commun ä

ces derniers marquons deux paires ab et ab', de points homo-

logues, correspondant dans A ä un meme couple aß (fig. 1).

Puisqu'on obtient ab, par exemple, en faisant chavirer aß au-

tour d'un certain axe L du plan de la figure, cet axe doit bis-

secter l'espace angulaire ab, aß. Les deux mouvements de bascule

qui conduisent le corps A respectivement sur C et sur C'

s'executent done autour d'un seul et meme axe de rotation L,
et ainsi, les deux solides C et C' ne sont pas difierents.

5 a' b7

Pour eehapper k cette consequence, il faut que les droites ab

et aß admettent plusieurs bissectrices, ce qui n'a lieu que si

elles coincident. La seule disposition que puissent presenter les

trois solides est done celle de la figure 2. Quand eile est rea-
lisee, il existe toujours un axe perpendiculaire ä la droite ab,

tel qu'en faisant chavirer A autour du dit axe on obtienne le

corps C, par exemple. On voit ainsi que la vrille V', conjuguee
de la vrille V qui reunit les corps C et C', contient sans exception

tous les corps A qui sont orthogonaux ä C et ä C' simultanement.
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Etant donnes trois corps quelconques Ct, C2, Cs, ne faisant

pas partie d'une meme vrille, je dis qu'il existe un corps, et un
seul, qui soit orthogonal ä chacun des trois autres.

Designons par L, l'axe commun aux deux corps C2 et C8,

par L2 l'axe commun ä Cs et par Ls Taxe commun ä Ct et

C2, et soient encore V„ V2, V3 les trois vrilles correspon-
dantes, distinctes par hypothese.

La collection de tous les solides orthogonaux h C2 et C3

s'obtient en soumettant un corps choisi ä volonte dans la vrille
C3 par exemple, ä toutes les symetries autour d'axes nor-

maux ä l'axe Lt. De meine, l'eusemble des orthogonaux ä C3

et Ct s'obtiendra en faisant chavirer le meme solide C3 autour
de tous les axes uormaux ä L2.

J3 <* a h a h

rif.2

Done enfin, le corps orthogonal aux trois solides Cn C2, C3

s'obtiendra en renversant C3 autour de la normale commune

aux deux droites L, et L2. Ces deux droites etant necessaire-

ment distinctes n'admettent qu'une seule perpendiculaire
commune ; et ainsi, en Geometrie de Lobatchewsky, il nepeut exister

qu'un seul orthogonal commun ä trois corps quelconques Cj,

Cä,C3(l).
II est clair que la construction precedente, dissymetrique par

rapport aux trois corps donnes, donnera en les echangeant, un
theoreme de Cinematique. Yoici l'enonce qu'il revet dans la

Geometrie des corps solides.

Si trois vrilles unissent deux ä deux trois corps donnes, les

vrilles conjuguees des vrilles donnees possedent un corps
commun.

C'est le pendant du theoreme de la Geometrie elemeutaire ;

si trois droites forment un triangle, les droites conjuguees se ren-
contrent en un seul point.

Comme on voit, le theoreme peut presenter des exceptions, en
Geometrie euclidienne.
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IV. Le VrilloIde

La vrille est l'iraage de la droite imaginaire ; le vrilloide est,
de la meme maniere, l'image du plan imaginaire. La definition
du vrilloide se fait de deux manieres.

Prenons d'abord tous les renversements possibles d'un meme

corps solide, en le faisant chavirer autour des droites de

l'espace : le vrilloide est le lieu des positions finales ainsi obte-

nues. Cette definition est calquee sur Celle du plan. De

meme que le plan est l'ensemble de tous les points conjugues ä,

uu point fixe donne, de meme le vrilloide est l'ensemble des
positions d'un corps mobile, orthogonales äun corps fixe; j'appellerai
celui-ci le corps polaire, ou, plus simplemeut, 1 epole du vrilloide.

La duplication caracteristique du passage au complexe se

manifeste ici comme toujours : tandis que le plan contient une
biserie de points, le vrilloide est une tetraserie de corps.

11 est clair aussi que le pole d'un vrilloide peut occuper »=6

positions dans l'espace; il existe done en tout un nombre egal
de vrillo'ides, soit deux fois autant que de plans. Tous ces vril-
loldes sont d'ailleurs identiques ä la position pres et peuvent
etre superposes en executant des mouvements reels de l'espace.

La seconde definition du vrilloide est la suivante (fig. 3):
Considerons un axe fixe D,

ainsi que la recticongruence qui
comprend toutes les normales ä

cet axe; soit R l'une des
normales. Imprimons ä un corps C

tous les mouvements helico'idaux
possibles le long de chaque droite
telle que R.

L'ensemble des positions du

corps mobile ainsi engendrees
hUL est une tetraserie ; je dis qu'elle

coincide avec le vrilloide dont
le pole P s'obtient en renversant le solide C autour de l'axe D

de la recticongruence.
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En eft'et, si R est une droite appartenantäla recticongruence,
et N une perpendiculaire quelconque elevee sur R, il est

clair que N est une droite arbitraire de l'espace. Or, au lieu
d'engendrer une vrille en faisant glisser et tourner le solide C

le long de R, nous savons qu'il revient au meme de faire bas-

culer le corps P autour de toutes les droites telles que N ; par
lä apparalt l'identite des deux definitions.

Le vrillo'ide etant suppose trace, le second mode de
construction est realisable de °o4 manieres difierentes. Pour l'em-
ployer il faudra choisir le corps C ä volonte parmi les °o4 corps
appartenant au vrillolde; l'axe de la recticongruence corres-
pondante est la droite commune ä ce corps et au pole du
vrillolde.

Parmi les corps du vrillo'ide (P)0), considerons tous ceux qui
possedent un point commun. Soit a l'homologue du dit point
dans P, a sa position dans l'espace, p le milieu de la droite aa.
Visiblement, les axes autour desquels P doit basculer pour que
le point a vienne se placer sur a, sont ceux qui, passant en p,
y sont perpendiculaires ä la droite a% (fig. 4). En renversant
le solide P autour de ces divers axes on obtient
le lieu cherche ; c'est une couronne ayant la
ligne aa comme axe.

Le resultat est different si a et a coincident;
dans ce cas, l'axe du mouvement de bascule est

quelconque, pourvu qu'il passe en a. Et alors, 01

l'ensemble des corps contenus dans le vrillolde Fi$. 4

et qui possedent le point commun donne, dessine "

^a configuration bien connue sous le nom de couronöide.
Un raisonnement identique au precedent fait voir que le

vrillolde contient un corps, et un seul, tel que l'homologue dans

ce corps d'une demi-droite determinee, appartenant au pole du
vrillolde, occupe une position arbitrairement donnee dans

l'espace.

Enfin, il existe dans le vrillo'ide oc1 corps tels que les homo-

b Par la notation (P), je represente le vrilloide, admettant P comme
corps polaire.
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logues dans chacun d'eux d'un plan fixe du corps polaire se

confondent en un seul et meme plan arbitrairement choisi dans

l'espace. La monoserie de ces corps est encore une couronne(1).

V. LBS RELATIONS ENTRE LES VRILLES ET LES VRILLOIDES

Ces relations sont absolument identiques ä Celles qui existent
entre les droites et les plans de la Geometrie projective
ordinaire : on n'en peut pas douter puisque les rapports projectifs
entre les points, les droites et les plans de la Geometrie
ordinaire se rattachent intimement ä la notion de couples de points
conjugues, et que la Geometrie des corps solides, avec ses

corps ortbogonaux, nous presente l'equivalent de cette notion.
Le raisonnement synthetique se transporte immediatement

dans le doinaine de la Geometrie des corps. Applique aux etres

nouveaux que sont le solide, la vriUe et la vrilloide, il nous

livrera, par les moyens connus, les proprietes elementaires qui
sont les analogues des faits classiques de la Geometrie
ordinaire. II suffira done, sans entrer dans les details, de presenter
les nouveaux enonces, en limitant les demonstrations ä quelques

remarques qui seraient elles-memes superfiues si elles n'etaient
parfois utiles it la clarte.

On voudra d'ailleurs observer que, bien que l'espace ponctuel
qui sert de base ä nos raisonnements soit lobatchewskien, les

theoremes enumeres dans un instant sontvalables sans exception,
ou du moins qu'ils n'en presentent que d'insignifiantes. C'est
done que l'espace de Lobatchewsky ofl're, relativement aux solides

qui y sont contenus, tous les earacteres de l'espace ponctuel
elliptique; il n'en ira pas autrement quand on passera au cas

limite de l'espace euclidien.

1° Par trois corps donnes ä volonte,, qui ne sont pas contenus

dans une seule et meine vrille, passe un vrilloide et un seul.

') Pour la generalite de cet enonce, il faut remarquer que, dans

l'espace hyperbolique, les couronnes peuvent affecter deux formes dis-
tinctes, selon qu'elles sont de rotation ou de translation.



ET GEOMETRIE IMAGINAIRE 101

Pour construire ce vrilloide, il suffit en eilet de determiner le
solide orthogonal aux trois corps donnes. Un tel solide existe

toujours et il est unique de son espece; on en a vu la construction

plus haut.
2° Deuxvrilles, quipossedentun corps commun, determinentun

vrilloide unique qui les renferme toutes deux.
3° Si deux corps font partie d'un meme vrilloide, tous les corps

appartenant a la vrille qui joint les deux premiers font aussi

partie du vrilloide.
Car le pole du vrilloide, etant orthogonal aux deux solides

donnes, est conjugue k toute la vrille qui joint ces corps (').
4° Par deux corps, donnes ä volonte, ou par la vrille qui les

joint, passent °o2 vrilloides differenis.
Les pöles de ces vrilloides decrivent la vrille conjuguee ä la

vrille donnee. On remarquera que, comme il est naturel, ä la
monoserie qui constitue le faisceau de plans de la Geometrie

reelle, correspond, par duplication, une biserie de vrilloides en

Geometrie imaginaire.
5° Par un corps C passent =>o4 vrilloides distincts, le lieu de

leurs poles est le vrilloide ayant C pour corps polaire.
6° Deux vrilloides, (C) et (C), admettant les corps C et C' pour

leurs poles respectifs, se rencontrent toujours suivant une vrille.
L'intersection des deux vrilloides est la vrille conjuguee de celle

qui joint les poles C et C'.
7" Si une vrille V n'est pas contenue dans un vrilloide (P), leur

intersection commune est un corps solide unique.
Pour obtenir l'intersection, il suffira de determiner le corps

unique qui est orthogonal au pole P du vrilloide et ä la vrille
V' conjuguee de la vrille donnee.

8° Si deux vrilles appartiennent au meme vrilloide elles pos-
sedent un corps commun.

Cette propriete est la reciproque de celle qui nous apprend

que deux vrilles concourantes appartiennent au meme vrilloide.
Pour construire le corps commun, remarquons que les vrilles
etant tracees dans le vrilloide (P), leurs conjuguees se rencon-

b Ici et plus loin, j'etends sans explication, a la Geometrie imaginaire,

le langage usite en Geometrie reelle.
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trent sur P. Avec ces conjuguees construisons un nouveau
vrillolde dont Q soit le pole. Le corps Q est l'intersection
demandee, c'est la seule.

9° Trois vrilloides, qui riappartiennent pas au meme faisceau,
se rencontrent suivant un corps commun unique.

L'intersection Q se trouve au pole du vrillolde forme avec
les corps polaires des trois vrilloides donnes.

VI. Vrilles et Vrilloides perpendiculaires

En Geometrie non-euclidienne, la notion generale Ae

perpendicularity se rattache, sous le point de vue projectif, ä quelques
idees simples. Rappelons-les sommairement en fixant l'usage
de quelques termes qui vont servil* avec une signification plus
etendue, inais analogue, dans la Gfiometrie des corps solides.

Deux points, conjugues l'uu de l'autre par rapport ä la qua-
drique de rinfini, s'appellent encore orthogonaux. En Geometrie
de Riemann, les deux points d'un couple orthogonal sont reels

l'uu et l'autre, ils sont separes par la distance d'un quadrant.
En Geometrie de Lobatchewsky, un seul des points du couple

peut etre reel, l'autre est ideal; mais il se peut aussi que les

deux points conjugues soient ideaux l'un et l'autre.
Deux plans sont perpendiculaires, orthogonaux ou normaux

l'un sur l'autre, si leurs poles sont des points conjugues. En
Geometrie de Lobatchewsky, par exemple, des plans perpendiculaires

entre eux sont les representants reels de deux points
conjugues ideaux.

Un plan et une droite sont ditsperpendiculaires, orthogonaux
ou normaux entre eux, lorsque la droite passe au pöle du plan;
dans ce cas, comine dans le precedent, il n'y a aucune distinction

ä faire entre les trois termes qui sont rigoureusement

synonymes. Et Ton peut remarquer que si D et D' (fig. 5) sont
deux droites conjuguees les plans perpendiculaires ä D sont ceux

qui contiennent D'.
Deux droites D et E sont dites perpendiculaires (non concou-

rantes) si l'une d'elles, E par exemple, rencontre la conjuguee
D' de l'autre; la definition, malgrel'apparence,est symetrique.
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Lorsque deux droites perpendiculaires se rencontrent en un
point, eomme F et D, elles prennentle nom de droites orthogonales

ou de droites normales. Autrement dit, les normales d'une
droite D sont les secantes qui

ordinaire correspondent, de ma-
niere parfaite, les vrilles et vrillöides de la Geometrie des

corps solides.
Nous etendrons done simplement aux vrilles et vrillöides les

definitions donnees ci-dessus pour la perpendicularity. La fig. 5

qui exprime les relations entre elements perpendiculaires ou or-
thogonaux nous servira encore ä, expriiner schematiquement les

memes relations lorsque les elements, devenus imaginaires,
s'exteriorisent dans le reel sous forme de corps solides.

Ainsi done, seront dits orthogonaux ou perpendiculaires deux

vrillöides dont les poles sont orthogonaux, ou encore une vrille
et un vrilloide lorsque la premiere contient le pole du second.

De meme, deux vrilles sont simplement perpendiculaires si

l'une contient un corps appartenant ä la conjuguee de l'autre;
elles sont normales ou orthogonales si elles possedent en outre
un corps commun. Une vrille F, normale ä une autre D, contient
deux corps respectivemeut empruntes ä D et ä sa conjuguee D'.

II resulte de ces definitions et des theoremes enonces au
precedent chapitre que les proprietes classiques de la perpendicularity

sont les mömes pour les vrilles et les vrillöides perpendiculaires

que pour les droites et les plans. Et nous pourrions

sont communes ä cette droite et
ä sa conjuguee, de sorte que les

normales d'une droite sont aussi
les normales de sa conjuguee.

Mais nous savons que les corps
symetriques Fun de l'autre rela-
tivemeut ä une droite quelconque
representent 1'equivalent d'un
couple conjugue de points
imaginaires ; en outre, aux droites
et aux plans de la Geometrie H 5
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nous dispenser de les reproduire ici si, comme plus haut, le
souci de la clarte ne nous obligeait de revoir succinctement la
forme que presentent, avec de legeres variantes, les relations
anciennes appliquees aux nouveaux objets.

1° Par un corps quelconque qui ne coincidepas avec le pole d'un
vrilloide (P), on peut abaisser une vrille, et une seule, qui soit
normale au vrilloide.

II suffit, pour l'obtenir, de joindre le corps C au pole P du

vrilloide. L'intersection dela vrille normale s'appelle \& projection

de C sur (P). Et comme il y a, au total, corps compris
dans (P), il existe aussi oo' vrilles perpendiculaires ä un
vrilloide donne.

2° Si le pole P d'un vrilloide (P) orthogonal ä une vrille V
chavire autourde toutes les droites normalesäl'axedela vrille
il engendre une vrille V' qui est conjuguee ä Y. Cette vrille V'
appartient au vrilloide (P), et l'on peut dire, reciproquement,
que pour qu'un vrilloide (P) soit normal ä une vrille V, il faut
et suffit qu'il contienne la vrille V, conjuguee de la premiere.

De la sorte, par un corps donne quelconque C nous pouvons
ioujours abaisser un vrilloide perpendiculaire ä une vrille
donnee V.

Pour construire le vrilloide (P) il suffit de joindre C ä la vrille
V', conjuguee de V ; l'intersection de (P) et Y s'appelle la
projection de C sur V.

De lä resulte que le vrilloide normal est unique, ainsi que la
projection, excepte si C fait partie de Y'; dans ce cas tous les

vrilloides contenant V' sont perpendiculaires ä V.
3° Tonte vrille T, contenue dans un vrilloide (P) qui est

perpendiculaire ä une autre vrille V, est aussi perpendiculaire ä V.

En effet la condition de perpendicularite exige que T possede

un corps coinmun avec V'; il en est bien ainsi puisque, par hypo-
these, T et V' sont traces sur le meme vrilloide.

Si la vrille T, toujours contenue dans (P), contient la projection

de V, eile est non seulement perpendiculaire mais normale
ä Y. Done si une vrille est perpendiculaire ä un vrilloide eile est

normale ä toutes les vrilles qui passent par son pied dans le

vrilloide.

4° Par un corps C qui n'est contenu ni dans une vrille donnee
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V, ni dans sa conjuguee V, on pent, dhme seule maniere, abaisser

une vrille normale ä V.

II suffit, pour l'obtenin, de joindre C ä sa projection sur Y.
Si C appartenait ä V, toutes les vrilles issues de C et contenues
dans le vrilloide perpendiculaire ä Y, mene par C, seraient aussi

normales ä V. Done, par un corps donne d'une vrille, onpeut elever
°o! vrilles normales formant par leur ensemble le vrilloide
normal.

Si C appartenait ä Y', les °o2 vrilles qui joignent le corps aux
oo2 solides contenus dans V seraient normales ä Y; l'ensemble
de ces normales forme un vrilloide contenant V.

5° Reprenons une vrille V, orthogonale au vrilloide (P), de

maniere que V contienne le pole P. Suivant V menons un
nouveau vrilloide (A); son pole A est orthogonal ä la vrille V,
done au corps P qui y est contenu. Ainsi, tout vrilloide qui passe

par une vrille normale au vrilloide (P) est perpendiculaire ä ce

dernier.

Reciproquement, deux vrilloides normaux ä un troisieme se

coupent suivant une vrille qui est orthogonale au dernier
vrilloide.

L'intersection s'obtient en construisant la vrille conjuguee
de celle qui reunit les pöles des deux vrilloides donnes.

6° Soient deux vrilles V et U, perpendiculaires mais non
orthogonales l'une sur l'autre. Chacune renferme un corps apparte-
nant ä la conjuguee de l'autre; par exemple U renferme un

corps C qui est orthogonal ä tous les corps de V.
Suivant Y menons un vrilloide (C), de pole C, et soit A son

intersection avec U. La vrille U, contenant le pole C, est
orthogonale au vrilloide (C); eile est done normale ä toutes les vrilles
qui, passant par son pied A, sont contenues dans le vrilloide.

De lä resulte que si on projette tous les corps appartenant ä

une vrille V sur une vrille TJ qui lui est perpendiculaire, ces

projections se confondent en un seul et meme corps.
Les deux vrilloides semblables a (C), menes respectivement

par V et U sont, en outre, perpendiculaires l'un sur l'autre.
Cet ensemble de proprietes constitue le theoreme des trois

perpendiculaires.

Archives, t. XLII. — Aoüt 1916. 8
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VII. Nouvelles Proprietes de la Perpendicularite
Parallelisme de Clifford

L'absence d'exceptions dans les theoremes que nous venous
de passer en revue souligne le caractere de la Geometrie des

corps solides; de plus en plus l'espace feuillete se revele comme
doue des proprietes de l'espace ponctuel elliptique.

L'ensemble de ces analogies ne permet guere de mettre en
doute que de merae qu'on peut, dans la Geometrie de Riemann,

tirer, de deux manieres, une droite qui soit normale ä deux

droites donnees, on ne puisse egalement construire deux vrilles,
et deux seulement, qui soient normales ä deux vrilles donnees.

Designons ces dernieres par V et V', par U et U' leurs con-
juguees. Le probleme des vrilles normales se reduit ä tracer les

vrilles secantes communes de quatre autres vrilles qui sont V,
V', U et U'.

Si une premiere secante D etait construite, la conjuguee de

celle-ci, ä savoir D', serait une autre secante commune.
En eilet, les pöles de 4 vrillo'ides passant tous par D, puis

respectivement par V, V', U, ou U', appartiennent d'une part
aux vrilles U, U', V, V', de l'autre ä la vrille D', laquelle est

ainsi secante commune. On voit que si le probleme des normales

communes est determine, il est au moins du second degre.
Pour montrer qu'il atteint effectivement ce degre, il faudrait

etendre aux vrilles les proprietes projectives connues des

surfaces du second ordre, montrer qu'une quadrique de corps solides

est rencontree par une vrille suivant deux corps, etc. Une
telle extension, etablissant l'existence d'un double Systeme de

generatrices qui sont des vrilles, fournirait immediatement une
foule de theoremes tels que le suivant.

Neuf positions arbitraires d'un meine corps solide etani
donnees, il existe une tetraserie de positions contenant celles-ci, tetra-
serie teile qu'eile se decompose, de deux manieres differentes, en

une biserie de vrilles.
Mais au lieu de suivre cette marche banale, laquelle, bien

que basee sur des analogies immediates, offre probablement des
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points delicats, nous allons en adopter une autre, beaucoup plus
instructive, qui repose directement sur la conception du corps
solide.

II nous faut d'abord transformer la definition donnee plus
haut pour le Systeme de deux vrilles orthogonales entre elles.

Soient C le corps commun ä deux vrilles Y et V','normales
entre elles, dont nous designons les axes par v et v'. Les vrilles
etant orthogonales, il faut que l'une d'elles, V' par exemple,
contienne un corps C' qui appartienne ä la conjuguee de Y et

qui, par suite, soit orthogonal ä C. Pour que le renversement
autour de v', qui conduit C sur C', nous donne un corps C' con-
jugue ä la vrille V, il est clair qu'il doit avoir lieu autour d'un
axe qui rencontre v ä angle droit. La condition est süffisante,
on le voit ä l'instant.

Done, on obtient tous les systemes possibles de deux vrilles
normales en imprimant ä un meme corps deux moavements helicoi-
danx independants autour de deux droites rectangulaires v et v'.

La nouvelle definition de l'orthogonalite donne pour les pro-
blemes concernant les vrilles normales des solutions tres
simples. Prenons, par exemple,
celui de la normale ä abaisser D

d'un corps C sur une vrille V. v *-
Marquons dans le corps C,

en u par exemple (fig. 6) la
droite qui oecupe dans ce

corps une situation homologue
ä celle de Taxe v parmi les

corps formant la vrille V ;

pour la clarte, les deux droites
ont ete munies d'un sens, la
fleche regardant la meme ex-
tremite du corps.

Menons la perpendiculaire commune D aux deux droites v et

u et imprimons ä la droite u, solidaire du corps C, une torsion
autour de D, de mauiere ä l'amener en definitive ä colncider
avec v; il est clair que si C partieipe au mouvement il decrit la
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vrille normale cherchee. Sa position finale est la projection de
C sur V.

La construction precedente estparfaitementdeterminee. sauf
dans le cas oil les deux droites v et u co'incideraient ('). Le corps
C fait alors partie de la vrille V, et le probleme comporte autant
de solutions qu'il existe de droites D, dans la recticongruence
d'axe v, ä savoir =oJ, L'ensemble des vrilles airisi tracees forme
un vrillo'ide normal ä V.

Nous trouvons ainsi, sous uue nouvelle forme, la condition
d'orthogonalite entre vrilles et vrillo'ides; eile est correlative
de la seconde definition donnee plus haut pour le vrillo'ide,
definition qui ne nous a pas encore servi. Voici la nouvelle condition

:

Si un corps C Merit tine vrille d'axe v, et si, en second lieu, ce

meme corps engendre un vrilloide en glissant et tournant le long
de toutes les aretes qui forment la recticongruence d'axe v, la
vrille et le vrilloide successivement traces par le corps C sont nor-
maux Hun sur I'autre.

On remarquera que la vrille V', conjuguee de Y, appartient
au vrilloide quel que soit le corps descripteur C. Pour obtenir
les difterents solides qui composent V', il suffit que C chavire
autour des aretes de la recticongruence; ces renversements
sont contenus, comme möuvements particuliers, dans ceux
qu'execute C pour engendrer le vrilloide.

La nouvelle notion d'orthogonalite est done de tout point con-
forme ä l'ancienne; il est inutile de poursuivre dans le detail

l'aualyse des problemes dejä resolus au paragraphe precedent.
Le seul qui restait en suspens se traite de la maniere la plus
simple par les moyens dont nous disposons maintenant.

Soient C le corps, considere ä part (fig. 7), u et u deux

droites solidaires de ce corps qui vont servir d'axes ä deux vrilles
successivement engendrees par le solide C. Pour la clarte, consi-
derons ces droites comme des vecteurs en leur assignant un sens

par le moyen d'une fleche marquee ä une de leurs extremites.

') Qu'on n'oublie pas ici que nous raisonnons dans l'espace hyperbo-
lique.
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Soient maintenant U et U' deux demi-droites qui figurent les
axes des precedentes vrilles considerees dans leurs positions

veritables. Nommons d,

la normale commune
aux droites u et u', D
Celle relative aux droites

U et U'.
S'il existe une vrille

normale aux vrilles U et
U', son axe ne peut 6tre

que D, ainsi que nous
le savons depuis le
debut de ce paragraphe.
Transportons done le
solide C dans la situation

C, de maniere que
u coincide avec U et d

avec D. Si C' part de cette position pour engendrer la vrille D
(tig. 8), cette derniere est bien normale ä la vrille U; eile sera
aussi normale ä U', puisque u' rencontrant D ä angle droit
une torsion convenable autour de

la droite D amenera u' sur sa cor- ir,
respondante U'.

II importe de remarquer que les

sens suivant lesquels se correspondent

les lignes d et D est arbi-
traire; en iutervertissant ce sens,

comme l'indique la figure ('), nous
trouvons precisement deux vrilles * Uw
qui sont normales aux vrilles don-

nees. Elles sont conjuguees entre
elles, et Foil obtient l'une en ren-
versant l'autre autour des droites
appartenant ä la recticongruence r'g
dont Taxe est D.

u' et u" y representent les deux positions possibles de la
droite u'.
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En Geometrie de Lobatchewsky la construction precedente
admet les exceptions suivantes. Si U et U' sont paralleles la
droite D est rejetee ä l'infini; d serait de meme ä l'infini si

c'etaient wet u qui devenaient paralleles. Laissons de cöte ces

cas limites; il ne reste que ceux oü U coincide avec U', ou bien

u avec m'. Ces deux cas correspondent ä ce qu'on appelle, en
Geometrie riemannienne, le parallelisme de Clifford; ils four-
nissent meme, pour le phenomene du parallelisme, une
interpretation aussi simple que remarquable.

Generalisant le langage nous dirons done que deux vrilles Y
et V' sont paralleles au sens de Clifford lorsque les axes de ces

vrilles coincident dans l'espace, ou encore, lorsque les deux axes,
differents dans l'espace, sont homologues Tun de 1'autre par
rapport au corps descripteur. Les deux cas du parallelisme
peuvent etre reunis, mais alors les deux vrilles sont identiques.

On voit immediatement, comme une consequence particuliere
de la construction precedente, quesi deux vrilles sont paralleles
au sens de Clifford toute vrille normale ä l'une et qui rencontre

1'autre sera aussi normale ä celle-ci. De la sorte un couple
de vrilles paralleles admet un Systeme de °o2 normales communes.

Les proprietes du parallelisme de Clifford se deduisent faei-
lement de ce qui precede; elles sont identiques ä Celles du
parallelisme ordinaire de la Gbometrie euclidienne, sauf un point.
Les vrilles paralleles ne sont jamais situees dans le meine vril-
loide; il en resulte, comme nous allons voir, que par un corps
C, exterieur k une vrille Y, passent deux vrilles paralleles ä

celles-ci.
Pour obteuir la premiere parallele, il faut imprimer au corps

C un mouvement helico'idal quelconque au tour de l'axe v de la
vrille V ; on aura la seconde en vrillant le solide C autour de la
droite V' homologue de v par rapport ä C.

Soit (fig. 9) C4 C2 la vrille normale ä une vrille V, elevee par
le corps C4, lequel appartient ä V. Si on imprime ä cette vrille
C4 C2 un mouvemeut helicoidal autour de l'axe v, de maniere

que C4 arrive en C3, et en meme temps, C.2 en C4, la vrille C2 C4

est parallele ä la vrille C4 Cs comme ayant le meme axe que
celle-ci, ä savoir v. Mais Ct C2 et Cs C4 sont aussi paralleles, au
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second sens du terme, puisque les axes de ces deux vrilles sont
homologues Tun de l'autre relativement au corps descripteur.

A l'inverse, 011 aurait pu definir d'abord deux vrilles quelcon-

ques C4 C2 et C3 C4, d'axes homologues, par suite paralleles au
second sens. Dans ce cas, il existe toujours un mouvement heli-
co'idal qui amene l'une en coin-

V-
^—eC«

r'S 9

cidence avec l'autre, et l'axe
de ce mouvement, ou v, est
la normale commune aux axes
des vrilles donnees. Si C4 et
C3 d'une part, C2 et C4 de

l'autre, se correspondent dans

le mouvement helico'idal sus-
mentionne, les vrilles C4 Cs et
C2 C4 seront paralleles au premier sens du mot. Ces proprietes
sont identiques ä Celles que possede le rectangle en Geometrie

euclidienne. La ressemblance des deux ordres de faits
devient plus parfaite encore, si on remarque qu'une meme
torsion transporte C4 sur C3 et C2 sur C4, et que deux autres
torsions, intrinsequement identiques, transportent ä la fois C4

sur C2 et C3 sur C4. C'est dire que les deux couples de corps
qui se font face sur les cötes opposes du rectangle doivent etre
regardes comme equidistants.

VIII. Notions Metriques

Au point oü nous sommes parvenus, les notions metriques
n'ont joue, dans la Geometrie des corps solides, qu'un röle
efface ; elles n'y sont pas absentes puisqu'elles interviennent
implicitement dans la conception meme du mouvement helicol-
dal, laquelle est ä la base de toute la theorie. II n'en est pas
moins vrai que l'idee de mesure est restee jusqu'ici ä l'arriere
plan; c'est eile, au contraire, qui est appelee ä intervenir, de

la maniere la plus positive, dans l'etude des proprietes qui nous
restent ä voir. Ces proprietes metriques doivent nous conduire
enfin ä representer un corps solide ä l'aide de coordonneea qui
en fixent la position dans l'espace.
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Parmi les differentes manieres d'etablir les relations metri-
ques entre deux ou plusieurs corps solides, j'en utiliserai presque
exclusivement une seule; le procede consiste ä substituer aux
solides certaines droites, qui les representent, et la representation

est congruente, dans ce sens que les rapports metriques
entre les corps sont identiques ä ceux qui existent entre leurs
images rectilignes.

Distance de deux corps. On sait comment se definit V inter-
volle, ou pour employer un terme qui ait l'avantage de rappeler
des analogies profondes, la distance de deux corps solides.

Le mouvement helicoidal qui conduit un corps sur un autre,
se compose d'une rotation et d'un glissement le long d'un axe
fixe. Soient u' la moitie de la rotation, et vi' la moitie du glissement;

soit encore i l'unite imaginaire, alors la distance, ou
VIntervalle des deux corps est la quantite complexe

u' + iu"

Rangeons les deux corps dans 1'ordreC, Cs, prenons ä volonte
le sens de Taxe de la torsion qui amene C, sur C2. Alors u" est

positif ou negatif selon que le glissement a eu lieu dans le sens
de l'axe ou en sens oppose; quant ä 1'angle de rotation 2u', si

nous le comptons dans le sens dextrorsum autour du meme

axe, suivant les regies trigonometriques, il admettra une infinite
de determinations possibles contenues dans la formule generale
2m' + 2kn. La moitie u' n'est ainsi connue qu'aux multiples
pres du module ir. Si, d'autre part, on change le sens de l'axe,
ou qu'on intervertisse 1'ordre des corps, les quantites u et u"
changeront de signes.

En un mot, 1 Intervalle, variable suivant la maniere de l'esti-
mer, admet une infinite de valeurs differentes, donneös par la
formule

± (u' 4- iu" + hn) on ± (u + Ten)

oü k joue le role d'un entier quelconque positif ou negatif.
L'indetermination inherente ä la notion de distance de deux

solides n'a aueune importance. Qu'on donne une quelconque de

ses valeurs, ainsi que l'axe de la torsion qui conduit le premier
corps sur le second, Vamplitude de cette torsion et la situation
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relative de deux corps sont connues sans ambiguite. D'ailleurs
l'intervalle n'intervient ordinaireraent que par son cosinus ;

c'est une quantite complexe, connue au signe pres, et que j'ap-
pellerai souvent Vinvariant (l) des deux corps. Sa valeur est

cos m cos (u' + iu") cos u' ch u" — i sin u' sh u"

formule qui devient, pour le cas euclidien (2)

cos u cos u' — iu" sin u'

II importe de remarquer que les definitions precedentes n'ont
pas un caractere d'absolue generalite. Dans la Geometrie de

Lobatchewsky certains mouvements particuliers, dits horicycli-
ques, ne sont equivalents ä aucune torsion; ils derivent du mou-
vement helicoldal, comme cas liinites, quand Faxe de la torsion,
d'abord k distance finie, s'eloigne ä l'infini. Qu'on prenne, par
exemple, les symetriques d'un meme corps par rapport ä deux
droites paralleles ; le mouvement qui conduirait les positions
finales du corps l'une sur l'autre est precisement horicyclique.

Dans le cas du mouvement horicyclique, la notion de distance

s'evanouit; mais celle d'invariant subsiste. On voit aisement

que la valeur de l'invariant, dans ce cas singulier, est egale ä

± 1; c'est la meme valeur qu'on obtient pour l'invariant de

deux corps coincidents. II importe de ne pas confondre ces deux

cas, si differents, de la coincidence et de l'horicyclisme, quoi-
qu'ils ne puissent etre distingues l'un de l'autre par la valeur
de l'invariant (3).

Rappelons encore qu'ä l'inverse de ce qui a lieu pour deux

points la distance de deux corps ne suffitpas pour fixer la situation

relative de ces corps dans l'espace. II faut joindre ä cette
donnee l'axe de la torsion par le moyen de laquelle un des corps
s'applique sur l'autre. Mais, ainsi que nous l'avons dejä dit
dans une circonstance analogue, cette difference avec la Geome-

Pour rappeler qu'elle ne depend pas d'un Systeme particulier de
reference.

-') Dans ce cas l'imaginaire i doit verifier la condition i2 0, au lieu
de i2 — 1.

3) De meme en Geometrie euclidienne, l'invariant est egal ä ± 1, non
seulement si les deux solides coincident, mais encore toutes les fois qu'ils
sont Orientes semblablement.
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trie ponctuelle n'a rien de fondamental, et pour la voir s'evanouir,
il suffit de soumettre l'espace feuillete ä la totalite des mouve-
ments dont il est susceptible. Daus l'ensemble des mouveraents

complexes, les mouvements reels, seuls pris en consideration tout
ä l'heure, sont une imperceptible minorite ; on conqoit que ces

mouvements speciaux puissent manifester certaines proprietes
d'invariance qui n'appartiennent pas au Systeme complet de

tous les mouvements.

D

Theoreme fondamental. (1). Si onprendles symetriques d'un
meme corps C0, en le faisant chavirer successivement autour de

denx droites telles que Ll et L2, l'intervalle des positions finales
C, et C2, est le meme que celui des droites.

Le theoreme est presque evident (fig. 10). Soit D la normale
commune aux axes L,, L2; at et «2 les points du corps C0 oü eile

rencontre ces axes. Dans le

premier renversement subi

par le corps C0, autour de

la droite L,, cq reste fixe,
a2 vient en A2, et Ton a

al A„ at a2. Dans le se-
2 cond renversement, autour

de L2, a2 reste fixe, a, vient
en A, et l'on aa, At a, a2.

Ainsi done la droite D

est commune aux corps C„
Cs. C'est autour de cette
droite que Ct glisse pour
venir s'appliquer sur C2;

quant ä la grandeur du glissement, soit a, A, ou A2 a2, eile
est bien egale au double de la distance des deux axes, soit at a2.

Si maintenant on envisage trois plans P0, P,, P2 qui, passant

par la ligne D, occupent respectivement les memes positions
dans les trois corps C0, C, et C2, il est clair que l'angle des

deux derniers plans est deux fois plus grand que celui forme par

Iii.10

Dejä cite dans ma Note. Archives, t. XL, p. 460.
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les droites Lt et L2. Le fait est identique avec la propriete con-
nue de l'optique geometrique ; si un miroir iourne autour d'un
axe perpendiculaire ä un rayon lumineux, le rayon reßechi tourne
de Vangle double.

II importe de remarquer que C, et C2 peuvent etre deux
positions arbitraires du corps solide; le theoreme fondamental peut
done revetir encore la forme suivante.

Soit D l'axe de la torsion qui amene un des corps en coincidence

avec le second. Perpendiculairement ä la droite D, traqons
une paire de droites L2 et L2, dont chacune rencontre D : il
suffit que l'Intervalle des deux droites soit egal ä celui des solides

donnes pour que le symetrique de C\, relativemenl ä L±, soit
identique avec le symetrique de C2 par rapport ä L.,. Les 00s corps,
orthogonaux communs ä Ct et C2, s'obtiendront en faisant glisser
et tourner, le long de la droite D, le couple L2 dontla forme
est determinee et la position variable.

Kevenons ä l'enonce primitif, et rappelons que Yintermlle de

deux droites ne saurait etre defini avec precision que si elles

sont dirigtes, c'est-ä-dire ont ete converties en vecteurs ä l'aide
de fieches apposees ä leurs extremites.

Qu'on se place sur la perpendiculaire commune, les pieds sur
l'une des droites, la tete au delä de la seconde; 1'angle dont il
faudra tourner, dans le sens direct, le premier vecteur pour que
l'observateur le voie disparaftre derriere le second, represente
la partie reelle de l'intervalle; quant h la partie imaginaire,
eile est egale ä la grandeur möme de la perpendiculaire. Si on
determine la situation relative des deux droites ä l'aide de

Vinvariant, egal au cosinus du dit intervalle, la regie ne laissera
subsister aucune ambiguite, et redonne le meme resultat quand
on alterne les deux droites.

Quant ä la distance qui separe deux corps, elle n'est connue

qu'aux multiples pres de la quantite 7t, et son cosinus com-

porte une indetermination de signe. II faut done revenir sur
l'egalite indiquee par le theoreme fondamental, afin d'en pre-
ciser nettement les conditions. Concevons, dans ce but, que
quand un corps chavire autour d'un vecteur, ce soit toujours
dans le sens dextrorsum qu'ait lieu la rotation de 180° d'arn-

plitude.
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Cela pose, admettons qu'un corps mobile C se rende de Gt k
C2 en decrivant, dans la vrille qui joint ces corps, un mouve-
ment entierement determine, et prenons dans la vrille conju-
guee un corps fixe C0, lequel sera necessairement orthogonal ä

C dans toute la Serie des positions de ce dernier. Si on suppose
que l'axe du renversement qui conduit C0 sur C ne puisse varier
que d'une maniere continue, on reconnait immediatement que
les positions finales du dit axe sont separees par un intervalle
precisement egal ä celui des corps C, et C„.

Relation trigonometrique. Soit C un corps solide qui decrit
tour ä tour deux vrilles V et V', d'axes (Y) et (V), en se depla-
qant, dans chacune, des quantites v et v, de maniere ä occuper
finalement les positions A et A'. Si £1 est l'intervalle des axes

(Y), (V'), et que m represente la distance AA', je dis que nous
avons la relation trigonometrique

cos (o cos v cos v' + sin v sin v' cos(2 (1)

Pour faire la preuve de cette proposition fondamentale,
prenons un systeme d'axes coordonnes direct, dont l'axe des z soit
la normale commune aux axes (V) et (V'). Traqons un seul des

axes, (V) par exemple, et nommons o to' + im", sa distance
ä OX.

Nommons C' la position occupee par C quand on imprime ä

ce dernier uue rotation de 180°, retrograde autour de OZ.

La distance v CA est egale, nousle savons, ä l'intervalle qui
separe les axes des deux renversements qui ramenent le

corps C tantot sur C, tantot sur A. L'un de ces axes est OZ

lui-meme; soit a 1'autre, necessairement normal ä la ligne (V),
commele montre la fig. 11. II nous faut, d'apres les regies de

la Geometrie reglee, les coordonnees complexes de la droite a

par rapport h notre systeme d'axes (l).
Les coordonnees du vecteur (V) sont evidemment

cos <p sin (p 0 ;

') Un mode d'exposition qui eviterait ce recours k la Geometrie reglee
serait certainement de beaucoup superieur ä celui que j'adopte ici par
motif de brievete.
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Celles de a, que j'appelle X, p., v, se determinent en ecrivant que
ce vecteur est normal au precedent et ä la distance v de l'axe OZ.

On a ainsi
X cos <p + ju sin q> 0 v cos v

puis, comme toujours,
X2 + /i2 + v2 1

De lä
A ± sin v sin <p ß sin v cos <p v cos v

et c'est le signe superieur qui convient, comme on voit par l'hy-
pothese <p 0, laquelle ramene (Y) dans la situation OX.

Zi

Les coordonnees de l'axe a, autour duquel C' doit basculer

pour venir se mettre sur A', seraient de meme

V sin v' sin <p' /u' — — sin v' cos <p' v' cos «'

Enfin la distance des axes a, et a', c'est-ä-dire celle des corps
A et A' eux-memes, vaudra

cos a AA' + /ufi' + w' cos a cos »' + sin o sin v' cos (95 — ?)')

C'est la m§me formule que (1), puisque Q ± (tp — f')-
Le mode de construction nous a conduit a donner ä la distance

10 des positions extremes A et A' une signification precise; cela

provient du fait que le corps C a execute deux mouvements par-
faitement definis, dans les vrilles V et V, avant de s'arreter fina-
lement en A et en A'. II va de soi que le plus souvent on ne
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se trouvera pas dans des conditions aussi nettes; on ecrira
alors la formule avec l'ambiguite de signe

± cos a cos® cosv' + sinti sin®' cos (95—<p') (2)

qui n'en limite aucunement l'emploi.
L'equation (1), ou (2), iaquelle n'est autre que la relation

connue des distances de trois points dans l'espace elliptique,
illustre de nouveau la parente qui existe entre la Geometrie des

corps solides et la Geometrie ponctuelle. La formule s'inter-
pretera schematiquement ä l'aide d'un triangle (fig. 12).

c

Tig.n

Le sommet C y represente le corps faisant fonction d'origine,
les droites CA, CA' y figurent les vrilles decrites par C; les
longueurs des segments sont les deplacements dans chacune de
ces vrilles; les points B et B', places dans le plan conjugue ä
C, ä la distance 12, representent les projections de C sur le vril-
lo'ide (C), et ainsi de suite.

(A suivre.)
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