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ENTROPIE GENERIQUE

ET MfiLANGES G.AZETTX

§ 1. DEUX HYPOTHESES ARBITEAIRES DE LA THERMODYNAMIQUE

Lorsque 1'oq compare les resultats generalement admis de la
Thermodynamique classique, ayec les consequences de la Theorie

statistique, on se heurte ä maintes difficultes.
Dans le present travail, nous nous proposons d'en examiner

deux.
Nous avons montre (*) que l'entropie statistique d'une masse

gazeuse monoatomique M, comprenant N molecules de masse

m, et occupant un volume V ä la temperature T, avait pour
expression :

oh k est la constante universelle d'energie moleculaire; v est le

domaine elementaire de volume et e le domaine dlementaire
d'energie. Pour avoir en memoire leur signification mathema-

tique, il suffit, par exemple, de se rappeler que toutes les molecules

qui sont dans un meme domaine v sont censees avoir des

coordonnees identiques ; on peut dire que ces domaines ou

cases jouent un röle analogue aux elements infiniment petits
dans le calcul diflerentiel et integral (-).

') Ed. Guillaume, la Theorie des Probabilites et la Physique, Archives,
1916, t. XXXIX, p. 316.

2) Quant ä une signification physique simple, voir Archives, ce numero,
p. 487.

Archives, t. XLI. — Juin 1916. 31
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Comparons la formule ci-dessus ä 1'expression donnee dans

les traites de Thermodynamique. On a :

(2) S ^ (j logS + c°log T + s°) '

oü s0 est une constante arbitraire ne dependant pas de M; ;j.

est la « masse moleculaire ». Or:

M Nm ; ju Na»i ; R &NA ; cv 3

d'oü

(3) S j N | logj + | log T + s0 - log ] •

On voit immediatement que (1) ne pourra etre identifie ä (3)

que si Ton pose par exemple :

(4) v d0N

oü v0 est une constante aussi petite que l'on veut, puisqu'on

pourra toujours releguer log v0 dans la constante arbitraire.
Boltzmann, et avec lui la plupart des cinetistes, tournent la

difficulte en prenant d'emblee le volume sp&ifique, ce qui revient
ä faire implicitement une hypothese analogue ä (4).

M. Planck, par contre, introduit explicitement une relation
semblable. Prenant le domaine elementaire total, il pose

- 9
(4') 1, N

(2mp

et le fait ainsi varier en outre avec la masse m; g est suppose
independant de N et de m.

II l'avait deduite de certaines consequences du postulat ther-
mique de Nernst, suivant lequel l'entropie d'un corps liquide
ou solide au zero absolu, est nulle. II en concluait que les

domaines elementaires devaient avoir une signification chimi-

que, analogue ä une sphere [ d'influence (Wirkungssphäre).
MM. 0. Sackur et H. Tetrode ont meme cru deduire des cons-
tantes experimentales des differents gaz, notamment del'argon
et du mercure, que g etait egal ä h\ oü h est le quantum d'ac-
tion de la theorie du rayonnement de Planck. Si cette relation
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devait se verifier d'une faqon generale, dit alors M. Planck, on
aurait acquis un resultat d'une importance fondamentale pour
toute la Thermodyuamique et la theorie de l'affiniteC).

Or, il faut l'avouer, il est extremement difficile, pour ne pas
dire impossible, de donner uue interpretation physique satis-
faisaute aux relations (4) et (4').

Et l'on est conduit ä chercher autre chose.

La relation (1) est, comme nous l'avons montre ailleurs, une

consequence rigoureuse des Principes generaux de la Theorie

statistique; cette theorie ne cherche qu'ä donner une interpretation

statistique du Principe de 1'equivalence et du Principe
de Carnot; il serait des lors tres grave que les relations (2) ou

(3) fussent une consequence rigoureuse de ces seuls Principes,
parce que, dauscecas, leur interpretation statistique serait liee
ä l'equation (4) ou (4') ou d'autres analogues, dont la signification

est fort obscure. Heureusement, il n'en est rien ; et il est
aise de moutrer que les relations (2) ou (3) contiennent une
hypothese particuliere, tout ä fait etrangere aux deux Principes.

En effet, en Thermodynamique, l'entropie est definie, en unites

thermiques, par:

(5) dS
dU +/dV

D'autre part, l'equation d'etat des gaz parfaits peut s'ecrire
sous la forme universelle:

(6) pX MT
En appelant cm la chaleur moleculaire ä volume constant, et

en posant:
T c
0 m

•
c

h N" '
t A.

on a:
{7) dU cN dl
de sorte qu'en substituant dans (5) et en integrant, on trouve :

(8) S jN(logV + clogT) + m, ») •

' i M. Planck, Vorlesungen über die Theorie der Wärmestrahlung et
Die gegenwärtige Bedeutung der Quantenhypothese für die kinetische
Gastheorie, conference tenue ä Göttingue en 1913.
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Dans cette relation, /(N, m) designe la constante d'integra-
tiou qui, en effet, peut dependre de N et de m.

Nous voyons done que I'expression de l'entropie d'un gaz, telle

qu'elle resulte des deux seuls Prineipes de la Thermodynamique
et de I'equation d'etat, peut parfaitement etre identifi.ee a l'entropie

statistique sans faire appel ä une hypothese speciale sur les

domaines elementaires.

Par contre, pour retrouver l'expression habituelle (2) ou (3),
il faut faire une hypothese supplementaire, ä savoir poser pour
la fonction arbitraire:

(9) f(N, m) j | N (J sa - log inj - N log N j

D'oü vient-il done que, dans tous les traltes de Thermodynamique,

on donne l'expression (2) et non l'expression (8)? Sim-'

plement du fait que l'on part toujours, non d'un volume quel-
eonque V, mais du volume speeifique v. L'equation diiferentielle
s'accorde del'un et de l'autre, puisque :

0») $ - f
mais, lorsqu'on integre, on est conduit ä log v au lieu de logV,
ce qui change la fonction arbitraire d'integration et introduit

explicitement au lieu de V.

Tant qu'on opere sur la meme masse d'un gaz, ou sur deux

masses differentes d'un meme gaz, la fonction arbitraire
d'integration ne joue aucun role, et nous pouvons la choisir comme
bon nous semble. Par contre, cette fonction prendra une importance

tres grande dans les melanges gazeux, et il est piquant
de constater que la belle theorie de la dissociation, les theories
de Gibbs et de Planck, la loi d'action de masse, reposent toutes
sur deux hypotheses arbitraires :

1° La fonction/(N, m) a la forme (9).
2° L'entropie d'un melange de plusieurs gaz est egale ä la

somme des entropies qu'aurait chacun d'eux s'il occupait seul

le volume entier du melange ä la meme temperature.
Ces theories ne sont done nullement des consequences pures

des deux Prineipes et de l'equation d'etat.
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Nous allons montrer que la theorie statistique peut rendre
compte tres facilement de l'expression generalement adoptee

pour l'entropie d'un melange gazeux, si l'on introduit, comme
le propose Gibbs dans ce but, les ensembles gSneriques.

§ 2. Entropie generique

Resumons brievement les resultats que nous avons develop-

pes dans notre travail sur la Theorie des Probability et la
Physique.

Considerons un Systeme physique dont l'energie

E^j, x2, alt oj,

estfouctiond'unnombreimmensendeparametresxL,x2, ...,xn,
et de coordonnees exterieures at, a,, supposees invariables
qui definissent la position d'ensemble du Systeme par rapport
aux corps exterieurs, tels, par exemple, que le cylindre et le

piston pour un gaz. Un etat du Systeme, c'est-ä-dire un groupe
de valeurs des n parametres, pourra etre represents par un
seul point de l'hyperespace ä n dimensions. Par suite de
1'agitation thermique, etc., ces valeurs cbangent constamment, et
cela d'une maniere continue. Pour obtenir la discontinuity
necessaire ä l'application du calcul des probabilites, nous ne

consiclererons pas le point representatif ä deux instants intini-
ment rapproches t et t + dt, mais ä deux instants separes par
un intervalle fini z, qui peut Stre grand, comme le montre la
lenteur des phenomenes de diffusion. Nous pourrons alors dire

que les etats aux instants t et t -)- z sont ä peu pres indepen-
dants l'un de l'autre, parce que la trajectoire du point
representatif dans l'espace ä n dimensions est tres compliqute; cette

complication resulte direetement de ce que n est tres grand;
c'est un postulat qui sert de base ä la theorie que nous esquis-

sons. Nous pointerons alors, ä intervalles fixes z, un grand nombre

de fois n0, la position du point representatif; nous obtien-
drons ainsi un ensemble de n0 points formant une certaine
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repartition R; nous recommencerons cette operation un grand
nombre de fois, et nous obtiendrons une serie de repartitions:

Itl ^2 H3

dont nous determinerons la moyenne. Pour que celle-ci existe,
il faut et il suffit que l'energie du Systeme oscille autour d'une
valeur moyenne E. Nous dirons que le Systeme est quasi-con-
servatif. De plus, pour definir completement les repartitions,
nous imaginerons l'byperespace divise en un tres grand nombre
de domaines elementaires ou cases, si petits, que l'on puisse dire

que tous les points representatifs qui se trouvent dans une
meme case, representent le Systeme dans des etats identiques.
S'il y a n (ai,, Äj, xn) points dans la case de coordonuees

xx, x,, xn la probability pour que le Systeme soit dans l'etat
considere, sera par consdquent:

n(xlt x2, xn)
(11) P •

no

II est des lors facile de montrer que la repartition moyenne,
— qui est en meme temps la plus probable, — compatible avec

l'energie Efo x2, xn ; at, a2, est definie par la
probability :

v —E

(12) P

ou et 0 sont deux constantes; 6 est lie ä la temperature abso-
lue par:
(13) 6 TcT

A cet effet, 011 introduit Ventropie statistique par 1'expression :

(14) - H - P log p

$

oil la somme est etendue au domaine © comprenant toutes les

cases; c'est le domaine ä l'interieur duquel varient les parame-
tres x. On a alors le theoreme fondamental ('):

') Loc. cit., p. 219.
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Pour la repartition moyenne, la valeur de l'entropie statistique
est maximum, et 1'on peut ecrire :

(15)
- log p - log p

p e

Dans cette theorie, nous supposons que tous les parametres

xl, x2, xn se differencient les uns des autres. Or, tel n'est

pas le cas dans les systemes envisages, composes d'un tres
grand nombre de moUcules identiques. Pour ces systemes et leur
reaction avec d'autres systemes, peu importe que ce soient les

molecules m ou m qui aient les coordonnees x0, y0, g0, les

vitesses x0, y0, s0, etc., puisque m ne se distingue en rien de m'.
Nous pouvons des lors considerer comme identiques tous les

etats obtenus simplement en permutant entre elles les molecules

identiques. Nous dirons que tous ces etats forment un
seul etat generique, et les premiers seront designes sous le nom
d'etats specißques. Cbaque case represente done un etat speci-
fique, et ä un etat generique correspondra un groupe de cases.

La probability pour que le Systeme soit dans un certain etat
generique sera done egale ä la probability pour qu'il soit dans

une certaine case multiplie par le nombre de toutes les cases

considerees comme identiques ä la premiere. S'il yav molecules

d'especes differentes, il y aura autant de cases identiques
qu'on pourra faire de permutations entre les molecules de me-
me espece, de sorte que la probability d'un etat generique
sera:
(16) N,! N2! p

oü N,, N2, Nv designent respectivement le nombre de
molecules de chaque espece; leur somme N est supposee invariable.

Nous definirons Yentropie generique ,5 'par la valeur moyenne,
prise negativement sur tout le domaine 2), du logarithms de la

probability generique

- £ $ l°g $

(17) -£l>log*.
®
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On a done:

(18) § H + log N,! N2! Nv!

et en remplaqant par la formule de Stirling, puisque les N-
sont tous supposes tres grands:

La seconde somme sera toujours tres petite par rapport ä la

premiere, de sorte que, physiquement, eile lie jouera pas un
röle appreciable.

§ 3. Entropie generique d'un melange gazeex

Nous avons moutre (') que l'entropie specifique d'un Systeme

mecanique quelconque ä n degres de liberte, dont l'energie
potentielle est UCg, > 2«»a-2 •••) avait Pour expression:

oil la 2^ doit etre etendue au domaiue total de variation des

parametres q. Dans le cas des gaz, l'energie est consideree

comine entieremeut cinetique; l'energie potentielle, qui n'a de

valeur appreciable qu'au moment des chocs, peut etre negligee,
vu que le temps pendant lequel deux molecules sont tres voisi-
nes est extremement petit compare au temps de libre parcours
moyen. Par coutre, il y a une energie potentielle due ä Paction
des gaz sur les parois du recipient qui les contient. La fonction U
ne depend done que des coordonnees exterieures; elle devient

egale ä U et on peut des lors sortir le facteur e
" du signe N ;

chaque terme de cette somme se reduit ä l'unite; devantetre

(19) § H + 2 N. loeNi + I 2logN- ~ N + l0«(2^8 •

(20)

u

J) Loc. tit., p. 313.
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etendue au domaine S2 tout entier, eile ne sera autre chose que
le nombre K2 de cases en lesquelles ce domaine aura ete subdi-
vise. Comme nous l'avons dit ailleurs, ce resultat trouve son

interpretation simple dans le fait que les points representatifs
sont uniformement distribues dans ®

Pour Ks, nous ne devons pas prendre la valeur vraie, mais

une certaine valeur apparente, afin de rester en concordance

avec 1'equation d'etat des gaz parfaits. En efi'et, la relation (6)
est universelle et ne depend pas de l'atomicite de la molecule;
la pression_p est ealculee en envisageant la molecule comme un
edifice ä trois degres de liberte, et seule, dans ce calcul, la
vitesse du centre de gravite de l'edifice est prise en consideration.

On admet done que l'energie autour du centre de gravite
ne joue aueun röle dans la pression, celle-ei ne resultant que de

l'energie de translation. Dans cette hypothese simple, toutes
les molecules peuvent etre trattees comme des molecules iden-

tiques ä 3 libertes. Supposons, pour simplifier, les cases cubi-

ques dans l'espace ordinaire; leur cote sera \v et la case cor-
/3 /— \respondante de l'hyperespace pour tout le gaz sera (y v) ou

raisonnant sur Y de la ineme maniere, on voit que :

Appelons lL, I,, I le nombre des libertes de chaque espece
de molecules. On a:

de sorte que:
n

»= Z x.i<,

N Z Ni •

Posons(1):

') Nous laissons ici de cöte les difficultes touchant les relations entre
les chaleurs specifiques et le nombre de libertes.
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on trouve alors facilement ä l'aide de (19):

- § 2 loe W + log T 2 N-c< - I 2 log N<

(22)

+ | log \ + N log (e~) + log (2jt)«

Telle est l'expression generale de Yentropie d'un Systeme de v

gaz differents occupant le volume V ä la tempüratme T. C'est de

cette expression, moins la troisieme somme, que l'on part poür
etablir la theorie de la dissociation et la loi d'action de masse,
et le terme — V N4 log y joue un role preponderant. Quant
ä la troisieme somme, il est aise de voir qu'elle ne donnera, lors
de la variation du potentiel thermodynamique, que des variations

negligeables par rapport ä Celles que donne la premiere
somme. En effet, celle-ci fournit des termes de la forme:

- ÖN,(1 + log 1ST,.)

tandis que l'autre donne des termes de la forme :

>

~ ^7'

comme N^ est immense, ces dernieres variations seront insensibles

par rapport aux premieres.
Nous pouvons done, en definitive, enoncer le resultat:
La loi d'action de masse est une consequence immediate de l'en-

tropie generique, laquelle s'impose lorsque le Systeme comporte des

molecules de meme espece en tres grand nombre; cette loi n'expri-
me alors pas autre chose que la permutabilite des molecules iden-

tiques.

Dans le cas d'un seul gaz, on a:

(23)

V _ 1 „ (nek,- §. N. log + c N. log T - 2 log N. + — logN •' 0 2 • 2

+ N. log {^\ + log (2jt)3
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conforme, aux termes tres petits pres, ä l'expression habituel-
lement employee, et l'on voit que :

(24) § 2>,.
l

autrement dit.
L'entropie d'un melange gazeux est egale ä la somme des entropies

qu'aurait chacun des gaz s'il occupait seul le volume total ä

la meme temperature.
C'est la regle usuelle, enoncee plus haut.

§ 4. Paradoxe de Gibbs

Enfin, le paradoxe de Gibbs trouve une explication simple
dans les considerations precedentes.

Envisageons, en effet, une masse gazeuse de N molecules. Si

toutes les molecules sont identiques, on peut toutes les permu-
ter; la probability specifique est alors multipliee par N Si les

molecules sont la moitie d'une espece, la moitid d'une autre, il
N N

faut multiplier cette meme probability par ^ 9 II y a done

une discontinuity linie lorsqu'on passe du premier cas au second.

Prenons le cas simple, habituellement considere, de deux gaz
different«, mais dont les molecules ont le meme nombre de

libertes. Si l'un des gaz occupe seul le volume V ä la temperature

T, l'entropie est exprimee par la formule (23), dans

laquelle nous supposerons l'indice i supprime. Si les deux gaz
occupent ensemble ce volume, la formule (24) nous donne:

s /N. V, N, 1, N, IN. (nelc\ N. e ,i
§ i+, 2 [~2- log ^ + c - log T - 2 log ä + ä 2

log (v) + 2
l0g

v
+ l0g (5br)'

2

d'oü l'on tire, ä. l'aide de (23):

§i+2 § + N log 2 - log N - i log

Comme les deux derniers termes sont tres petits, on retrouve
bien la difference finie N log 2 calculee en Thermodynamique.
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Ainsi, brievement, le paradoxe de Oibbs resulte 4galement de

la permutabilite des moUcules de meme espece.

Uneremarque encore : M. Planck voit dans le paradoxe de

Gibbs la preuve de la discontinuite des proprietes chimiques.
Yoici comment, Selon nous, il convieut d'envisager la question.
Les molecules de 1'espece 1 peuvent etre infiniment peu diffe-
rentes des molecules de l'espece 2, de faqon qu'ä Vecheüe mole-

culaire, la discontinuite soit aussi petite qu'on veut; on pren-
dra, par exemple, ml egale ä m et m2 egale ä m -f- dm. Mais, ä

notre echelle, oü cela a un sens de parier d'entropie, la discontinuite

est proportionnelle ä N, comme on vient de le voir; eile

sera done toujours finie puisque N est toujours tres grand. Le
discontinu est done une question d'echelle.

Conclusions

1. En resume, la Theorie statistique est en parfait accord

avec les resultats generaux tires des deux Principes, quant ä

l'entropie des gaz.
2. Les hypotheses particulieres faites sur l'entropie des gaz

dans la Thermodynamique trouvent leur explication immediate
dans la Theorie statistique.

3. Cette explication ne fait pas iutervenir les domaines ele-

mentaires, qui restent indetermines.

En terminant, je me fais un reel plaisir d'associer ä ce travail

le nom de mon collegueet ami, M. J. Sauter, dont l'esprit
penetrant m'a ete si souvent precieux.

Berne, mai 1916.
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