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SUR LE

nmnm RTtuiui des fils di quartz

AUX BASSES TElVIPtRATURES

PAR

C.-E. GUTE et Jf. EINHORT-BODZECHOWSKI

I. ApEKgU HISTORIQUE

Depuis longtemps dejä les physiciens n'admettent guere
1'existence de limites nettement tranchees entre les etats

solide, liquide et gazeux, de la matiere, car on decouvre, pres-
que chez tous les corps qui se trouvent dans l'un de ces etats,
des proprietes appartenant par definition ä un autre etat. II n'y
a done rien de surprenant ä ce que l'on ait cherche ä expliquer
certains phenomenes qu'on rencontre dans 1'etude de l'elasticite
des corps solides par le frottement interieur ou viscosite qui est

une propriete importante des liquides.
Ainsi, lorsqu'on tord un fil et qu'on l'abandonne ä, lui-mbme,

le fil effectue, comme on sait, une serie d'oscillations qui sont

toujours amorties, meme si l'on prend soin d'eviter autant que
possible toute cause de dissipation exterieure d'energie (resistance

de l'air, transmission d'energie au support, etc.). Des

l'origine l'on a donne une interpretation de ce phenomene en

supposant Tintervention d'un frottement interieur, dü au glis-
sement des differentes couches du corps solide qui se deplacent
les unes par rapport aux autres; comme cela se produirait dans

un liquide.
Mais ä cöte du frottement interieur proprement dit, on fait

souvent intervenir une autre propriety particuliere aux corps
solides: la reactivite elastique ou elasticite retardee.

Sous ce nom on comprend certains phenomenes qui inter-
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viennent probablement dans toutes les experiences oü l'on
deforme un corps solide, ä savoir :

1° Que la duree de Taction deformante exerce une influence
sur la grandeur de la deformation ;

2° Que le changement de forme du corps persiste partielle-
ment pendant un certain temps apres que la force deformante a

cesse d'agir;
3° Que l'effet produit par une nouvelle force deformante

depend des forces anterieures auxquelles le corps avait 6te

soumis, ainsi que du temps ecoule depuis le moment oü ces

forces ont cesse d'agir.
Parmi les experiences qui se pretent particulierement bien ä

ce genre d'etude, on doit mentionner l'observation de l'amor-
tissement des oscillations produites par la torsion et par la
flexion. De bonne heure dejä ce probleme a attire l'attention
des experimentateurs et des theoriciens(1); il intervient acces-

soirement d'ailleurs dans un tres grand nombre d'experiences,
aussi a-t-il fait l'objet de nombreuses etudes.

Envisageons d'abord le frottement tel qu'on le connalt dans
les liquides. II n'y a pas ä ce propos de divergence essentielle

sur le caractere de ce frottement. La force du frottement est

consideree comme une fonction de la vitesse, conformement
ä Thypothese emise dejä par Newton (2) et quelque temps plus
tard par D. Bernoulli (s).

Si la vitesse est petite la force de frottement / qui s'exerce

entre deux couches voisines est comme on sait proportionnelle
ä la vitesse relative et ä la surface de contact; elle est indepen-
dante de la pression. On peut exprimer cetteloipar la formule:

') L'equation differentielle des oscillations amorties etait connue de
Coulomb (1784) qui chercba ä l'integrer en faisant des suppositions
simplificatrices. Poisson (Mecanique, 1811, t. I, p. 405) donne l'integrale
pour le cas oü la force resistante est proportionnelle au carre de la
vitesse. La solution du probleme, pour le cas oü la resistance est
proportionnelle ä la vitesse, a ete donnee par Gauss. (Resultate der Beob.
des magnet. Vereins, 1837, (Euvres, t. V.)

2) Newton, Philosophiae naturalis principia mathematica, 1687, Lib. II
sect. IX.

") Bernoulli, Memoires de Petersbourg, t. IV et V.
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dv/dx etant la derivee de la vitesse suivant la normale ä la
surface de contact, s la grandeur de cette surface et yj un coefficient

qui depend de la nature et de la temperature du liquide ;

c'est le coefficient de viscosite du liquide.
En appliquant cette formule au probleme d'un disque cylin-

drique de rayon r tournant autour de son axe ä l'interieur d'un
liquide indefini on en deduit pour le moment du couple produit
par les forces de frottement l'expression theorique

n r4 da
ö=r)Täx'

<t> dtant la vitesse angulaire communiquee ä l'une des couclies

du liquide.
On a souvent eu recours ä cette experience pour determiner

le coefficient de viscosite. Cependant, si on traite le probleme
d'une fagon rigoureuse, en partant des equations de l'hydro-
dynamique et en y introduisant les conditions limites, on arrive
ä des considerations assez compliquees par le fait que ni le
disque, ni les couches liquides ne peuvent etre consideres comme
infiniment eteudus; les resultats sont alors peu precis.

Le probleme du frottement interieur des corps solides a ete

aborde par Coulomb (') en 1784. En construisant sa balance de

torsion destinee ä la mesure des tres petites forces, ce grand
initiateur se vit amend ä etudier la «petite quantite due ä

l'imperfection de l'elasticite », et il en tient compte dans ses

etudes theoriques et experimental es sur la force de torsion et

sur l'elasticite des fils metalliques, en supposant la reaction
« proportionnelle ä Tangle de torsion ou alteree par un terme
tres petit. »

Comme resultat de ses recherches, Coulomb indique que

pour des amplitudes initiales inferieures ä 45° « les alterations
sont ä peu pres proportionnelles aux amplitudes des angles de

torsion», au-dessus de 45° par contre les alterations aug-
mentent dans un rapport beaucoup plus grand (2).

') Coulomb, Collection de Memoires relatifs ä la physique, publies
par la Societd frangaise de physique. Tome I. Memoires de Coulomb,
Paris. 1884.

3) Loa. cit., p.92.
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Plus tard Coulomb fit des experiences destinees ä determiner
la coherence des fluides et les lois de leur resistance aux mou-
vements tres lents. II etudia dans ce but les oscillations d'un
disque suspendu ä un fil metallique tres fin ä l'interieur d'un
liquide. A cette occasion Coulomb prend en consideration le
frottement interieur du fil de suspension. «Mais, dit-il, avant
d'employer les experiences qui precedent ä determiner le coefficient

de la vitesse, dans la formule qui represente la partie de

la resistance du fluide proportionnelle ä la simple vitesse, il y a,
comme je l'ai dit plus haut, une petite quantite dependante.de
l'imperfection de l'elasticite du fil de suspension, qui, dans les

diflerentes amplitudes des oscillations les altere proportionnel-
lement ä leur amplitude (voir plus loin chap. II) ou, ce qui
revient au meme d'apres la theorie que nous venons d'exposer,
proportionnellement ä la vitesse» (1).

En ce qui concerne le frottement interieur des liquides,
Coulomb trouva, que la viscosite produit une diminution de l'am-
plitude des oscillations telles que les amplitudes consecutives
forment une progression geometrique. La difference des loga-
rithmes de deux amplitudes consecutives est proportionnelle ä

la quatrieme puissance du rayon du disque.
La theorie des experiences de Coulomb sur le frottement

interieur des liquides a ete donnee par 0. E. Meyer (2) en 1857.

Elle formait le sujet d'un prix offert aux etudiants par l'Uni-
versite de Kcenigsberg. A cette occasion Meyer, ä qui le prix
fut decerne, se vit amend ä repeter les experiences de Coulomb

(il n'a remplace que plus tard la suspension unifilaire par un bifi-
laire) et düt s'occuper, de meme que Coulomb, du frottement
interieur du fil. Pour evaluer l'influence de ce phenomene,
Meyer (3) se sert soit de l'une, soit de l'autre des deux
representations suivantes :

1° La resistance interne du fil est proportionnelle äla vitesse

') hoc. ext., p. 342.

') 0. E. Meyer, «Ueber die Reibung der Flüssigkeiten.» Journal für
die reine und angewandte Mathematik. A. L. Crelle, 1861, 59, p. 229-
303. Ibid., 1863, 62, p. 201-214.

3) 0. E. Meyer, « Uber die Reibung der Flüssigkeiten. » Annalen d.
Physik u. Chemie (Poggendorff), 1861, 113, p. 55-86, 193-238, 383-424.
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angulaire de l'appareil et entre en ligne de compte sous forme
d'uu terme de correction — F (da/dt); (')

2° Le frottement interieur du fil obeit aux memes lois que
celui des liquides de sorte qu'il faut ajouter ä chaque compo-
sante de la deformation une longueur proportionnelle ä la
composante de la vitesse suivant la m£me direction.

II trouve alors (en designant par r le rayon et par I la

longueur du fil pour le coefficient de la resistance resultant du

frottement l'expression :

21 '

oü :

H juG ;

G est le second module d'elasticity et H le «coefficient de

frottement» du corps, fj. est une constante qui depend de la nature
du fil. L'expression de coefficient de resistance F est mise

comme Ton voit sous la forme d'un moment de torsion.
Les resultats des observations indiques par Meyer sont (en

utilisant comme unites le cm. et la sec.):

Pour Peau ä 15°,5 rj 0,0131
Pour Pair ä 18° r\ 0,000360

Quant au coefficient de frottement defini plus baut, il a pour
un fil de laiton la valeur :

H 3.108

Aux opinions de Coulomb et de 0. E. Meyer on peut opposer
Celles de Gauss et de Weber, reprises plus tard par L. Boltz-

mann, suivant lesquelles l'amortissement des oscillations est

un effet de reactivite.
Gauss paraft avoir ete le premier ä remarquer que l'allonge-

ment elastique dti ä la traction est influence par la duree de la
charge. II communique ses observations ä Weber (°) en ces

termes :

« La loi consiste en ceci que l'allongement ou le raccourcis-

') Nous designons par F le coefficient de resistance, conformement au
Symbole, utilise plus loin, Chap. II.

2) W. Weber, «Uber die Elastizität der Seidenfäden. » Annalen d.
Physik u. Chemie (Poggendorff), 1835, 34, p. 247-257.
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sement residuel auquel on peut encore s'attendre ä partir d'un
instant donne est inversement proportionnel ä la duree ecoulee

jusqu'ä cet instant ä partir d'un moment determine. »

Des recherches posterieures de Weber (') et de Kohlrausch (2)

ont eu pour but d'etudier la reactivite elastique et d'etablir
une theorie generale du phenomene, basee sur des considerations

relatives ä la constitution moleculaire des corps. Ces ten-
tatives n'ont cependant pas abouti ä une solution tout ä fait
generale du probleme.

C'est pour cette raison que 0. E. Meyer (s) et un peu plus
tard L. Boltzmann (4) abordent le meme sujet. Boltzmann se

pose la question suivante: Quelle est la grandeur de la reactivite

elastique dans le cas d'une deformation anterieure qui est

une fonction quelconque du temps
En partant des equations generates du probleme, Boltzmann

conduit le calcul jusqu'ä l'etablissement de formules qui peu-
vent etre immediatement et sans aucune difliculte soumises au
controle experimental. Weber et Kohlrausch avaient observe

qu'on obtient des deformations permanentes si on n'a pas soin
de soumettre le Iii d'abord ä plusieurs torsions- alternatives, et
Streintz (6) avait trouve une influence des deformations ante-
rieures sur la valeur du decrement logarithmique; Boltzmann
en tire la conclusion, que ses formules, pour etre tout ä fait
d'accord avec l'observation, exigent encore une certaine
correction.

Le point de depart de la theorie de Boltzmann est l'idee sui-

') W.Weber, «Über die Elastizität fester Körper.» Annalen d.
Physik u. Chemie (Poggendorff), 1841, 54, p. 1-18.

2) F. Kohlrausch, « Uber die elastische Nachwirkung bei der Torsion.»
Annalen d. Physik u. Chemie (Poggendorff), 1863, 119, p. 337-368.
Id., « Beiträge zur Kenntniss der elastischen Nachwirkung. » Ibid.,
1866, 128, p. 1-20, 207-227, 339-419.

3) 0. E. Meyer, « Theorie der elastischen Nachwirkung. » Annalen d.
Physik u. Chemie (Poggendorff), 1874, 151, p. 108-119.

4) L. Boltzmann, «Zur Theorie der elastischen Nachwirkung». Anna-
lend. Physika. Chemie (Poggendorff), 1876, Ergänzungshand 7, p. 624-
654. Berichte der Kais. Akad. d. Wiss. zw Wien, 1874, 70, p. 271-306.

6) H. Streintz, «Über die Dämpfung der Torsionsschwingungen von
Dräten.» Annalen d. Physik u. Chemie (Poggendorff), 1874, 153, p. 387-
410. Berichte der Kais-Akad. d. Wiss. zu Wien, 1874, 69, p. 337-378.
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vante: «Les forces qui agissent ä un moment donne sur les

faces d'un parallelepipede ne dependent pas seulement des allon-

gements que subit le parallelepipede au moment considere, mais

aussi des allongements anterieurs, l'infiuence de chacun de ces

allongements etant d'ailleurs d'autant plus faible qu'il a eu

lieu it un instant plus eloigne; la force necessaire pour produire
un allongement determine est du reste plus faible si une
deformation de meme sens a dejä eu lieu auparavant.»

Boltzmann ajoute done aux composantes des pressions elas-

tiques des termes representant «l'affaiblissement de la force »

dü aux deformations anterieures. L'affaiblissement de l,a force

est proportionnel ä la duree (intiniment petite) de la deformation

consideree, h la grandeur de la deformation, et ä une
certaine fonction du temps ecoule depuis le moment oil a

eu lieu la deformation. De plus, tant que les deformations

ne sont pas trop grandes, il admet «qu'il y a superposition
de l'infiuence des deformations produites ä des epoques
differentes, c'est-ä-dire que l'affaiblissement de la force, dü ä

un allongement anterieur, est independant des etats interme-
diaires par lesquels le corps a passe.»

Ces suppositions suffisent pour etablir les equations du mou-
vement d'un corps isotrope, affecte de reactivite elastique, ä

deux fonctions du temps pres (pit) et ty(t) qui indiquent de

quelle faqon Taction affaiblissante des deformations
anterieures varie avec le temps.

Boltzmann indique les formules necessaires pour determiner

(p et tj) par differentes experiences faites sur la torsion des tils,
et calcule lafonction 4 d'apres les experiences de Kohlrausch ('),
de Neesen (2) et de Streintz (8).

En ce qui concerne leprobleme des oscillations torsionnelles,
Boltzmann etablit « que le decrement logarithmique ne depend

que de la matiere qui constitue le fil et naturellement aussi de

son etat, par exemple de la trempe et de la temperature, mais

') Zoe. eit.
2) Neesen, « Beitrag zur Kenntniss der elastischen Nachwirkung bei

Torsion. » Monatsberichte der Königl. Preuss. AJcad. d. Wissenschaften,
fdvrier 1874.

3) Loc. eit.
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qu'il est independant de toute autre condition, loi qui a ete

trouvee experimentalement par Streintz » et qui est exprimee

par la formule theorique (l) :

TT3 B
2 A '

oü B et A sont deux constantes dependant de la matiere du
fil seulement.

Quelques experiences que Boltzmann a faites avec un fil de

verre, conduisent ä la valeur du decrement logarithmique
X 0,0161, tandis que le calcul fournit la valeur 0,013, mais
l'auteirr fait remarquer qu'on ne pouvait s'attendre äun accord

quantitatif, parce que les observations n'ont pas ete efiectuees

avec le soin necessaire, et en particulier parce que l'appareil
n'a pas ete protege contre les courants d'air.

A une epoque plus recente, M. W. Voigt (2) a repris l'hypo-
these plus ancienne suivant laquelle l'amortissement des

oscillations doit etre attribue au frottement interieur des corps
solides. M. Voigt comprend sous le nom de frottement interieur
« seulement cette force, agissant entre les differentes parties
d'un meme corps, qui, ä la faqon de la viscosite des liquides, se

produit par suite des differences de vitesse ä l'interieur du

corps et qui, par consequent, cesse d'agir lorsque la vitesse
tend vers zero.»

De möme que Boltzmann, M. Voigt cherche ä etablir une
relation entre les resultats des observations sur le frottement
interieur et les constantes individuelles de l'eprouvette etu-
di6e (3). Pour etablir 1'equation du mouvementM. Voigt ajoute,
aux composantes de pression de la theorie d'elasticite, des ter-
mes, fonction lineaire des derivees par rapport au temps, des

six composantes de la deformation. Dans le cas d'une tigecylin-

') Boltzmann designe le decrement par L, au lieu de A.
2) W. Voigt, « Uber die innere Reibung der festen Körper insbesondere

der Kristalle. » Abhandlungen d. Königl, Gesellseh. d. Wiss. zu
Göttingen, 1890, 36.

3) Oes recherches ne se rapportent qu'ä des corps homogenes isotropes
ou anisotropes et, selon les idees de M. Voigt, l'application des resultats
au cas des tiges etirees n'est pas admissible d'une manibre generale.
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drique on trouye ainsi, pour des petite,s vitesses de deformation,
1'expression :

d etant le rapport entre le module du frottement et le module
d'elasticite.

11 en rtsulte que le produit du decrement logarithmique X ei

de la p^riode des oscillations Tdoit presenter une valeur constante

pour une substance donnöe.

Les resultats de la theorie de Voigt sont done en contradiction

avec la theorie de Boltzmann, car tandis que, selon

Boltzmann, le decrement logarithmique X est independant de la
periode T, il est inversement proportionnel ä celle-ci, d'apres la
theorie de Voigt.

M. Voigt a soumis sa theorie ä un examen experimental (')
approfondi en effectuant un tres grand nombre d'observations
extremement soignees et remarquables, portant sur des eprou-
vettes metalliques qui ont ete taillees dans des blocs de metal
fondus avec le plus grand soin. Plus recemment des observations

sur des cristaux ont ete effectuees egalement ä l'instiga-
tion de M. Voigt par M. F. Schmidt (2).

Nous nous bornons ä mentionner parmi les resultats de ces

recherches, que le cuivre et le nickel semblent obeir ä la theorie
du frottement interieur, fonction de la vitesse, tandis que le
cadmium fournit un decrement logarithmique ä peu pres constant

et semble, par consequent, se conformer ä la theorie de

Boltzmann. Un assez grand nombre de metaux par coutre ne

verifient ni l'une ni l'autre des deux theories.
M. Voigt examine la supposition plus generale que les deux

effets se produisent simultanement, c'est-ä-dire que l'amortis-
sement des oscillations est dü en partie au frottement interieur

b W. Voigt, « Bestimmung der Constanten der Elastizität und
Untersuchung der inneren Reibung für einige Metalle ». Abhandlungen d.

Königl. Gesellseh. d. Wiss. zu Göttingen, 1892, 38. Un extrait de ce

travail se trouve dans les Annalen d. Physik u. Chemie (Wiedemann),
1892, 47, p. 671-693.

2) F. Schmidt, « Ueber die Dämpfung langsamer Biegungs- und
Drillungsschwingungen von Steinsalzprismen. » Diss., Goettingue, 1912.
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fonction de la vitesse et en partie ä la reactivite du corps, et il
indique des formules representant le decrement comme somme
de ces deux effets. Cette simple superposition des deux theories

ne suffit d'ailleurs pas pour expliquer l'ensemble des pheno-
menes observes et constitue une hypothese encore trop speciale.
M. Yoigt en conclut qu'une theorie, pour etre tout ä fait generale,

doit prendre pour point de depart les formules de Maxwell,
qui donnent les composantes de pression sous forme de series

ordonnees suivant les derivees, par rapport au temps, des
deformations.

Apres avoir examine les principales theories il nous reste ä

ajouter quelques remarques relatives aux resultats des diffe-
rents observateurs. La structure des corps solides etant extremem

ent compliquee et aucune theorie ne conduisant ä, un
resultat general, conforme aux observations, quelques auteurs
ont interprets leurs experiences au moyen de relations empi-
riques renfermant certains parametres, constants pour les corps
Studies. Nous ne croyons pas que ce procSdS puisse etre d'une
grande utilite.

II nous semble, au contraire, que le but des recherches expe-
rimentales doit etre la constatation de l'influence de chacun des

facteurs qui sont susceptibles d'agir sur l'experience, telles que
la temperature, l'amplitude, la periode, la longueur et le dia-
metre de l'eprouvette, etc.

De bonne heure dejä on a cherche ä etablir le role que
joue dans ces phenomenes l'amplitude des oscillations parce
que ce sujet est relativement facile ä aborder. Parmi les

experiences faites dans cette direction nous citons Celles de

Gauss et de Weber, de Warburg ('), Streintz (2), Braun (3),

E. Warburg, « Über die Dämpfung der Töne fester Körper durch
innere Widerstände», Annalen d. Physik u. Chemie (Poggendorff), 1870,
139, p. 89-104.

-) H. Streintz, loc. eit. et «Beiträge zur Kenntniss der elastischen
Nachwirkung. » Berichte der Kais. Äkad. d. Wiss. zu Wien, 1880, 80, p. 397-
438.

3) F. Braun, «Über elastische Schwingungen deren Amplituden nicht
unendlich klein sind.» Annalen d. Physik u. Chemie (Poggendorff), 1874,
151, p. 51-69, 250-267.
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Schmidt (l), Wiedemann (2), Bouasse (s), Voigt, ainsi que celles

qui ont ete faites au Laboratoire de Physique de l'Universitd
de Geneve.

II ne nous est pas possible, dans le cadre restreint de cet

apet'Qu historique, d'exposer en detail le contenu de ces nom-
breux travaux, et nous nous bornons ä renvoyer le lecteur
aux mdmoires de ces auteurs.

Les experiences ont portd sur des fils de soie, de metal, de

verre, de caoutchouc, sur des cordes, des tiges de bois, etc. Le
resultat general qui se degage de ces travaux, d'une maniere ä

peu pres concordante, peut etre resume comme suit:
Pour chaque hi il existe en general une certaine limite

d'amplitude au-dessous de laquelle le decrement est pratiquement
constant, en ce sens que les amplitudes diminuent suivant une
progression geometrique. La limite en question ne peut etre
etablie que par l'experience.

Au-dessus de cette limite le decrement est une fonction crois-
sante de l'amplitude ; il diminue si l'amplitude decrolt.

D'apres M. Voigt, la diminution du decrement X, pour des

tiges metalliques, est en general d'autant plus considerable que
la valeur absolue de X est plus grande, et pour une meme
substance, la diminution de X est d'autant plus grande que les

oscillations sont plus rapides. M. Voigt croit pouvoir expliquer
ce fait par la supposition que le frottement n'est pas une fonction

lineaire de la vitesse. II ajoute done des termes renfermant
la troisieme puissance de la vitesse de deformation et arrive
ainsi ä la formule :

X A + Aa'n

') P.-M. Schmidt, «Über die innere Reibung fester Körper», Annalen
d. Physik u. Chemie (Wiedemann), 1877, 2, p. 48-66.

2) Gr. Wiedemann, «On Torsion», Phil, mag., 1880, 9, p. 1-15, 97-109.
«Über die Torsionen», Annalen d. Physik w. Chemie (Wiedemann), 1879,
6, p. 485-520.

3) H. Bouasse, «Torsion des fils fins», Ann. dePhys. et de Chim., 1897,
11. «Pertes d'energie dans les phenomenes de torsion », Ibid., 1898,14.
« Sur la theorie des deformations permanentes », Ibid., 1901,23. « Sur les
deformations des corps solides »,Ibid., 1903, 29. «Sur la fatigue d'elasti-
cite», Ibid., 1904, 2. «Sur Tamortissement des vibrations» (en coll.
avec M. Oarriere), Ibid., 1908, 14.
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oil X est le decrement observe pour une valeur an de l'amplitude,
A par contre le decrement limite correspondant aux amplitudes
inliniment petites. Cette formule s'accorde bien avec les resul-
tats des experiences de M. Voigt, d'autres observateurs par
contre, en experimentant sur des Iiis etires recuits, ont trouve

que X est une fonction lineaire de l'amplitude (').
En ce qui concerne les Iiis de verre, l'inüuence de l'amplitude

sur le decrement logarithmique semble etre inappreciable dans

les memes conditions oü eile est tres sensible pour les Iiis metal-
liques (2).

II importe de remarquer ä ce propos que l'inüuence de

l'amplitude (s) sur le decrement peut etre modifiee notablement par
I'accomodation. Cet effet a ete observe pour la premiere fois par
Weber, puis etudie par d'autres auteurs, parmi lesquels W.
Thomson (4), mais principalement par M. Bouasse. II est
indispensable de mettre en ligne de compte ce facteur si on s'occupe
de l'inüuence de l'amplitude.

Beaucoup moins nombreuses que les recherches sur l'inüuence
de l'ampltiude sont Celles qui se rapportent ä l'inüuence de la
periode des oscillations. Habituellement on modifie la periode
en changeant le moment d'inertie. Mentionnons cependant un
travail de M. Warburg, qui produit la variation de la periode
en ajoutant aux forces elastiques developpees par la torsion,
des actions magnetiques.

Malheureusement, en depit de l'importance qu'auraient des

') C.-E. GuyeetH. Schapper, «Surle frottement interieur de quelques
metaux aux basses temperatures», Arch. Sc.phys. et nat., Geneve, aottt

3) C.-E. Guye et S. Vassileff, «Frottement interieur des verres en fonction

de la temperature», Arch. 8c. phys. et nat., Geneve,mars et avril 1914.
3) Afin de reduire l'influence des erreurs d'observation, quelques

auteurs utilisent, pour le calcul du decrement logarithmique, la formule
suivante, indiquee par O.-E. Meyer :

oil a0, a, etc. signifient les m elongations observees, separees l'une de
l'autre par un intervalle de n periodes.

4) W. Thomson, «On the elasticity and viscosity of metals», Phil,
mag., 1865, 30, p. 63-71, Proc. Royal soc. ofLondon. 1865, 14, p. 289.

1910.
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resultats concordants pour la confrontation des theories gene-
rales, les resultats de ces recherches sont tres varies.

II est done impossible d'en degager une conclusion simple.
Tantot e'est l'une, tantot l'autre des deux theories principales
que nous avous mentionnees qui semble plus ou moins bien veri-
fiee, quelquefois meme aucune des deux.

II semble toutefois que l'amortissement de la plupart des

corps, examines a la temperature ordinaire et aux temperatures
elevees, soit attribuable, en majeure partie du moins, ä la
reactivite elastique.

Ceci nous amene ä parier du sujet qui nous interesse plus
particulierement dans les presentes recherches, c'est-ä-dire de

l'influence de la temperature sur le decrement logarithmique
des oscillations. En 1863, Kohlrausch (') parait avoir attire le

premier l'attention sur le fait que la temperature exerce une
influence particulierement grande sur la valeur du decrement.
Ainsi par exemple le decrement d'un fil d'argent etait ä 21°

deux fois plus grand qu'ä zero.
Dans ces recherches, Kohlrausch utilisa les variations jour-

nalieres de la temperature, et put atteindre, un jour d'ete
exceptionnellement chaud, la temperature de 33°,4. D'autres
physiciens l'ont suivi dans cette voie; mentionnons parmi
ceux-ei Streintz, Schmidt, Pisati (2), Klemenci<5 (s), Tomlin-
son (4), Gray (5) et Horton (°).

') Loc. cit.
2) Pisati. « Sur l'elasticite des metaux ä diverses temperatures »,

Gimento, 1880, 5.
3) J. Klemencic, « Beiträge zur Kenntniss der inneren Reibung im

Eisen», Berichte der Kais. Akad. d. Wiss.zu Wien, 1879,78, p. 935-942. Id.,
«Beobachtungen über die Dämpfung der Torsionsschwingungen durch
die innere Reibung», ibid., 1880, 81, p. 791-809.

4) H. Tomlinson, «The effect of magnetisation on the elasticity and the
internal friction of metals», Phil. Trans., 1886, 177, p. 801-837.

5) A. Gray, V.-J. Blyth and J.-S.Dunlop, «On the effect of changes of
temperature on the elasticities and internal viscosity of metal wires»,
Proc. Royal Soc. of London, 1900, 67, p. 180-197.

6) F. Horton, «Effect of Changes of Temperature on the modulus of
Torsional Rigidity of Metall wires.» Exhibtion Research Scholar of the
University of Birmingham. Proc. Royal Soc. of London, 1904, 73.
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II est ä noter cependant que tous ces observateurs n'ont sounds

les corps qu'ä des variations de temperature relativement
faibles. Leurs experiences n'ont pas ete effectuees au-dessous

de 0° et dans un seul cas on a atteint la temperature de 126°,

limites trop restreintes pour permettre des conclusions d'une

portee generale.
Afin de combler cette lacune, des recherches ont ete entre-

prises depuis plusieurs annees, au Laboratoire de Physique de

l'Universite de Geneve, sous la direction de M. le Prof. C.-E.
Guye (1), ces recherches s'etendant sur un assez grand nombre
de corps (metaux, verres, quartz) et sur un intervalle de

temperature coinpris entre — 195° et -j- 360°. A toutes ces tempe-
peratures on a etudie l'influence de l'amplitudeet de la periode
sur le decrement logarithmique, et cela par diverses methodes.

Parmi les resultats generaux qui ressortent de ces experiences
on peut citer l'augmentation vraiment surprenante que subit
l'amortissement des oscillations aux temperatures elevees. Dans

quelques cas l'amortissement passe par un maximum ä cer-
taines temperatures (acier ordinaire) ou subit un brusque
accroissement (acier invar) revelant ainsi une transformation
qui s'opere ä l'interieur de la matiere.

Aux temperatures elevees, le decrement logarithmique semble

etre independant de la periode des oscillations du moins dans

la limite peu etendue des observations effectuees. II est en outre

presque toujours une fonction linbaire de l'amplitude.
Aux basses temperatures le decrement logarithmique des

oscilltaions subit une diminution le plus souvent considerable.
Cette diminution a pu suggerer l'idee, appuyee du reste par le

theoreine thermo-dynamique de Nernst, qu'ä une temperature
plus basse encore l'amortissement des oscillations tendrait ä

disparaltre, de meme que tout autre eft'et irreversible qui serait
la consequence de 1'agitation moleculaire; mais nous verrons
plus loin qu'on peut faire intervenir d'autres considerations.

') C.-E. Guye et S. Mintz, «Etude sur la viseosite de quelques metaux
en fonction de la temperature», Arch. Sc.phys. etnat., Geneve, aoüt et
septembre 1908, C.-E. Guye et Y. Freedericksz, «Frottementinterieurdes
solides aux basses temperatures», ibid., janvier, fevrier et mars 1910,
deux autres travaux ont ete cites plus haut.
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Quant au mecanisme moleculaire du frottement interieur, il
reste encore tres mysterieux; on peut le chercher d'une part
dans l'agitation thermique des molecules et d'autre part dans
des phenomenes d'orientation moleculaire; on est ainsi amene
ä rapprocher le frottement interieur d'autres phenomenes
irreversibles, en particulier de l'hysteresis magnetique (1).

La variation du decrement logarithmique avec la temperature

est certainement un phenomene complique, et il y a peu
de chance de pouvoir la representer au moyen d'une formule
d'interpolation simple, comme celle de Streintz (2) ou Celle de

Tomlinson (3).

Des formules empiriques de ce genre n'ont aucune signification

generale et sont, par consequent, d'une utilite contestable.
Notons encore que Kohlrausch, en se basant sur un petit

nombre d'observations effectuees entre 0° et 33°,4 seulement, a

cru pouvoir supposer que la chaleur est la principale cause de

la reactivite, et que celle-ci diminue d'une faqon asymptotique
lorsque la temperature decrolt. II est assez remarquable que les

travaux recents cites plus haut confirment en somme cette
conception de Kohlrausch.

En resume, en essayant de degager quelques conclusions

generates de l'ensemble des travaux passes en revue, nous pen-
chons vers l'opinion emise par M. Voigt que le decrement des

oscillations doit etre attribue en general ä deux eflets superposes

au moins, d'une part au frottement interieur fonction de

la vitesse, et d'autre part ä une reactivite elastique telle que
l'envisage M. Boltzmann.

Les recherches qui font l'objet du present travail semblent

venir egalement ä l'appui de cette maniere de voir.

') Cf. C.-E Guye, « Le frottement interieur des solides », Journal de

Physique, 1912, 2, p. 620-645.
2) Formule de Streintz :

A a + W*
a, ß et y etant des constantes; a. represente probablement la partie du
decrement qui est dü ä la resistance de l'air; signifie la temperature.

3) Formule de Tomlinson :

X — A0(l + a<9 + b&2)

X0 est le decrement ä zero; a et 6 sont des constantes.

Archives, t. XLI. — Avril 1916 21
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Le point de depart de ces recherches etait le suivant:
Les experiences effectuees precedemment par C.-E. Guye

et S. Yassileö (l) sur le frottement interieur des verres aux
temperatures moyennes et elevees avaient montre que le frottement

interieur presente alors une tres grande regularite. En
premier lieu le decrement est rigoureusement independant de

l'amplitude, ce qui n'est qu'exceptionnellement le cas pour les

metaux. Bien que le decrement soit constant, le frottement
interieur des verres ne peut cependant pas etre assimile au
frottement interieur des liquides; en ce sens que si l'on change le

moment d'inertie sans rien modifier au reste de l'experience le

cycle est parcouru plus ou moins rapidement et cependant le
decrement reste pour ainsi dire constant. En outre le frottement

interieur parait etre une propriete physique, parfaitement
definie, sur laquelle l'hysteresis thermique et mecanique de

l'echantillon n'a que tres peu d'influence, fi la condition de

recuire prealablement les verres. En resume le frottement
interieur des verres aux temperatures moyennes et elevees semble
done suivre plutfit la loi de Boltzmann.

B etait particulierement interessant d'etudier les variations
du frottement interieur des verres aux basses temperatures afin
de verifier d'abord si les proprietes precedentes existent encore
au fur et fi mesure que l'etat solide est plus complet.

Pour la meme raison, il a semble utile d'etendre les recherches

fides Iiis de quartz, les resultats devant etre, dans ce cas,
d'une interpretation particulierement interessante, fi cause de

la constitution cbimique simple de ce corps. Le decrement d'un
seul fil de quartz avait ete etudie fi basse temperature dejfi
anterieurement par MM. C.-E. Guye et V. Freedericksz (2).

Cependant cette experience n'avait pas conduit fi une conclusion

bien nette, fi cause du nombre trop restreint des observations

et fi cause de l'emploi d'un double fil de suspension,
introduisant une correction qui est du meme ordre de grandeur
que la quantite fi determiner.

B etait done indique de se servir d'un nouveau dispositif qui

') Loc. cit.
-) Loc. cit.
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permit d'eviter les inconvenients resultant aux basses

temperatures de l'emploi d'un double fil de supsension, ainsi que
toute autre correction.

II. Principe de la methode.

La definition du decrement logarithmique donnee par les

divers auteurs n'etant pas toujours la meme, nous avons cru
necessaire de recapituler tres brievement la theorie des oscillations

amorties. Le lecteur trouvera ainsi dans ce chapitre un
resume des differentes formules dont nous aurons l'occasion de

nous servir dans la suite.

§ 1. Elements de la tMorie des oscillations amorties.
Cas du frottement interieur proportionnel ä la vitesse.

A l'extremite libre d'un fil suppose parfaitement elastique,
fixons un disque dont le moment d'inertie par rapport ä l'axe
de suspension soit I. En ecartant le disque de sa position d'equi-
libre et en l'abandonnant ä lui-meme, on provoque des oscillations

torsionnelles.

L'equation du mouvement d'un pareil Systeme resulte du

principe connu suivant lequel le moment d'inertie multiplie par
l'acceleration angulaire est egal au moment du couple de

torsion. Si l'on fait abstraction de l'amortissementdu mouvement,
les forces agissant sur le Systeme se reduisent ä un couple dü ä

la torsion du fil de suspension. Ce couple est proportionnel ä

l'angle d'ecart (compte ä partir de la position d'equilibre) et
tend toujours ä ramener le Systeme dans sa position d'equilibre.

L'equation peut etre mise sous la forme :

*) E represente le moment du couple de torsion developpe dans le fil
les deux sections extremes etant tordues l'une par rapport ä l'autre
d'un angle egal ä un radian (57° 19' 29"). Pour un cylindre de rayon r
et de longueur I, on a en designant par G le second module d'elasticite.

GIpol nr*G
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soit :

et si l'on remplace :

on a comme integrale :

a Cj sill (<ot + c2) (1)

Pour determiner les deux constantes ct et c2 nous admettons

qu'au temps t 0 le disque se trouve dans saposition d'equilibre
a 0 et possede la vitesse dy, dt — va. Nous obtenons alors :

a ~ sin (at)
a>

Le mouvement est alors une oscillation barmonique simple
(sinuso'idale) d'amplitude amax vJm. Laperiode de ces oscillations

isochrones est :

Mais en realite on constate que les oscillations sont toujours
amorties, meme si elles se font dans le vide et si l'on empfsche

autant que possible que le til de suspension ne cede de l'energie
au support auquel il est fixe. II faut done admettre qu'il
existe h l'interieur du fil un ensemble de causes qui out pour
effet d'absorber d'une faqon irreversible l'energie du mouvement

lorsque les diverses parties qui composeut le solide se

deplacent les unes par rapport aux autres. C'est ä cet ensemble
de causes que nous donnons d'une faqon tout h fait generale le

nom de «frottement iuterieur» (').
D'apres l'interpretation habituelle due ä Coulomb on admet

que le couple dü au frottement interieur, qui agit dans un sens

oppose ä celui du mouvement, est ä chaque instant propor-

') Ce nom comprend done les deux effets designes plus haut par les
termes «frottement interieur fonction de la vitesse» et «reactivite
elastique ». C'est dans cette signification generale que le nom « frottement

interieur » est utilise dans le present travail. Nous avons conserve
du reste les deux designations ci-dessus mentionnees pour les deux
effets qu'il faut souvent distinguer.

d2a E
5F -Ta;

E
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tionnel
alors :

soit:

equation differentielle bien connue. Si F2 — 4IE < 0 (ce qui
est le cas lorsque le couple provenant du frottement interieur
est petit) et si nous posons :

et :

/ 4IE _ F2

V 4P a '

l'integrale generale s'ecrit:

a cte~"sin (tot + c2)

En comptant le temps ä partir d'un moment oil le systeme

passe par sa position d'equilibre avec une vitesse da/dt v0

nous obtenons :

a — e~kt sin (tot) (4)
to

Dans le cas d'un mouvement periodique amorti il n'y a pas une

periode d'oscillation bien definie. L'on convient d'appeler
«oscillation complete» le mouvement du systeme compris
entre deux passages consdcutifs par la position d'equilibre avec

une vitesse dirigee dans le meme sens, et nous appelerons
comme on le fait generalement la duree d'une telle oscillation

complete la pseudo-pSriode. Elle est exprimee par :

<«

On voit facilement, que si au temps tx, le systeme se trouve

*) F represente le moment du couple du frottement interieur pour une
vitesse da/dt egale ä l'unite. F est done une constante de dimension

gr. cm2 sec-1

ä la vitesse angulaire. L'equation du mouvement est

iSf—vJ-«., (')

Isf+Fl + E"-°- <8)
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dans sa position d'equilibre, il s'y trouvera aussi aux temps :

t — t\ T- fi — ti -f- wT
CO

(oü n signifie un nombre entier quelconque). A tous les instants
definis par cette formule la vitesse presente en outre le ineme
sens. On peut done dire que les oscillations completes amorties
sont egalement isochrones. Cependant la pseudo-periode T est

toujours plus grande(1)que la periode reelle T0 calculee d'apres
1'equation (2).

La vitesse angulaire du Systeme est alors :

v ^ — e~kl [cos (cot) — k sin cot)] (6)
dt o

Les instants oü le disque atteint les ecarts maxima de la

position d'equilibre, sont definis par la condition v 0 parce

q Si le frottement proportionnel ä la vitesse est faible, la duree
d'oscillation n'est qu'extremement peu modifiee. Designant par T0 la
periode d'oscillation sans amortissement et par T la periode des
oscillations amorties, on a :

t /x_ n\-i
T0 ' V 4IE \ 4IE/

et comme le terme negatif est trfes petit, on peut developper en serie et
supprimer les termes d'ordre superieur. On obtient ainsi :

1_1+ P
T0 ^ 8IE

En remplagant les deux constantes E et F par leurs valeurs tirees
des equations (2) et (8) :

f- TT, 2ML et F >

on obtient :

1 1+ *1
T0 ^ 85T2

Le plus grand decrement observe dans nos experiences etait
Amax — 0,01 d'OU

~ 1 + 1,266 10-"
^0

Le rapport differe de l'unite d'un millionieme environ. On peut done
remplacer au besoin et sans erreur sensible T par T0 et poser :

T In
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qu'au moment oü le mouvement change de sens la vitesse est

toujours nulle. Faisant usage de cette condition, on trouve:

a cos (cot) — k sin (at) 0,
d'oü :

tg M 1

Or la tangente reprend toujours la meme valeur, lorsque Tangle

(mt) a augmente de 7c, 2ir, 37t, etc., respectivement lorsque

le temps a augmente de ic/co, 2ir/to, 3tc/m, etc. 11 en resulte

que le temps qui s'ecoule entre deux elongations maxima

consecutives est toujours le meme; il est egal ä la moitie de la

pseudo-periode T.

3*.

Fig. 1.

Soient an, an+1 etc., dös elongations maxima successives

observes du meme cbte de la position d'equilibre (voir la fig. 1)

et t, v + T, etc., les epoques correspondantes, on trouve d'apres

1'equation (4):
a — e~k' sin (cor)

a
et :

a" + 1
<a

e~'<,+T) (6>T d" 2jr) >

d'ou la relation bien connue :

-JL. ekT (7)
°S> + 1

en posant:
fcT X
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soit:
FTA-ä-O (8)

Le rapport de deux elongations maxima consecutives de

meme sens est constant, c'est-ä-dire independant du temps (*).
II en resulte que les amplitudes decroissent suivant une
progression geomdtrique. La quantity X qui est la difference des

logarithmes naturels de deux amplitudes successives.

log nat I I A (9)
\a»+i/

s'appelle döcröment logarithmique des oscillations (s).

') Eu egard ä l'equation (2) on peut transformer l'expression (8) en
eliminant le moment d'inertie I, et on obtient:

a=2S (8a)

2) Les elongations maxima consecutives de sens contraire

a»+i, a» + i. etc*> f°rment egalement une progression geometrique,

car on a :

— e
k~ sin (cot)

6)
et:

®„ —. v0 -l(T + ^)
a — e ' sin (cot + n) - e sin (cor)

CO CO

Si l'on ne considere que les valeurs absolues on trouve :

ftT >,

Sn T J
— e e

a„

done un rapport constant.
a) Pour determiner la valeur de A il est commode de mesurer l'ecart

entre les deux positions extremes du disque, le parcours se faisant
toujours dans le m§me sens, par exemple :

«» A-.+ lB» + l «» +i • • • •

On peut facilement demontrer qu'alors :

a

On a en valeur absolue :

a _L1n+1
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Cette loi (de la diminution de l'amplitude) est immediate-
ment accessible ä l'observation et offre un moyen .simple pour
verifier l'hypothese qui forme le point de depart de la theorie.

Cependant, si on trouve un decrement logarithmique constant,

cela ne prouve pas encore que le frottement intdrieur est

proportionnel ä la vitesse. II existe en effet des theories basees

sur d'autres hypotheses, par exemple Celles de Weber et de

Boltzmann qui conduisent k la meme consequence d'un decrement

logarithmique independant de l'amplitude.
Pour controler l'hypothese de Coulomb il faut examiner de

plus si le produit du decrement X par la periode des oscillations

T est independant de la periode. En effet, d'apres l'equa-
tion (8a) on trouve :

AT 2**|

Si Ton admet que la constante F de l'equation (3) est indepen-
dante de la periode, le produit XT doit rester constant pour un
fil donne quel que soit la periode; M. Yoigt arrive ä la meme

Suite de la note s) de la page preeedente.

En posant:

on obtient:

d'oü :

1

~V~2= 9

*„+l !)>'«

«1+1 g*n+1 g\
t

a + a
n n 1 ^

a.+1 a„+i + Vi 9

En prenant alors les logarithmes on a :

log nat —— A (9a)
Van+i/

Si A est petit, on mesurera chaque dixieme ecart, par exemple an

an I0 an _|_ 30i etc. Le decrement A resulte alors de la formule :

log nat (—— j 10A (96)
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conclusion en traitant le probleme d'une maniere beaucoup plus

generale.
II est done indispensable pour trancher cette question d'dtu-

dier l'influence de la periode sur le decrement logarithmique.
Dans ce but il faut pouvoir modifier le moment d'inertie sans

changer ni la charge du fil ni la forme exterieure du Systeme
oscillant.

§ 2. Remarque sur la signification physique
du decrement logarithmique X

a) Puisque X est tres petit dans nos experiences, nous pou-
vons poser :

e 1 + A +

et d'apres l'dquation (7) :

a_
1 + A

d'oü :
a„+i

a — a
A - =±I (10)

a„+i

X represente alors la diminution relative de l'amplitude.
En posant :

on trouve :

<X — a Ja
n n+1 »

Ja Aa

La diminution de l'amplitude est done proportionnelle ä l'amplitude

actuelle, bien entendu k condition que le decrement
logarithmique soit petit et constant. Inversement, si on constate
l'existence d'une diminution Aa satisfaisant ä cette condition

n
on peut en conclure que le decrement logarithmique est constant.

Mais on n'a pas le droit d'affirmer que l'hypotbese d'un
frottement interieur proportionnel ä la vitesse est alors verifiee,
ä moins d'avoir la preuve que le produit XT reste constant
lorsqu'on fait varier la periode T.

b) Si on ne prend en consideration que les forces elastiques,
l'energie potentielle P du Systeme, ecarteede sa position d'equi-



AUX BASSES TEMPERATURES 311

libre d'un angle a, est (le moment du couple etant proportionnel
ä l'angle de torsion) :

P J(Ea) da ~
Lorsque le Systeme a effectue une oscillation, entre deux
elongations maxima consecutives a et a du meme cöte de la

position d'equilibre, l'energie potentielle du Systeme a diminue.
La perte d'energie peut etre exprimee par :

E E
2

(«» - *»+<) 2- («- — "*+,) f («„ + *„+i)K - a*+»)

et comme l'amortissement est petit, on a sensiblement:

z/P ~ 2a„(a„ - a„+1) E<
a

"+1
5

enfin :

z/P Ea^
d'oü :

Ea '
»

et :

2A=^. (11)

Le double du decrement X represente par consequent le rapport
de l'energie absorbde par le frottement interieur pendant une
oscillation (executee entre deux ecarts maxima consecutifs du

meme cote de la position d'equilibre) ä l'energie potentielle du

sgsteme.
En substituant dans l'expression ci-dessus de AP ä la place

de E la valeur tiree de l'equation (2) on obtient:

z(P - 4*»«^ i (12)

Cette formule peut servir pour le calcul de la valeur de l'energie

absorbee, dans des conditions determinees, ä partir des

donnees des observations.
(A suivre.)
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