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NOTE SUR LA THEORIE ANALYTIQUE

DIES

CORPS SOLIDES COTES

C. CAILLER

(Suite et finl)

Les Stéréocouronnes des deux espéces

3 25. Nous avons vu comment, en faisant tourner, d’un angle
quelconque, un corps autour d’un axe fixe, on engendre la
couronne, et comment, en faisant tourner ce méme solide autour
des droites d’un faisceau plan, on engendre le couronoide, ¢’est-
a-dire un systeme linéaire tel qu’entre quatre des corps qu’il
contient regne 1’équation homogene (58). Si on prétend cons-
truire un ensemble de quatre corps, concourants deux a deux,
qui soient linéairement indépendants, il faut, c’est le seul
moyen, soumettre un de ces corps & trois rotations arbitraires
autour d’axes qui se rencontrent deux a deux sans former un
faisceau plan. Or trois axes de cette espéce ne peuvent pré-
senter que deux dispositions : tantdt ces axes se rencontrent
en un seul point, sans étre dans un plan, tantot ils appar-
tiennent & un méme plan, sans étre concourants.

Dans le premier cas les quatre corps ont un point commun;
il n’en ont pas dans le second. Ce dernier cas présente une dis-
position plus compliquée ; trois corps du systéme ont bien un
point commun, mais celui-ci varie suivant le corps exclu, et
peut d’ailleurs se trouver transporté a 1’'infini.

') Voir Archives, t. XL, p. 361 et 457; t. XLI, p. 5.

ARcHIvEs, t. XLI. — Février 1916.
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94 NOTE SUR LA THEORIE ANALYTIQUE

Grénéralisons la dite construction afin d’engendrer des triséries
de corps, deux & deux concourants, de telle maniére que quatre
corps empruntés & une semblable trisérie soient, en général,
linéairement indépendants. Suivant qu’on prend pour base de
la construction une gerbe, ou un ensemble de droites copla-
naires, on est conduit & deux types différents de stéréocou-
ronnes.

1° Faisons pirouetter un corps autour d’un centre, les posi-
tions de ce corps forment la stéréocouronne a centre. Le centre
peut aussi s’éloigner & I'infini, alors les axes de rotation forment
I’ensemble des paralleles & une direction donnée, c’est autour
de ces droites que le corps devra tourner pour engendrer la
stéréocouronne.

2° Si on fait tourner, d’un angle quelconque, un corps 4
autour de toutes les droites d’un plan, les positions du corps
mobile définissent encore une trisérie qui est la stéréocouronne
a plan.

Comme le corps A peut étre choisi & volonté dans la stéréo-
couronne méme, ce procédé général de construction redonne,
quand on change le dit corps, =<® fois la dite stérécouronne.
D’ailleurs par trois corps concourants quelconques passent deux
stéréocouronnes, 'une a centre, 'autre & plan: si A, B, Csont
ces corps, le centre de la premiere est leur point commun, le
plan des axes de rotation menant 4 sur B et A sur Cest le plan
de la seconde stéréocouronne, quand on 1’engendre par le moyen
du solide A. : :

Si, se limitant & ce dernier cas, on considere 4 corps 4, B, C, D
de la stéréocouronne & plan, on constate facilement que les axes
des 6 rotations de I’un de ces corps vers un autre quelconque
forment un tétraedre.

Je dis maintenant qu’entre 5 corps appartenant a une stéréo-
couronne, de 1'un ou I’autre type, existe toujours une relation
linéaire, comme

ad + bB 4+ e¢C 4 dD + eE = 0 . (65)

En effet, si on désigne par L, M, N, P les axes des rotations
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menant A4 successivement sur les 4 autres corps, on a 4 formules
analogues a la suivante

BA = cosu + Lsinu ; (66)

or L, M, N, P sont des droites deux & deux concourantes, ¢’est-
a-dire qui vérifient une équation linéaire homogeéne, telle que

IL +mM + nN + pP =0 . (67)

L’élimination des 4 lettres L, M, N, P entre les 5 formules
(66) et (67) donne le résultat; il est conforme & (65).

En outre, et par un raisonnement empldyé deux fois déja, la
réciproque est vraie : si 4 corps linéairement indépendants
B, C, D, E se rencontrent deux d deux, la formule générale, aux
coef ficients arbitraires,

A =0bB + ¢C+ dD + ¢E (68)

représente une stéréocouronne qui peut étre de U'une ou Uautre
espece.

Passons & 1’examen sommaire des propriétés des stéréocou-
ronnes.

§ 26. 1° Deux stéréocouronnes qui ont 4 corps conmuns coinci-
dent lorsque ces corps sont linéuirement indépendants. Ceci est
identique a la réciproque indiquée tout a I’heure.

20 8% une stéréocouronne passe par trois ou par deux corps, elle
contient le couronoide, ou la couronne, unissant les trois ou les deux
corps. Kvident, puisque les formules 6B —cC, bB + cC—+dD
sont contenues dans (68).

3° Damns une stéréocouronne a plan, les corps qui possédent un
pownt commun forment un couronoide. Car, d’un coté, le couro-
noide formé avec trois de ces corps appartient a la stéréocou-
ronne; en second lieu tous les corps de ce couronoide posse-
dent le méme point commun; et eufin la stéréocouronne ne
pourrait contenir un corps étranger au couronoide et possédant
le méme centre, & moins d’étre elle-méme & centre, ce qui est
contraire & I’hypotheése.
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A cette occasion il faut remarquer que les centres des couro-
noides compris dans une stéréocouronne de seconde espéce
occupent toutes les positions possibles de 1'espace. Pour le
montrer employons le raisonnement synthétique, plus commode
icl, que les considérations analytiques.

Soient A le corps générateur, P le plan autour des droites
duquel A4 est appelé a tourner. Désignons par O le point qui doit
jouer le rdle de centre d’un couronoide compris dans la stéréo-
couronne donnée. Par le point O menons trois plans qui recou-
pent P suivant les droites L, L', L"; prenons les symétriques
de ces plans par rapport au plan fixe P, et désignons par O’ le-
point du corps 4 ol ces symétriques viennent se rencontrer. Il
est clair que trois rotations autour des droites L, L', L" et
d’angles convenables, ameéneront en O le point O’ du corps 4 ; les
trois positions finales B, C, D appartiennent 2 la stéréocou-
ronne, tout en ayant un centre commun fixé & volonté.

4° Etant donnée une stéréocouronne ad + 6B + cC—+ dD,
de ’'une oul’autre espéce, cette stéréocouronne contient toujours
so? corps qui rencontrent un corps P arbitraire, et ces corps
forment un couronoide. De méme, il existe dans la stéréocou-
ronne oo corps, formant une couronne, concourants avec deux
corps Pet @ ; et enfin il y a un corps unique de la stéréocou-
ronne rencontrant trois corps P, ¢, K choisis a volonté.

Cette propriété résulte immédiatement du fait que la condition
de rencontre contient linéairement les coordonnées a, b, ¢, d
d’un corps de la stéréocouronne; elle s’écrit en effet sous la
forme

(ad + bB + ¢C + dD, P)"
= a{AP)" + b(BP)" 4 ¢(CP)" + d(DP)" =0 .

Il est clair aussi que si P, (), R rencontrent un corps dela
stéréocouronne, ce méme corps rencontrera aussi tous ceux de
la monosérie linéaire engendrée par P, @, B : que si P, Q, R
sont concourants deux a deux et engendrent un couronoide, tous
les corps du couronoide et de la stéréocouronne seront, deux a
deux, concourants. Et ainsi de suite.

5° Les stéréocouronnes des deux espeéces ont, en Géométrie
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réglée, leurs analogues dans les systémes de droites deux & deux
concourantes, systemes qui présentent soit le type de la gerbe,
soit celui de droites recouvrant un plan fixe. Il est évident que
deux de ces systémes de droites possedent, en général, un rayon
commun, ou aucun, selon qu’ils sont de méme espéce ou d’espéce
différente. ,

Dans la Géométrie des corps nous rencontrons une propriété
précisément inverse : deux stéréocouronnes de méme espéce wont
pas, en général, de corps commun, tandis que deux stéréocouron-
nes d’espece contraire onl, en genéral, un seul corps commun.

- Soit une stéréocouronne, obtenue en faisant tourner un corps
A autour du centre O, et une autre stéréocouronne engendrée
par un corps B tournant autour des droites d’un certain plan P.
Nommons O’ le point qui, dans B, occupe la position homologue
de O dans 4; joignons OO, et par le milieu de cette droite
menons un plan perpendiculaire & O0’, lequel vienne rencontrer
le plan fixe P suivant la droite L. Il est clair qu’il existe une
rotation autour de L, telle qu’en exécutant cette rotation, le
point O du corps B vienne se placer sur son homologue O; la
position de B, apres la rotation, appartient & la fois aux deux
stéréocouronnes. C’est d’ailleurs le seul corps commun, comme
il est évident.

Le cas ou la droite OO’ serait a angle droit sur le plan P ne
constitue pas une exception a la propriété précédente; la droite
L est transportée & D'infini, la rotation dont elle est 1’axe
se change simplement en une translation perpendiculaire au
plan P.

La seule exception véritable se présente lorsque OQ' est non
seulement perpendiculaire sur P, mais que le milieu de cette
droite est contenu dans le plan. Dans ce cas, il existe o<* rota-
tions menant O’ sur son homologue, et par suite, les deux sté-
réocouronnes ont pour intersection un certain couronoide de
centre 0.

Soient, en second lieu, deux stéréocouronnes de la premiere
espece, engendrées I’une par la rotation du corps A autour du
centre O, 'autre par la rotation du corps B autour du centre O'.
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Marquons dans le second corps 1’homologue @ du point O:
pour que les deux stéréocouronnes présentent un corps commun,
il faut évidemment que les distances OO0 et O'Q soient égales.
Cette condition n’est pas toujours réalisée, donc les deux stéréo-
couronnes wont pas en général de corps commun; si elle a lieu,
non seulement il existe un corps commun, mais encore toute
une couronne, obtenue en faisant tourner ce corps autour de
’axe 00,

Prenons en dernier lieu deux stéréocouronnes & plans fixes :
le résultat est conforme au précédent. Pour le montrer, par-
tons d’un lemme préliminaire.

Une stéréocouronne a plan étant définie par un corps A et
un plan P, je dis qu’en choisissant convenablement le corps 4
dans la stéréocouronne, on peut donner & P une position quel-
conque dans ’espace. '

En effet, on sait que la stéréocouronne contient une infinité
de couronoides, et que parmi ceux-ci, il en est dont le eentre
est placé & volonté dans I’espace. D’autre part, le centre étant
donné, il est possible de choisir le corps générateur du couro-
noide de maniére que le plan correspondant soit 1'un quelcon-
que des plans passant par ce centre (*). LI suffit ensuite de faire
tourner ce corps générateur autour de toutes les droites du plan
pour décrire la stéréocouronne; or, d’apres sa construction, le
dit plan occupe une position entierement arbitraire.

Soient done deux stéréocouronnes de méme plan P, engen-
drées la premiere par le corps 4, la seconde par le corps B.
S’il existe un corps (' commun aux deux stéréocouronnes, les
rotations (AC) et (CB) s’exécutent autour de deux axes appar-
tenant au plan P, les corps 4 et B ont un point commun, celui
qui est & la rencontre des deux axes. Ici encore apparait une
condition de possibilité : les deux stéréocouronnes ne peuvent
avoir de corps commun, @ moins que les corps générateurs ne
sotent concourants.

Si cette condition nécessaire est satisfaite, il existe non seule-
ment un corps commun, mais méme une couronne de sembla-
bles corps ; cette couronne s’obtient en décomposant la rotation

1) Cela résulte de la 4m° propriété du couronoide vue ci-dessus.
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(AB) en deux rotations (4C). (CB) dont les axes respectifs
appartiennent au plan P (%).

6° Le plan de toute stéréocouronne peut étre pris arbitraire-
ment. Il y a done autant de stéréocouronnes & plan qu’on peut
mettre de corps générateurs en présence d’un plan fixe, c’est-
~a-dire o°; quand on déplacera le plan, la méme stéréocou-
ronne sera reproduite 3 oo® exemplaires.

De méme pour les stéréocouronnes a centre. Comme le centre
peut étre déplacé & volonté dans le corps et dans I’espace, ces
stéréocouronnes sont au nombre de o<° et chacune n’est en-
gendrée qu’une seule fois.

IX. ComrosirioN ET REDUCTION DES SYSTEMES
DE CORPS MASSIFS

§ 27. Les pages précédentes ont mis en pleine clarté les ana-
logies essentielles que présentent les deux Géométries des corps
et des droites, cotés ou non cotés. En réalité, et & la lumiére de
ces analogies, la Géométrie réglée est apparue sous 1’aspect
d’un simple cas particulier, d’un chapitre détaché de la Géo-
meétrie des corps.

Or, la Géométrie réglée ne connait pas seulement, comme élé-
mentd’espace,ladroiteindéfinie quenous avons considérée exclu-
sivement jusqu’ici, elle a encore affaire au vecteur, ¢’est-a-dire,
dans le sens le plus particulier du terme, & un segment limité,
porté sur une certaine ligne d’action et doué d’une certaine gran-
deur ou intensité. On connait le role capital de cette notion : la Ci-
nématique et la Statique théoriques ne sont que ’histoire des sys-
temes de vecteurs, la théorie de leur réduction & des systemes
plus simples, par le moyen de la régle de la composition. Au
terme de cette réduction se trouve la droite cotée, combinaison
d’un certain vecteur avec un certain couple; la droite cotée
intervient ici simplement a titre de forme canonique d’un sys-
teme de vecteurs.

') Je me dispense d’indiquer ici la solution trés facile de ce probléme.
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Il y a lieu de se demander si les analogies si frappantes et si
remarquables qui apparentent la Géométrie des corps et la
Géométrie réglée s’étendent encore de maniére 4 embrasser les
faits que je viens de rappeler. Peut-on, autrement dit, généra-
liser la notion du corps solide, et définir une opération corréla-
tive de la composition, de maniére & imiter avec les systémes de
corps les théories classiques dont il vient d’étre question ? Qu’il
en soit bien ainsi, ¢’est ce que I’ensemble des résultats anté-
rieurs rend trés vraisemblable. Je vais, en terminant ce long
article, essayer de justifier ’exactitude de cette présomption.

Rappelons d’abord que, de méme qu'une droite indéfinie
posséde deux sens et donne lieu a4 deux bivecteurs opposés == L,
de méme, un corps peut étre affecté d’un sens suivant le signe
du quaternion + A4 qui sert & le représenter; une rotation d’une
demi-circonférence change une droite en sa contraire, tandis
qu’il faut un tour complet pour renverser le sens d’un corps.

Cela posé, donnons au corps 4 une intensité, ou une masse a.
Cette masse a, qu’il faut bien se garder de confondre avec
la cote, est comme cette derniére un coefficient réel, entrant
comme facteur commun dans les coordonnées {Z Ak”}’ de maniére

k
qu’en faisant B," = ad,’, B,” = a4”, on a toujours

(BB)" = a*(A4)" = 0 .

En revanche, au lieu que (BB)' = 1, nous aurons désormais,
pour un corps de masse a,

(BBY = a*(AA) = a*".

Il est clair que I'identité a4 = (—a)(—A4) permet, en chan-
geant le sens d’un corps, si besoin est, de ne considérer jamais
que des masses positives; en outre, par une convention expresse,
un corps de masse nulle doit étre regardé comme inexistant, il
peut étre introduit ou supprimé en tout état de cause (*).

') Dans ce qui suit, je désignerai par (4,a) un corps ordinaire doué
de la masse a; on a donc avec cette notation (A44) = 1.
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Regle de composition des Corps concourants

§ 28. Prenons deux corps de masses b et ¢, & savoir (B,)) et
(C,c), que nous supposons concourants, ou vérifiant la condi-
tion (BC)'=0.

Par définition, la somme géométrique ou la résultante de ces
corps est le corps massif

A =DbB + ¢C ; (69)

il est clair, d’aprés cela, que dans la composition le sens des
composants intervient pour une part; en revanche, la résultante
est complétement indépendante du systéme d’axes coordonnés,
elle est déterminée exclusivement par les corps composants.

La résultante est un corps appartenant i la couronne qui
joint les composants B et C; la masse de cette résultante se
déduit de la relation

a = (AA) = b* + ¢ + 2be(BCY ,
et vaut ainsi

o« = V¥ + ¢ + 2be cos (BO) 0,

formule out (BC) désigne I’intervalle qui, dans la couronne, sé-
pare le corps B du corps C.

Pour formuler de la maniére la plus claire I’idée de la com-
position telle qu’elle résulte des formules (69) et (70), le mieux
sera de changer le systéme de repéres de maniére que B,C, et
par suite 4, soient des vecteurs; on a alors immeédiatement
I’énoncé suivant :

Sur un plan P sont tracés deux vecteurs massifs et leur résul-
tante, tous trois rapportés d un certain axe polaire appartenant
au méme plan; si on fait tourner celui-ci sur lui-méme, autour
de Uorigine commune, trois fois de suite, et que les angles des trois
rotations soient égaux au double des amgles polaires correspon-
damnt aux trois vecteurs, si en outre les masses des positions finales
dw plan sont égales aux masses respectives de ces vecteurs, la troi-
sieme de ces positions est la résultante des deux autres (1).

') Bien entendu, les vecteurs composants pourraient étre paralléles au
lien de se rencontrer; rien de plus simple que de trouver les modifica-
tions de I’énoncé relatives & ce cas.
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La composition des corps peut étre répétée; par exemple,
siun corps (D, d)enrencontre deux autres (B, b), (C,c) également
concourants, ce méme corps rencontre aussi la résultante des
deux premiers, soit bB -+ ¢('; il y a donc une résultante finale,

qui est
A = (bB + ¢C) + dD = bB + ¢C + dD ;

autrement dit, la composition possede les propriétés associative
et commutative.

En un mot, si plusieurs corps se rencontrent deux a deux, on
peut obtenir d’un seul coup la résultante, laquelle est indé-
pendante de I'ordre de la composition, comme suit :

A=bB+cC+dD+ ... .

De méme, pour prendre un cas général de décomposition :
st 4 corps, linéairement indépendants B, C, D, E se rencontrent
deux d deux, un cinguiéme corps massif qui rencontrerait tous les
autres, ou ferait partie de leur stéréocouronne, peut, d'une seule
maniere, étre décomposé suivant la formule

bB + ¢C + dD + ekl ;

et st trois corps forment la base d’un couronoide, tout corps massif
appartenant aw couronoide admet la représentation

bB 4+ ¢C + dD ,
laquelle est unique.

Systemes de Corps. Equivalence et réduction.

§ 29. Il nous faut maintenant, pour transporter dans le nou-
veau domaine, les idées classiques de la Statique, considérer un,
ou plusieurs systémes, comprenant chacun divers corps (4, a),
(B, b), ... distribués dans l’espace d’une maniére quelconque.
Seront déclarés équivalents deux systémes semblables, lorsqu’on
peut passer de I’un & ’autre par 1’adjonction ou la suppression
de corps de masse nulle, ainsi que par le moyen de la compo-
sition ou de la décomposition de corps concourants. Les deux
procédés de transformation précédents sont dits les opérations
élémentaires.
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Il est clair qu’exécutées sur un systéme (4, a), (B, b), ces
opérations élémentaires ne modifient pas la somme

2=ad + bB + ¢C + ...,

laquelle, en conséquence, sera la méme pour deux systémes
équivalents.

Le quaternion «, auquel le systéme se trouve ainsi réduit, est
identique & un corps a la fois massif et coté : en nommant m la
masse, et w la cote, nous avons '

m' = (22) =a*+ 0>+ c¢*+ ... + 2ab(4B) + ... .
2mw = (a2)" = 2ab(AB)" + 2ac(AC)" + ... .

Ceci suffit pour montrer qu’un systéme ne peut pas, sauf ex-
ceptions, étre réduit & un corps massif unique par les opérations
élémentaires ; pour la possibilité d’une pareille transformation,
il faut qu’on ait (aa)” = 0.

Nous avons démontré toute & 1’heure que deux systemes de
corps massifs, équivalents entre eux, possedent le méme quater-
nion réduit . Pour achever la théorie suivant le modeéle connu,
il faudrait encore prouver la réciproque, & savoir : st deux sys-
temes S et S’ possedent le méme quaternion o, ils sont réductibles
Uun a Uautre par les opérations élémentaires.

Qu’il en est bien ainsi, ¢’est ce qui nous reste a voir.

Pour cela je prends d’abord un systéeme s = ad +b0B+. ..
et je considere un corps Q relativement auquel s posséde un
moment nul. L’équation de condition, qui exprime cette invo-

lution,
(2)" = a(AQ)" + b(BR)" + ... =0, (71)

peut évidement toujours étresatisfaite ; de plus, remarque essen-
tielle, si deux systémes présentent la méme somme ¢, on peut
pour ’'un et ’autre employer le méme corps Q.

Faisons pirouetter le corps Q autour de trois points formant
un triangle, engendrant de la sorte trois stéréocouronnes
S,, S,,S,; prenons encore une quatrieme stéréocouronne S, ,
egalement de la premiére espece, mais & laquelle n’appartienne
pas le corps Q.
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Soit (A4, @) un corps appartenant i 5; avec ce corps et trois
autres, qui rencontrent le premier et qui se rencontrent mu-
tuellement, formons une stéréocouronne & plan X ; il est clair que
cela est possible d’une infinité de maniéres. Cette stéréocou-
ronne ¥ posséde avec chacune des stérécouronnes S, , S,, S,, S,,
qui sont du premier genre, un corps commun. Nommons
S, S,, S;, S, les 4 corps communs; s’ils sont indépendants.
¢’est-a-dire, s’ils ne font pas partie d’un méme couronoide ('),
ils peuvent étre pris pour base de la stéréocouronne X.

Dés lors il est clair que, par la décomposition géométrique, le
corps (4, @) peut étre remplacé par les 4 corps massifs S, la for-
mule algébrique correspondant & cette décomposition étant

ad = 1,8, + 1,S, + 1.S; + 1,8, .

En agissant semblablement avec chacun des corps (B,b),
(C,c), ... qui composent s, on aura une série de formules
analogues

bB = IS, + 'Sy’ + &'Sy" + 'S/ ...,
lesquelles donnent, par addition
a:(&A—i—bB—I—...:(llsl+11’81’+...), |
+ (1S + LS + ..., /
+ @S + LS+ ..,
+ (08, + LSS 4+ ...) .

Bien entendu, cette formule n’a pas simplement une signifi-
cation algébrique; géométriquement, elle indique que le sys-
teme ¢ peut étre ramené, par la composition, & un ensemble de
corps qui appartiennent tous & 1’'une des stéréocouronnes
S,.S,,S,,S,. Et comme les corps d’une méme stéréocou-
ronne sont concourants, chacune des parenthéses de la formule
(72) peut étre réduite a un seule terme, de sorte qu’on a, aussi
bien algébriquement que géométriquement,

a = ad + bB + ¢ T 116'1 + ZgSg + ZgS;; + Z_LS4 . (73)

Faisant un pas de plus, nous allons voir que le dernier terme
de (73) peut étre supprimé ; il nous faut, dans ce but, invoquer

') Voir plus loin la remarque du § 31.
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la construction particuliere des stéréocouronnes Sy que nous

n’avons pas encore utilisée, ainsi que la propriété (71) imposée

au corps Q. De cet ensemble de conditions résulte d’abord
(2Q)" =9, (8:192)" = (5:2)" = (8:;2)" = 03

de 13, et de 1’équation (73), on tire I, (S,2Q)" = 0. Si donc le
dernier terme de (73) n’était pas nul, le corps S, serait concou-
rant avec Q; poursuivons les conséquences de cette hypothése
qui est la plus compliqueée.

Avec S, construisons une stéréocouronne & plan Y'; elle pos-
sede en commun avec S, , S,, S, les corps S, S,’, S,’. Désignons
par S, un quatrieme corps appartenant a X', lequel associé avec
les trois précédents forme une base de la stéréocouronne Y,
si du moins ces 4 corps sont indépendants les uns des autres(*).
Il est clair, qu’ayant déja (S,"Q)" = (S,'Q)" = (S,'Q)" = 0, nous
ne pouvons avoir (85,'Q?)” = 0, sans quoi Q rencontrerait tous les
corps de X', et la stéréocouronne ¥’ serait de premiére, et non
‘de seconde espeéce, contrairement & I’hypothese.

Décomposons enfin le corps S,, qui appartient & ¥', suivant
les bases Sk’ de cette stéréocouronne, et recomposons les corps
S/, 8, 8, respectivement avec les corps §,, S,, S, qui sont
deux & deux concourants; il est elair que le résultat final de cette
double opération nous donnera

S =4"S" + L"S" + L,"8" + ISy,

équation analogue a (73) en ce que S,", S,”, 5, appartiennent
toujours aux stéréocouronnes S,, S,, S,. Mais maintenant
(8,/Q) étant ditférent de zéro, on aura, comme vu plus haut,
I, = 0; par suite, i est toujours possible de réduire par la com-
position géométrique le systeme s a trois corps faisant respective-
ment partie des siéréocouromnes S, , S, , S, , de telle maniére qu'on
ait pour la somme = relative d s la valewr

A = llsl + ZgSg + 1383 .

Cela étant, prenons deux systémes s, 5° de méme somme a ;
appliquons a tous deux la décomposition précédente : il résulte

') Yoir le § 31.
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entre les éléments S, , S, de la réduction relative a chacun,
I'identite
]‘ISI == 3282 + 1S = 1,8, + 12,82’ = -13’83’ . (74)

Pour passer du systeme 5 4 I'autre, décomposons [, S," en deux
corps de la stéréocouronne S, dont 'un soit [,"S," et I'autre
L"S,", et ainsi des autres. Alors 1’égalité supposée (74), entraine
la suivante ,

L"S," + L"S," + L,"S," =0, (75)

jedis, et c’estlatin dela démonstration, que les corps S,", S,", 8",
liés ensemble par cette relation se détruisent géométriquement
par les opérations élémentaires.

La chose est évidente si dans (75) un des coefficients I” est
nul; s’ils sont tous trois différents de zéro, 1’égalité (S,"S,")" = 0,
combinée avec (75), montre que (8,’S,”)" = 0, c’est-a-dire
que les corps S,” et S,” sont concourants. Faisant ainsi partie
d’une couronne, ils peuvent étre composés en un seul corps,
lequel, d’apres (75), devant détruire 7,"S,” est égal et contraire
a ce dernier. En résumé : toutes les fois que deux systémes
possedent la méme somme o, ils peuvent étre réduits I'un 2
Pautre par la composition.

§ 30. Il est clair que la théorie précédente conduit aux mémes
conséquences que la théorie classique des systemes de vecteurs ;
sans insister sur des détails évidents, je me permets de citer ici
les deux propriétés suivantes :

1°* Corollaire. — Tout systeme de corps est réductible & deux
corps massifs seulement, et cette réduction est possible d’une
infinité de maniéres.

En effet o étant donné, il suffit de poser pour trouver les
deux corps cherchés (4, a) et (B, b),

» = ad + VB . (76)

Un des corps A peut étre pris a volonté quant & sa position
dans ’espace ; sa masse se détermine par I’équation

(o — (tA, o — ELA)" = (_11)" = 2(1(144.)" =0,
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qui signifie que le systéme o — a4 est réductible & un seul corps
massif. On voit que, toutes les fois que le corps A n’est pas en
involution avec le systeme donné, la masse a existe et le corps B,
donnant lieu avec 4 & I’équation d’équivalence (76) existe aussi:
les deux corps 4 et Bsont conjugués par rapport i la pentasérie
admettant o. comme noyau,

2me Corollaire. — Si on opére de plusieurs maniéres la réduc-
tion ci-dessus, le moment des deux corps conjugués reste
constant.

En effet, nous avons

(a)" = % (ad + B, ad + bB)" = ab(AB)" ;

o=

le premier membre est donné, le dernier, qui lui est égal, repré-
“sente justement le moment des deux corps conjugués; ainsi le
moment ne varie pas.

D’ailleurs, si d’'une maniere générale, on avait remplacé deux
systemes o et 3, par des sommes de corps massifs, telles que

1220&1, ﬁ:ZbB,

le moment réciproque de ces deux systemes s’exprimerait en
fonction des moments mutuels des corps 4 et B, par la formule

(2f)" = ¥} ab(4AB)" .

§ 31. J’ai tenu & présenter, dans les paragraphes précédents,
la théorie de la composition des corps et de leur réduction d’une
maniere directe et indépendante de toute autre; toutefois, pour
que les résultats obtenus par cette voie puissent étre regardés
comme définitivement acquis, il resterait & discuter les deux
points que j’ai signalés en note pp. 104 et 105. La place me man-
que ici pour entrer dans tous les détails d’une discussion assez
délicate. Je crois d’ailleurs pouvoir d’autant mieux m’en dis-
penser que quelques lignes suffisent pour retrouver 1’ensemble
de la théorie, en déduisant la composition des systemes de corps
de celle des systemes de vecteurs ; c¢’est par ce dernier exemple
de I'interdépendance entre les deux Géométries que je termine.
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Soit un systéme de corps ; si le systéme n’en comprenait que
trois, ces corps deviendraient des droites en les rapportant a
I’orthogonal commun. La théorie de la composition des vecteurs,
a laquelle se réduit celle des corps, nous donne la proposition
fondamentale.

La composition permet towjours d’ abaisser le nombre des corps
de trois @ deux : par suite, quel que soit le nombre des corps que
comprend le systéme donné, ce nombre peut étre réduit a deuzx. En
outre, et toujours pour la méme cause, st les deux corps résul-
tants présentent une droite commune, la réduction peut étre poussée
d’un degré, jusquw a un seul corps résultant.

Cette condition de la rencontre, qui est suffisante pour la
réductibilité & un seul corps, est aussi nécessaire.

Soient maintenant deux corps possédant le méme ». Rédui-
sons le premier A la forme ad - bB, le second a la forme .
cC -+ dD, de sorte que

ad + bB = ¢C + dD .

Si on prend I’orthogonal commun aux corps 4, B, (' comme
systéeme de référence, ces corps deviennent trois vecteurs; 1’éga-
lité précédente montre qu’il en est de méme pour le quatrieme
D. Les deux systemes donnés se trouvent ainsi réduits chacun
4 un ensemble de deux droites massives ; et en vertu de 1’équa-
tion ci-dessus, ces systémes réduits, a leur tour, se transfor-
ment I'un dans autre par les opérations élémentaires.

La conséquence qui se déduit de tout cela pour les systémes
primitifs, ¢’est que, comme nous le savons d’autre part: sz deux
systémes de corps massifs possédent le méme o. ils peuvent étre
transformés U'un dans Uautre par la composition.

ERRATUM A UN ARTICLE PRECEDENT

Archives, t. XL. A la page 462, lignes 9-12, il faut lire : Nous dirons
donc que deux corps sont perpendiculaires lorsque la rotation du mou-
vement hélicoidal qui améne l’un sur ’autre mesure 180 degrés, la
translation étant quelconque.
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