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18 G. LION

III. Application au cas n 2

Nous considérons désormais E R2, espace vectoriel que nous identifions
à C. L'espace i?(R2) est, comme ci-dessus, normé par || u || sup | u(z) \

|z| < 1

(attention, u h-> || u || n'est pas euclidienne ; est la boule unité de S£(R2).

Rappelons que si z x + iy, on pose

Lemme 1. Uapplication u i—> (du/dz, du/dz), de J£?(R2) vers C2, est un

R-isomorphisme, et \\ u \\ \ du/dz | + | du/dz |.

Démonstration.

On a u(z) du/dz z + du/dz z, d'où | u(z) | ^ (| du/dz | + | du/dz \) \ z\ et

en posant du/dz rel0, du/dz pel<p, on obtient

| u(eii<?-°)12) | r + p

Lemme 2. Soit u e =£f(R2), u ^ 0, u tel que u/\\ u || ne soit pas une

isométrie. Alors :

1) Il existe v et w isométries de R2, a et ß > 0, tels que

u az; + ßw et || u || a + ß.

2) La solution unique du problème est donnée par

a *= | du/dz | ß | du/dz | av(z) du/dz z ßw(z) — du/dz z

Démonstration. La solution explicitée convient d'après le lemme 1.

Démontrons l'unicité:

Soit z0 non nul, tel que | u(z0) \ (a+ ß) | z0 |. On a par ailleurs

L'égalité des termes extrêmes, jointe au signe de a et ß, implique v(z0)

w(z0); et ceci ne peut se produire que lorsque r et w sont respectivement

holomorphes et antiholomorphes, car v =£ w.

Il existe donc A et B dans C*, tels que

d'où u(z) Az L Bz, ce qui entraîne A du/dz et B du/dz, et l'on en

déduit les valeurs de a et ß, puis v et w.

et

I W(z0) | ^ I a v{z0)+ ßw(z0) | < (a+ ß) I z0 I

av(z) Az ßw(z) Bz
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Notation. On qualifiera désormais de paire (resp. d'impaire) toute iso-

métrie de déterminant + 1 (resp. — 1).

Remarque. On vérifie que la frontière de B ne contient aucun convexe de

dimension ^ 2 ; la norme u\-+\\u || est « presque » strictement convexe.

Le fait est important pour l'étude des isométries linéaires de i?(R2), à

laquelle nous allons nous consacrer désormais.

Lemme 3. Soit O une isométrie linéaire de JZ(R2) dans lui-même.

Alors :

1) <D conserve (resp. inverse) la parité des isométries de R2.

2) Les applications

cu/cz i—> c/cz 0(w) et cu/cz h-» c/cz O(w)

[resp. cu/cz i— c/cz <P(u) et cu/cz i—» c/cz 0(u))

appartiennent au groupe orthogonal 0(2).

Démonstration. 1) Soit v et w des isométries de parités opposées;

quels que soient a, ß > 0 avec a + ß 1, on a || ccv + ßw || 1 donc
II ®(ocu + ßw) | 1. Or 0(at; + ßw) a<£(r) + ßO(vv). Puisque O(r) et O(w)

sont des points extrémaux de ce sont des isométries de R2; à l'inverse

yv + ßw et a<D(r) + ßO(w) ne sont pas des isométries; d'après le lemme 2,

®(r) et <L(w) sont de parités opposées. Ainsi pour toute isométrie impaire w,
<D(w) est de parité opposée à celle de 0(1), ce qui implique que pour toute
parité paire v, 0(u) est de même parité que 0(1).

2) Plaçons-nous dans le premier cas, et utilisons l'identification de if(R2)
avec C2 découlant du lemme 1.

Si Z (zl5z2) (z1;0) + (0, z2) alors 0(Z) O[(z1;0)] + O[(0, z2)]
d'où dans le cas envisagé :

<£>(Z) (cp^Zi), 0) + (0, cp2(z2)).

Les applications cpx et (p2 sont clairement R-linéaires de C dans C, et en
faisant successivement z1 0 et z2 0, on obtient | cp^zj | | zx | et
I ^2(zi) I I z2 I

• On ramène le second cas au premier en composant <P

avec l'application n: (zl5 z2) -> (z2, zj, qui est bien une isométrie de if(R2).

Prenons dans chaque facteur du produit C2 une base orthonormée ; la
matrice de O est alors de l'un des deux types suivants :

/®1 0 ®2\
(o ou Ai 0 J
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(<!>! et ®2 sont des matrices 2x2 orthogonales). Selon les signes respectifs des

déterminants de ®x et ®2 on obtient 8 composantes connexes dans le

groupe T des isométries de i?(R2).
Soit F1 la composante neutre de F, qui est clairement isomorphe à

50(2) x SO(2). Introduisons

CFi : (z1, z2) i-+ (z1, z2), a2 : (z:, z2) h-+ (zx, z~2),

et dressons la liste des composantes de F :

r i o^r1! a2rx cr2cj1r1

TCL1 TCG^ ^ TCÇJ21-' ^ Tucr20yL

Les 4 composantes de la lre ligne forment un groupe isomorphe à

0(2) x 0(2); c'est le groupe des isométries de J£(R2) qui conservent la

parité, c'est-à-dire qui ont une matrice du 1er type. Les 2 composantes de

la colonne de gauche constituent le groupe des isométries C-linéaires de C2.

Dans ce groupe F' opère naturellement le groupe {/, 7t} noté c2, si bien que
F est isomorphe au produit semi-direct de 50(2) par lui-même.

Enfin les composantes situées dans les 2 colonnes extrêmes du tableau
forment le groupe des isométries de déterminant 1 ; on note 5r ce groupe.

Pour v et w g 0(2), et u g =^(R2), posons 0>VtW{u) vuw"1.

Théorème 2. Uapplication (v, w) i—» ®y w est une représentation linéaire
de 0(2) x 0(2) sur le groupe SF, dont le noyau a 2 éléments.

Démonstration. ®y w est une isométrie, en effet :

II VUW~X II ^ II V II II U II II W-1 II Il W II Il V~1VUW~1W II < Il VUW-1 II

L'application (v, w) i—> ®y w est évidemment un morphisme de groupes ; montrons

que cette application envoie 50(2) x 50(2) sur Fx.
Soit (z1, z2) i—> (kz1, pz2) un élément de Fid^l |ja| 1). Il s'agit de trouver

y et w de module 1 tels que vw~l X et vw~l p c'est-à-dire v2 X\i

et w
1

; le problème admet donc deux couples opposés pour solutions.

On en déduit enfin que l'application étudiée applique 0(2) x 0(2) sur

5r, composante sur composante, selon le schéma suivant :

pour v paire, w impaire : Q>VtWenFl9

pour v impaire, w paire :
w g 7ra2alr1,

pour v et w impaires : ®y w e a2a1T 1.
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