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Sur une généralisation des formules
d’ajustement de E. T. Whittaker.

Par Robert Consael, Bruxelles.

10 Ties formules d’ajustement de Whittaker ont ceci de remar-
quable, qu’elles jouissent, comme on sait, de deux propriétés fort im-
portantes au point de vue de la théorie de 'ajustement:

elles sont exactes jusqu’aux différences cinquiémes, d’out leur
grande précision;

elles conservent les moments d’ordre 0, 1, 2, ou, en d’autres
termes, les surfaces décrites par les ordonnées représentatives des
taux bruts et des taux ajustés respectivement sont égales. Il en est
de méme des abcisses des cenfres de gravité de ces surfaces et des
moments d’inertie par rapport & une droite parallele & l'axe des u.

Les formules de sommation ne possedent pas, en général, cette
double propriété.

Nous savons d’ailleurs, que la condition d’exactitude jusqu'aux
différences cinquiémes ne se réalise qu'aux dépens de la capacité de
réduction des irrégularités des valeurs brutes, c’est-a-dire, a pour
effet d’accroitre le coefficient d’ajustement. Il y a done 14 une cir-
constance qui milite singuliérement en faveur des hypothéses qui sont
a la base de la méthode. Or quelles sont ces hypothéses ? Tout d’abord,
en ce qui concerne la série des valeurs brutes, la distribution des écarts
autour de la vraie valeur de chacun des termes de la série est gaussienne.
Ensuite, les différences troisiémes des taux ajustés obéissent a une
loi semblable & la loi normale.

Enfin, hypothése simplificatrice, la précision des mesures est la
méme quels que soient les termes de la série.

On peut se demander cependant si les propriétés rappelées ci-
dessus sont encore valables dans I'hypothese d’'une loi de fréquence
plus générale impliquant corrélation des erreurs d’observations.
Remarquons que la propriété de la conservation des moments est
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susceptible de fausser l'ajustement lorsque les valewrs brutes sont
entachées d’erreurs systématiques dans une région déterminée. Dans
ce cag, en effet, la compensation des écarts conformément & la pro-
priété en question s’effectue au détriment des valeurs avoisinant la
région considérée et ceci d’autant plus que les erreurs systématiques
sont considérables. D’autre part, il est douteux que les différences
troisiemes des valeurs ajustées soient indépendantes des erreurs qui
affectent les valeurs brutes, en raison de ce que, pour une valeur
donnée de la constante e, les ditférences troisiémes des valeurs brutes
et des valeurs ajustées respectivement, ne sont pas nécessairement
indépendantes.

20 Cela étant, supposons que les écarts

! !
ul Do ’H;I y e ) u,n S ’urn )
3 3 !
Auy, ..., Au,,

obéigsent a la fonection de fréquence

: . :
. Rpp "p Rpg *p g
Sl( R';z') +25 (—R" G O
2= Zy P .
Ol 0y, 0y, - Oyy 0y, « - - Oy, désignent les écarts quadratiques et

"'12, 7‘13, »ea ’}‘1”, e 7‘1”+1, ) 7'127”

les coefficients de corrélation. Dans ce cas R est le déterminant

1719 .o T4 Pinet -+ Ty on
Ty 1 Fon Tomtt =+« Toon
'rn, l’rn,2 s e 1 'r‘n,n+1 7‘11,211
T'ﬂ+1, 1 %2k Tn—}—i, n 1 e 'rn—H, 2n
’rn»l—2, 1 ’rn+2,n 'rn+2,n+1 R "'n+2, 2n
r2n,1 bl r2n,n r2ﬂ,ﬂ—|—1 ce 1
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et Rpp, Rpq, les mineurs obtenus en supprimant la pe ligne et la pe
colonnes, ou la pe ligne et la ¢® colonnes.

Supposons qu’il n’existe aucune corrélation entre les erreurs

!

! !
Uy — Uy, Ug— Ugy oo 5 Upy— U,
de méme, qu’il n'y ait aucune corrélation entre les
3 ! 3 ! 3 !
Ay, By, ... ,Au,.

Solent

Tl,n-|—1’7‘2,n+2’ Tt ’Tn,zn’

respectivement les coefficients de corrélation entre les

' 3 1 i g .1 / 3
w ——u; et A uy, uy—u, eb A% uy, ... ,u,—u, et 4°u,.

Supposons en outre que l'on aif

o O

Thate = Punts = o0 =T 1 = Ty npe =

Le déterminant B devient alors:

L ki a s 07y w1 0.nvn 0
Dlusnsinia 15 T 0
B ssnsssman LUy assmns Bz
Pl 1505 49 3 1 8 AP 0
V) NP 1 £ & TN 0
(P (oo | R 1

On obtient 1immédiatement

R=(l _7':12,n+1) e (1 —7'?z—1, an-t) (1 — r)?i, an)

~1
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De méme,

Rn == Rn+1,ﬂ+1 = (1 — Tg,-n+2) s (1 - 7"1%—1, 2n—1) (1 = "'Ea,, 2n)

By i, 001 = By =01— Tin»u) 15 fhie 7%—2, an-a) (1— 7'12@, on)
2
By on = B,=(1— Tl,n—l—l) oo (1— r?z—?.‘, an-a) (1 — 7'?:—1, on-1)
Rl, akl = Tt (1 _T§,n+2) von (1— 7'2—1, an1) (1 — "'3, on)
Rn—l, an-1 =  Top-t,n-1 (1 ——Tin—H) con (A= 7'-Irze~2, an-g) (1 — rrza, on)
" 2
Rn, on = " Tonn (1 “_7-1, n-l-l) R (1 T 7.-3—1, 2n—1)
et semblablement pour les mineurs relatifs aux éléments placés sy

métriquement par rapport & la diagonale. De plus, tous les autres
mineurs sont nuls.

Si I'on suppose que les coefficients de corrélation sont indépen-
dantes du rang occupé par la variable dans la série, nous aurons

Tln-{-l = ’an+2 = o T 'rn,zn =17
et par suite
Rpp = 1 et, ﬁ@ —_——— J__
B 1 —7 R 1—12

Admettons d’autre part que les w, et les A3, respectivement
soient d’égale précision et posons:

! ! (1—r2) h?

—— = ‘ = e —7r“\n
o] o2
d 1

= o= = (l—r) 2
O‘;21-}-1 ng

La fonetion de fréquence s’éerit alors:

Z =12, (3—% [hzzxz + Azzxs—HQThlEajpg;q]



Posons h? = g}®
¢ étant un nombre positif,
et rhA = pA?
Il en résulte immédiatement que:
0 ="re. (1)
La forme quadratique des écarts devient par conséquent:
26 X (u;—up)? + B (APu)?—20 X (u;—uy) A2 uy.

Cela étant, la série la plus probable des valeurs w;, ... est,
par extension, celle qui rend cette quantité minimum.

30 Conditions nécessaires du minimum. Fn annulant les dérivées
premiéres de l'expression ci-dessus par rapport aux «’, on obtient
les conditions suivantes:

— & (wy—wu;) — Luy + 0 A uy + 0 (w—u;) =0

— & (uy—y) + 8 Auy— A uy—3 o (wy—w) + 0 (uy— 1) + 0 A%y =0

— & (ug—ttg) — B M uy + 3 Ay — APuy + 8 o (uy—1y) — 3 0 (Uy—uy) +
+ 0 (ug—uy) + o A2 uy =0

— & (Uy—uy) + AP u; — 3 APy + 3 A3 ug— AP uy— o (w, —u,) +
+ 8 0 (uy—12y) — B 0 (ttg—13) + 0 (wy—uy) + 0 A uy =0

!

—¢ (u-n — ‘ll;_;) B A° Up3— 0 (u'n—ﬂ — urf;-ﬂ) =0

Toutes ces équations, & l'exception des trois premicres et des
trois derniéres, sont de la forme

—¢& (’be-—%;) _Aﬁu:::-E; + 0 A3 (ur—:}wu;—fi) "]_ 0 AS%;: =0

Si T'on prend u, de telle maniére que 4*u, = 0 et si I'on pose
en outre u, = u,, la 8¢ équation peut se mettre sous la forme précé-
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dente. Il en est de méme des deux premiéres équations & condition
que les quantités «’',, u,, soient telles que

et que l'on prenne
! r
Uy =Uyy Uy =Yy}

semblablement, introduisons les quantités

! 7 I
U, +1 ’”’n+2 > Uy +32
telles que l'on ait

L ! £ ’ [ v
A3 un_z = A3 ?rt{n_l —_ A‘} ’lbn = 0
t o ! . ! o !
e Ut = Uppts Uppo = Uy o, Uy g == Uy, 3.

Alors les valeurs ajustées satisfont & 1'équation aux différences
finies:
g, — A%u, 5+ 0 (APu,—Au, ) =cu,—oAu_, (2)

40 Théoréme de «comservationy généralisé. Définissons une nou-
velle série de quantités

! /
Uy > Wnys5)
telles que les différences troisiémes

3,/ 3,
A, g, ABuy .,
solent toutes nulles.
On aura d’apreés 'équation fondamentale aux différences finies
et les conditions auxiliaires du paragraphe précédent:

/ !
un-i-tl = u’n+4’ un+5 = un-}-ﬁ’ i e
Dans ces conditions, nous tirons de (2)
/ ! ’ I ! ! ;
& (g Uy s Uy Uy Uyy) F o (BPug L APy g) =

T P L S ’“-n+3) + 0 (Azu,,',ﬂ——dguig) —
— o (MPupy —APuy) + By — A ul,
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Et par conséquent, en vertu des conditions auxiliaires

e[ —u) + (uy—ug) + ...+ (w,—w)] +
+o(Pu+ ... +4u)=0
Semblablement,

e +2u+ ... Fnu, 4+ .o FntBu )+
+ou+ ... Ay =

ey 2%+ oo Fnu,t oo+ n o Bu,) +
+omAPuyy — Aty + Auly) —o AU, — A,y + Auy) +
+n Mo, — A, + A%,

¢’est-a-dire, et pour les mémes raisons que précédemment,

e+ 2y + oo +nw)—e(ty+2uy+ ... Fnu,) -
+o(MPug+ 28 uy+ ... +ndiuy) =0

Enfin, de la méme maniére

elug+22uy 4+ ... +nlu,)—e (W + 22U+ ... Fndu,)
+ o (MBug+ 282y + ... +ndPu) =0

Ces relations généralisent les théorémes de conservation des
moments d’ordre 0, 1 et 2, théorémes que 'on retrouve d’ailleurs en
faisant ¢ = 0 dans les expressions précédentes.

50 On peut montrer que les conditions obtenues au paragraphe 3
en vue de rendre minimum la forme quadratique des écarts, sont suffi-
santes, ¢’est-a-dire que toute modification des %’ ainsi obtenus a pour
effet d’augmenter la valeur de la forme considérée.

Fn effet, supposons que l'on remplace w, par u, + K, les K,
étant arbitraires et désignons par ¢ I, -+ S, -+ ¢ Py, la valeur corres-
pondante de la fonction des écarts, nous avons:

Fi=3Ww +K—u?=2%—u2+ZK 422w —u K
S, =Z[4 W + K)]2 = Z (M2 + Z(BK)? -+ 22X (4K A%u)

Pi=2% W +K—uw) A + K) =23 —u) Buw 4+ 2K Ay +
+ 22K .APK A+ 28w —u) A3K
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et par suite

ey + S +oPy=¢eF+S+oP+
+ eXK24 2 (APK2 4 202K - 3K +
4 2eSE (W —u) + SAK - 43w +
+o{ZK - 4w + SBK - (4 —uw))]

mais, en vertu de (2)

e K, (u,—u,) =SK, - Au, ,+ o XK, (A3 u, s — Au, ;) —
—oZK,  Au,
Lie premier terme du second membre s’obtient en sommant
successivement par parties '
K, A, =K NPy, —AK, - A, + PK, - DBy, —
— I (MK, - Au,)

Lies trois premiers termes du second membre s’annulent aux
extrémités de la série.

On a done

YK, Au, s =—X(BK, MBu)

-3 T
De méme,
YK, (MBu, ,—MBu, ) = K, (Au, ,— Au, ) —
—AK, (Aw, ,—Aw, ) +
I 2* I(x ('u’:;:—l — U, ) -
— XK, (u,—u,)

Les trois premiers termes du second membre s’annulent aux
extrémités de la série. Il reste done

§F, 48,4 0P = eF +S+0oP + S(AK)2+ e SK? + 202K - K
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Comme on a en vertu de (1)

1
2

o="1-¢
elly +5,+oPy=eF+S+oP+
+ E[(APK) + (67 K)? + 21 (¢¥ K) 2K
Il en résulte que puisque |r| <1, on a toujours
eF, 48, +oP,>eF +8+oP

et la fonction considérée est bien un minimum L.

60 La résolution de I'équation aux différences finies s’opére par
une méthode semblable & celle développée par le Dr A. C. Aithen
dans les «Proceedings of the Royal Society of Edimburg», tome 46
(1925), page 385.

Si l'on pose A4 = F — 1, 'équation (2) s’écrit

[(B—1)—o (B —1) (BE—1)— ¢ B u,=— [ B*— o (B — 1)*] u,

d’olt
, efi®— o (BE—1)3 _
b= T B (B (B—1p— e
Posons
Uy = Uy, ~+ Uy,
ol
B |
e 3
Y =T ) g (B —1) (B—1)P— e B )
o P ! (4)
Yoe = QA T Y (B —1) (B —1)— B8 '
[’ équation (2—1)°—pg (8 —1) (z—1)3—ez2 =0 (5)

étant réciproque, posséde trois racines dont le module est inférieur
& P'unité et trois racines de module supérieur a l'unité.

1) CE“IZfédstone, T. F. A, ¢ X1
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Par conséquent les expressions ci-dessus peuvent étre développées
en séries de Laurent convergentes pour z = 1. De plus le second
membre de (3) n'est pas modifié lorsqu’on substitue &' & I ot par
suite le développement de uy, est symétrique par rapport au terme
central.

On aura done
'u'i.z = Iflﬁ W, -+ I(l]. (“wl—l + ru‘au—l) .y I£12 (u:v-}-2 + um-—B) + ... (6)

Ugy = Kooty + Koy vy + Kopthyp+ ... +
3 Ky oy g By g g M

avec

€ gt
By er=—"577 f (1 o1y (1) —ets ™

dt

2 ! |
Ko = 2114 A"[ FrE—1) —o (B—1) (—1)>— & "]

0 t’r—l
I -
1{2,—7' = H'b. Ar[ (t_l)ﬁ__g(ts._.l) (t—-]_)a"_'gts dt

Désignons par «, £, v, les trois racines de I'équation (5) de module
o] ) )
mférieur o 'unité.

Nousg avons alors

r42

. )
= Zﬂ (—f) r—) (r—0) — ) (a— )
' o’ 1
o= e ) e A G Y 7

c‘LH

I I 3 \ S
Famr =0/ >—‘ (2—PB) (a—7) (a—0a™") (a— ) (x —y7)

oty 3y ¥
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r différant de o dans la derniére expression. Posons o=, f#==
== 7, g% y:ﬂrz"“, I'une au moins des racines étant réelle.

Il en résulte les expressions suivantes pour les coefficients:

87‘% B
I(l ton = 5 A + =l (8)
. 2 N " 1 C
(r{—2r,ry cos 0-47r3) ('rl——Q cos O+ —
?'2 Tg /
ol
T"H-l
A= 11—1*2
1
. 1 )
B =" risin (n—2) 00—,y (rl + —) sin (n—1) 0 +
_ 2]

1 _1__( 4 )sin (fn-}—l)f)—-wfr-l2 sin(n—|—2)0! ,
l.

Ty e

N

C=({1—r) sinﬂ( —2 cos 29—|—-_--)

Ty,
De méme
—or B
I(Z,-—n == Q : 717 AB ‘A’ + OI.
(r¥—2r, 1, cos 0 4 r3) (rl 2" 650 + - H,)
i T2/ (")
olt
,rn-2
4=,
] —rj
B' =152 |13 sin (n 0—42(7'14— sin (n—4) 0

1 L
rl + — ) sin (n—2) 0 — — sin (n—1) 0
"L 7

'ﬁ?

1
C' = (1—73) sin 0(9‘3—2 cos 20 -+ —9-) ,
Ty,

\
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et
— o1 B

= ; R
(r}— 2775 cos O +173) (r‘f—Q L cos 0+ —9—) '
s . (10)

ol

yi+e
L -

B =yt ’7';2 sin (n+5) 0 —1;' sin (n+4) 0 +

,
/

+ 7y (7-1 o %) sin (n - 2) 0—12 sin (n + 1) 0 ,

1

1
¢ = (1—1?) sin a(rg—z cos 20 +F>'

2/

To Ajustement des extrémités de la série. De méme que nous avons
introduit au paragraphe 4 les quantités w, ,, %, 5, ..., considérons
les nouvelles quantités

' !
Wlgy Uy, -
telles que les différences troisiémes
! /
AS'M_a, A3%_4, .o
soient nulles, et prenons
/
4 - 'M_A, .

!
'u'_g - %_3, w

De cette maniére, aux extrémités de la série les valeurs brutes et
les valeurs ajustées coincident. L’équation aux différences devient
dans ces conditions

el3—o(EH—1)3
Uy = — —=

' (E—1)°—o(F3—1) (E—1)*— ¢ E3 Uy (11)
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ou encore .
(B—1)*[(B—1)>— o B?]

—(EMI)S_Q(EB_I) (B—1)3— ¢ I3 %, = 0 (12)

On montre (1) que les valeurs cherchées, u,,, %,,,, ... sont
données par I'équation

Wl
(B—a) (l— f) (E—7)

dont le premier membre peut 8tre développé en série de puissances
de 7. On a done pour wu,

'u'mzj’um*-l_"'ﬁum—‘z_i_ ol (14)

Uy = 0 (13)

pour
x=n-+1,n-}92, ...

Cette formule permet de calculer successivement w,, (, u,,,, .
& condition que les termes qui impliquent les valeurs w,, %, ...
soient négligeables. De plus, ces valeurs satisfont au second facteur
du premier membre de I'équation (12) c’est-a-dire

(B —1)* — o B -
E—ay E—p)E—y™) "

puisque ce facteur est développable en série de puissances de E et
par conséquent (12) dérive de (13). Enfin, on a aussi

(B—1)83u, =AMy, =0, z=n-+1,n+2,...
Les coefficients 4, qui figurent dans (14) sont donnés par la formule

; —1 =2 [ gin (n—2) O —r, sin (n—1) 0
o= 24;3; 7_,11_1_‘_72 ["2 ( ) 18 ( ) ]
ri—2r,7, cos 04 r;

sin 0
(15)

Ainsi done, grice aux conditions auxiliaires, il est possible d’effec-
tuer I'ajustement des extrémités de la série des valeurs brutes par
un procédé identique & celui qui a été proposé dans le cas particu-
lier o = 0. _

1) Cf E. T. Whittaker et C. Robinson «The Caleulus of Observations», p. 310.
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