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I.

Probabilities experimentales.
Soit un grand groupe d'assures, tous actifs, tous

de meme age x.

I designe le nombre d'assures de ce groupe,

d le nombre d'assures de ce groupe qui mourronfc

avant d'avoir atteint l'äge x + 1, etant restes

actifs jusqu'ä leur deces,

lax le nombre d'assures de ce groupe qui deviendront
invalides avant d'avoir atteint l'äge x -(- 1,

I le nombre d'actifs de ce groupe ä l'äge x + t.
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(Pour raison de simplification, nous supposons que,
pendant 1'annee d'observation, il n'y a aucune nouvelle
adhesion, ni aucun depart dans ce groupe, autres que
ceux dus au deces ou ä l'mvalidite.)

p"f designe la probabilite qu'un assure actif d'äge x
soit encore actif ä l'äge x + 1>

7aa
lx-Vi

jaa

q'f designe la probabilite experimentale x) qu'un actif
d'äge x meure avanfc d'avoir atteint l'äge x -|- 1,

etant reste actif jusqu'ä son deces, des cas d'in-
validite pouvant se produire avant le deces

if designe la probabilite experimentale qu'un actif
d'äge x devienne invalide avant d'avoir atteint
l'äge x + 1, des deces d'actifs pouvant se produire
avant l'invalidite,

if I"•*-x

ina

jaa vki Jaa ja
m Vhl fx fx 1 _ aa _ i(e)

LJx Ka im, ^ Ix "x

') Nous avons emprunte les denominations de probability
exp6rimentales et de probability oorrigöes it la publication du
Bureau federal des assurances: «-Bases techniques pour 1'assurance
de groupes» — Berne, 1981, page 5, en donnant, ii vrai dire, it

i'appellation de probability corrigees un sens different de celui

que lui a donn6 le Bureau federal des assurances.
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II.

Probabilities corrigees.
Nous definissons la probability corrigee aunuelle

comme suit:
La probability corrigee aimuelle de I'arrivee d'uu

evenement ä la suite d'une cause bien determinee

(probability corrigee aunuelle d'extinction) est egale au
nombre des sinistres provoques par la cause envisagee,

pendant l'annee d'observation, divise par le nombre
de tetes exposees au risque, les sinistres provoques
par une autre cause que cede envisagee etant considers

comme des sorties s'etant produites, pour la

moitie des sinistres, au debut, pour 1'autre moitie, a la

fin de l'annee d'observation.

Dans le groupe quo nous etudions, nous definissons
clone le nombre de tetes exposees au risque annuel de

deces par l'expression

I"
jaa «£

(fjc> designe la probability corrigee qu'un actif d'age x

meure avant d'avoir atteint l'äge x + I, le nombre
de tetes exposees au risque de deces etant corrige

pour tenir compte des cas d'invalidite d'actit's se

produisant avant le deces,

rMx

(fM —
^x

_<lx - 14
VX
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De meine, dans le groupe observe, nous definiaaons
le nombre de tltes exposees an risque annuel d'invalidite
par i'expression

laa
x 2

i\?' designe la probability corrigee qu'nn actif d'äge x
devienne invalide avant d'avoir atteint l'äge x -|- 1,

le nombre de tetes exposees au risque d'invalidite
etant corrige pour tenir compte des deces d'actifs
se produisant avant l'invalidite

»W
1"

if if
(3)

Les probability eorrigees q'fc) et i[f ne penvent
ytre envisagees que comme des valmrs approximatives

pour les probability« annuelle« d'extinction dans des

ordre« simples,

dans un ordre simple d'extinction par deces, obtenu

en considerant la mortality comme la seule cause

d'extinction;

if dans uri ordre simple d'extinction par invalidity,
obtenu en considerant l'invalidite comme la seule

cause d'extinction.
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III.
Les probabilities experimentales en fonction

des probabilities corrigees.
Les relations (2) et (8) expriment les probability

corrigees d'extinction en fonction des probability
experimentales; il est aise d'etablir les probabilites experimentales

d'extinction en fonction des probabilites corrigees.

De la relation (2), on dedviit

4e) -4(3^-0
et de la relation (3)

4e) 4c)('l-i<d
d'ou

l-l*'
Q«a (fW

2
-

X ^ 1-1
De merne, par analogic *)

n«(c)

1 ——

if if (5)x x 1 L rft(c). 7*(c)1 7 Hx lx

Kn remplaqant dans la formule (1) les probabilites
experimentales q"xa et if par leurs valenrs telles qu'elles
resultent des relations (4) et (5), on a

1) Lea relations (4) et (5) correspondent tiux formales (16)
du memoire:

«Die zahlenmässige Berechnung der «unabhängigen»
Wahrscheinlichkeiten aus den «abhängigen» und der «abhängigen»
Wahrscheinlichkeiten aus den «unabhängigen» — 1'aul Spangenberg

- l()me .Bulletin de ('Association des Actuaires suisses, 1915,
p. 139.
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1

d'oii

i-igf'-i01 (6)

IY.

Theoreme.

Lorsaue deux causes d'extinction I et II agissent
simultandment sur un groupe d'assurds, les probability
annuelles que 1'assurd ne soit pas atteint pendant 1'annde

d'observation par l'une au moins des deux causes
d'extinction sont fournies par l'expression

«'» - 1 - —t1— gx) (1—g«Q

2 i_ „i _ „u$" 1

4 'lx " Qx

q'x et q'J dtant les probability corrigdes annuelles

d'extinction.

Nous sommes arrives it la formule ci-dessus en

partant des deux causes d'extinction: deces et invalidity.
II est evident qu'aucune des hypotheses faites n'empeche
d'admettre comme point de depart une autre collectivite

que celle des assures actifs. Par exemple, on pent
partir d'une collectivite d'assures celibataires et

envisage):, comme causes d'extinction: le deces et le mariage,
ou encore d'une collectivite de veuves, et envisager
comme causes d'extinction: le deces et le remariage.

L'ordre des actifs se determine de la maniere
suivante:
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iaa iaa iy,aaWi x 'Fx

7aa iaa „art
a:-1-2 — Wi' rx-\-\

ou la probability pi'1 est founiie par la forniule ((5).

be point de depart sera an age o> pour lequel la* lm,

o'est-ä-dire pour lequel on admet que tous les assures
a cet äge-lä sont actifs. L'ordre des invalides se

determine simplement par soustraction.

jii 7 iaa
lx-Yi Vx-Yl t

Si nous envisageons l'ordre des veuves, le notnbre
des veuves se determine de la ruaniero suivante:

11VW WW ,yADW
ly+t —by I y

now jww t ,y>ww

oil p' est la probability annuelle qu'une veuve d'äge

y soit encore veuve it l'äge y -f- 1,

" '

q'lf etant la probability corrigee qu'une veuve d'äge

y meure avant d'avoir atteint l'äge y 1, le nombre de

tetes exposees au risque de deces etant corrige pour
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tenir compte des eas de remariage de veuves se pro-
duisant avant le deces, et

WU°\ la probability eorrigee qu'une veuvo d'äge y se

remarie avant d'avoir atteint l'äge y + 1, lo nombre de

tötes exposees au risque de remariage etant corrige pour
tenir compte des deces de veuves se produisant avant
le remariage.

L'ordre des veuves remariees se determine simple-
men t par soustraction.

7hh L

'II 1-1

7 WW

lli

7 WW

lvv\

V.

V. Probabilites independantes.
On sait que Kartip, en 1875, introduisit — la ou

un evenement peut etre provoque par plusieurs causes —
les probabilites independantes, designees aussi sous le

nom de probabilites absolues, probabilites pures,
probabilites ideelles.

La probability independante annuelle de l'arrivee
d'un evenement la suite d'une cause bien determinee

(probability independante annuelle d'extinction) est egale

au nombre des sinistres provoques par la cause envisagee,

pendant l'annee d'observation, divise par le nombre
de tetes exposees au risque, les sinistres provoques par
une autre cause que celle envisagee n'ayant aueune
influence pour la determination du nombre de tetes
exposees au risque. Oes assures sinistres sont censes etre
remplaces immediatement par d'autres soumis au risque
envisage, dans la m&me mesure que les assures du groupe.



Jja difference entre les notions de probability eor-
rigees et de probabilites independantes d'extinction reside
dans la constatation suivante: pour la determination de

la probability corrigee, les assures «remplacjants» sont
soumis au risque envisage pour une duree approximative,
ä savoir la rnoitie de ces assures pour une annee, et 1'autre
moitie pas du tout, ou, ce qui revient au meme, tons

pour une demi-annee. l'our le calcul de la probability
corrigee, nous faisons la supposition d'une repartition
uniforme des sinistres pendant l'annee d'observation,
tandis que pour la determination de la probability in-

dependante, il est nycessaire d'ytablir le nombre des

sinistres d'une maniere rigoureuse, sans faire de supposition

particuliyre pour la rdpartition des sinistres pro-
voquds par une autre cause que celle envisagde.

On sait que l'introduction des probabilites inde-

pendantes d'extinction a permis h Karup do donner une
forme simple a la probability qu'un evenement sur lequel
plusieurs causes agissent ne se produise pas. La probability

que, dans le courant d'une annee, un evenement

qui peut etre provoque par plusieurs causes ne s'accom-

plisse pas est egale au produit des probabilites independantea

annuelles correspondant a la non-arrivee de

chacune de ces causes.

Soit une collectivity (I: II) d'un grand nombre

d'assures, tons d'äge «>. Deux causes, l et II, agissent
simultanement pour reduire le nombre des assures de

cette collectivity a partir de cet age m.

Definissons |>ar

le nombre des assures de la collectivity (I: II) ä

l'äge o) + t,, qui n'ont pas ete sinistres, ni par
la cause I, ni par la cause 11;
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ilM
|

le nombre des assures ä l'äge co + t, si la cause

I avait agi seule;

Ko+t 'e n°inbre des assures ä l'äge co + t, si la cause
II avait agi seule;

il /il _ 'to-M W/M
Ioj I t ',[

lCü I i

la probability independante annuelle d'extinction
correspondant ä l'arrivee de la cause 1; autrement

dit, la probability annuelle de sortie d'une
collectivity (I), en designant ainsi la collectivity des

assures si la cause 1 agit seule et dont, au debut
des observations, le nombre est

,.ll uj i «J r'ti'/oi-l-i *
7 Ü
lUl+t

la probability independante annuelle d'extinction
correspondant ä l'arrivee de la cause II; au debut
des observations, le nombre des assures de la
collectivity (II), est

ill _ ,1:11
bu> — lu> >

Pm+t probability annuelle qu'un assure d'age co -|- t

ne sorte pas de la collectivity (!:[[) avant
d'avoir atteint l'äge co + t + I

j 1:11

,nl:Ill'toU — ,1:11
liO VI

L'application du theoreme de Kamp fournit pour
Vwn la valeur

P'cou (1—Cm) (i-Cu)
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Definissons encore par

^w \
i 'e ootnbre des assures qui sortiront de la collectivity

(L: T I) par suite d'un sinistre provoque
par la cause I, apres avoir atteiut l'äge m + t
et avant d'avoir atteiut l'äge co + t -f- 1;

ä'Jf, le nombre des assures qui sortiront de la collec¬

tivity (I: II) par suite d'un sinistre provoque
par la cause II, apres avoir atteint l'äge o> + t
et avant d'avoir atteint l'äge m + t + 1;

'/oil
<

'a probability experimentale annuelle d'extinction
correspondant ä l'arrivee de la cause I;

'lwH 'a Pr°babilite experimentale annuelle d'extinction
correspondant ä l'arrivee de la cause II;

Definissons encore par

'Iwh 'a probability corrigee annuelle d'extinction cor¬

respondant ä l'arrivee de la cause I;
r]"f, la probability corrigee annuelle d'extinction cor¬

respondant ä l'arrivee de la cause II;

Le thboreme qui fait l'objet du chapitre IV ci-dessus

et qui fait intervenir les probabilites corrigees d'extinction
conduit pour ä 1'expression

| ftde) /,r/(e)
l'oi I i — 1 Hoi VI Hoi-Vt •

flM
„/(c) _ 'Vh
liolt ij.ji 1 j//(e)

bu-M 2 oi VI



— 60 —

Introduisons les intensites et det'inissons

Le theoreme de Karup a son point de depart dans

la relation

qui, generalement, est admise sans demonstrationl).
On peut la demontrer facilement comme suit:

Si nous designons par

/Cm grandeur qui, multipliee par l!^\\ et dt, four-
nit le nombre des sinistres pendant le temps clt

dus ä la cause I;
/'"-It grandeur qui, multipliee par et dt, four-

nit le nombre des sinistres pendant le temps dl
dus a la cause II,

Nous posons comme condition que, dans la col-

lectivite (I) les sinistres, par suite de la cause II, conti-
nuent it etre soumis au risque de la collectivite (I),

0 W. Friedli: «interisitätsfunktion und Zivilstand.» —
21mo Bulletin de 1'Association des Aotuaires suisses, 1926, p. 44.
form. 9.

2) G. Schaertlin: «Zur mathematischen Theorie der
Invaliditätsversicherung. » — lor Bulletin de 1'Association des Aetna

ires suisses, 1900, p. 52/54, form. 2:1.

/Cm /CM + /«,
M
'0)-\ l '

on a
co \ l I f (ü-\-t
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dans la meine mesure que s'ils n'avaient pas ete sinistres

l>ar suite de la cause II, au trennen t dit, que les sinistres

provoques par la cause II n'aient aucune influence sur
la formation de la collectivite (1).

Nous posons une meine condition pour la collectivite

(II), a l'egard des sinistres provoques par la cause I.

La connaissance des fonctions l'm
11

t et /.iJ") t suffit

pour determiner toutes les autres fonctions introduites.
Kn effet, on a pour la collectivite (I),

ll »

Kl+\ (iesigne le nombre des assures qui sont sortis de

la collectivite (I: II), par suite de Faction do

la cause II, entre l'äge to et l'äge to -|- t, et qui
n'ont pas ete sinistres par la cause I avant d'at-
teindre l'äge m + t. Ces assures font toujours
partie de la collectivite (I).

h dösigne le nombre des assures qui sont sortis de

la collectivite (1: II), par suite de Faction do

la cause I, entre l'äge to et l'äge to + t, et qui
n'ont pas ete sinistres par la cause II avant d'at-
teindre l'äge to + t. Ces assures font toujours
partie de la collectivite (II) J).

t

i HID _ fji-.u m vt du^tO VI J ''Mill IUU1 + II I—ui O) III J
0

') Les intensity» qui d6coulent des deux fonctions

;/(/!) -ill(l)
to I t et to I

ii savoir

-Kl"l -KV,
'Ml-* 6

x"(vl-dt'
peuvent intervenir dans certains problemes.
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-vPL+v ötant la probability poui1 un assure d'fige co -f- y
de faire encore partie de la collectivite (I) h

l'age co -f t

i1
i ^ Wi

l—yfm-Vy rt
'co-lw

La relation (7) devienfc:

t

1 1 _ll-.Il I III-.11 .All) „7 7

co -I -7 co M ' J co I - (/ /co 17/ 7—y/co + y l)
0

7
11:11 (77)

7/ _ 77:77 i 77 / '«+)) reo-I-7/ 7
''co I-7 " 'co-M I % M / ^ a£7

0 cO + l)

(7:77 ' 77:7/ (77)

1= »•' + / 'Wj/ -dy
co 1-7

q
''co l-)(

Derivons par rapport t

/7 (iI:IIY I1'11 (ll V /Z:" „(77)
co-M \ co -I-7/ co -1 - 7 \ co M/ 'co 17 /'co ++ 7/\ cO'Yt \ I / UJ I t- \ WTW I CU I t

iClf
0 Cm ffii")'—Ci (C h)' + C M£" -c>L"o

a (CM) (^O !-/) (77)U
"77777 77— +/»«+!

'cor-7 'co 1-7

d'oil
/CM /'CM — ("co-i / (8)

De meme, en partant de la collectivite (II),
ill _ll-.Il I 177(7)
'co + 7 — co -[- 7 r /Ico -M

C-l-7 Cm + j ^"v'/*w+v-l-uV"l-y dlJ
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lul(0 I t
,1:11
''oi \-l + / C" IIII1 ,,'11 _

01 I II

I11
„(Ill \ b» 11

roi i i/l in
°ui (-)/

<7<f/

7"ltO I / I/://
co /

7"'tu I *

oi t y oi t y i oi ly
(II)

7"loi \-y

dy

1
ji-.ii
a> L(_
"hi

r aji-ii j- ii-ii mi)/ '"«IjT'an rai+i/ ,rr

Derivons par rapport ä I

1"
01 I I

(C, f)2
'

(Cm)' 7/':"V4- Z':" -//(//)
Vol \t) r Ig, |( /"tu I j

1"lü) I

/"bo M (»' m/r
bo 11 'oH

I«oi1 fl-ll ,,vbo-H roi hi

l'—7" •1 lco f /

.,(11)

CT

0
L(C,,)
Cm

— u{")roj f- t

lf(W — Uu
rcol i ~~ reo 11 (9)

Des relations (8) et (9), on deduit

c.Q. F.D.

Au sujet de cette demonstration, on peut faire

quatre remarques:

1. Les grandeurs /<<'';, et /i^'1 t introduites pour
les besoms de notre demonstration se revelent bien,
cornnie on pouvait s'y attendre, egales aux intensites
des fonctions l'mVl et 7",,
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/'«Vi iL u

et //P" — II1161 ilui + l — fito + L

2. Les conditions posees an debut de la
demonstration— a savoir que, dans la collectivite (I), les assures
sinistres par suite de la cause II continucnt ä etre sou-
mis an risque de la collectivite (I), dans la meine
mesure que s'ils n'avaient pas ete sinistres par suite
de la cause II, ainsi que la condition analogue pour
la collectivite (II) — sont necessaires pour notre
demonstration.

Si ces conditions ne sont pas remplies

ll'i w I tuco-I-1

et //<"> -/- n11et ilco + t -/- ,U(X) \ I

Pour l'application du ttieoreme de Karup, les c.ondi-

tions enoncees ci-dessus sont, du reste, toujours satis-
t'aites, Karup faisant intervenir les intensities de deux
collectivites distinctes: dans la collectivite (1), les

sinistres provoques par la cause H, de meine dans la

collectivite (If), les sinistres provoques par la cause T

n'ont aucune influence pour la determination du nombre
de tetes exposees an risque L).

3. Nous sommes partis d'un ago m et d'uno collectivite

Si nous partions d'un autre age (co -f- e)

et d'un nombre d'assures egal a M, en laissant
done les sinistres par suite de Taction de la cause I

') Noes esperons pouvoir faire pa rait re prochainement le
memoire <[Lii s'occupe des probability experimentales, des
probability corrigees et des probability independantes, lorsque plus
de deux causes d'extinotion agissent simultanement.
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ou de la cause II avail t l'age (<o + e) completement
en dehors de nos considerations, la fonction t

resterait la meine:

ii-.ii ii-.ii
lto I t l-ff | — to-hff I (J>

tandis que les fonctions

l'a> M+[i] ^ ^60
I [f + i |

in piWf+[i| 'cot[«-HI

^w"l+\t\^ ^w+[« M|

et ® ® - 0

Toutefois, il est aise de constater que

/'to I-«-I [(J ~ /'to I-[«-Ml

et ii — ..a
N I [M ~ !'w • p hj

4. Nous avons utilise, connne notations,

il ill jl-.tl ,1(11) ,11(1)
lco I t' lo> M' to I /' to I i' Ato l-(

et d'autres encore.

11 existe line notation generalement reconnue pour
plusieurs de ces fonctions, si la cause d'extinction 1 est
le deces, et la cause d'extinction II 1'invalidite:

7 /:// hut
co-Vt ~ to -h I

il — /'to M — 1(0 +1

,1(11)
Ato I -I CO -hi

,.1-n _ a
rw t -t — reo \-l
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/lh+ t — iMcu-l-f

„(1) — ,/"»
rm+t — rta+i

ftt+t vco-it (Schaertliu)

Par contre, pour les fonctions une
notation generalement reconnue fait defaut. (Dans sa

publication: «Bases techniques pour l'assurance de

groupes», le Bureau federal des assurances designe notre
fonction VJ+I par J<j>+() *).

V1.

Conclusions.
1. L'actuaire ayant a determiner, pour une collec-

tivite on deux causes d'extinction 1 et IE agissent simul-

tanement, la probabilite annuelle qu'un assure ne soit

pas atteint, pendant I'annee d'observation, par 1'une

au moins des deux causes d'extinction, a t\ choisir entre
les deux possibility suivantes:

a) determination directe des probabilites
experimentelles d'extinction dans la collectivite (I: II) et cal-

cul de la probabilite annuelle desiree, par la formale

Pw\-t Icol'l'

b) determination, soit directe, soit a priori, des

probabilites independantes d'extinction, dans deux collec-

tivites distinctes (I) et (II), et calcul do la probabilite
annuelle desiree, d'apres le theoreme de Karup

Vul'i (1—3»+«) I1"S"+I)
x) Dans cette publication clu .Bureau federal des assurances,

les fovmules 35 et 30 (p. 27*), 104 et 105 (p. 35*) fournissent
pour les probabilites experimentales d'extinction ties valeurs
approximatives.
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2. Si l'actuaire veut faire intervenir les probabilities
corrigees d'extinction, la probability annuelle desiree

doit etre calculee d'apres la formule

v,„
\ luy + l lu> VI

L'emploi des probability corrigees et l'utilisation
de la formule ci-dessus n'apportent, du reste, aucune

simplification, ni au point de vue pratique, ni au point
de vue theorique, pour la determination de p!ü} \\. Les

probability corrigees fournissent pour les probability
independantes, de bonnes valeurs approximatives et
faciles a obtenir.
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