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A. Benteli.

Spezielles Uber ebene Kreiskegelsechnitte.

Langst Bekanntes iiber das Wesen der zentrischen Kol-
lineation werde zunichst nur kurz angefiihrt, da die folgenden
Mitteilungen sich darauf stiitzen.

Schneidet man ein Strahlenbiindel mit zwei beliebigen
Ebenen und verbindet in beiden Ebenen die entsprechenden oder
verwandten Schnittpunkte in gleicher Weise zu einer Figur, so
erhilt man zwei zentrisch kollineare Figuren, deren verwandte
Geraden sich im Schnitte der Ebenen, Kollineationsaxe, treffen.
Wird ein solches System zentrisch kollinearer Figuren parallel
auf eine Ebene projiciert, so erhilt man in dieser ein sog. ebenes
zentrisch kollineares System und dreht man die eine Figur um
die Kollineationsaxe herum, um einen Winkel ¢, so bleiben die
beiden Figuren zentrisch kollinear. Kollineationszentrum wird
dabelr das um die Gegenaxe um denselben Winkel ¢ herumge-
drehte Kollineationszentrum, Dies erhellt sofort aus Fig. 1.
Gegenaxe ist der Schnitt der einen Figurenebene mit der zur
anderen parallelen Ebene durch das Zentrum.

In Fig. 2 ist eine beliebige vierseitige Pyramide durch eine
Ebene in einem Parallelogramm geschnitten. Die Schnittebene
ist so gewihlt, .dass die Gegenaxe durch die Schnittpunkte der
Gegenseiten des Grundflichenvierecks geht. So ‘miissen ja die
den Gegenseiten verwandten Geraden in der Schnittebene parallel
ausfallen und der Pyramidenschnitt wird somit ein Parallelo-
gramm. Denkt man sich das Pyramidenzentrum, Kollineations-
zentrum, um die Gegenaxe gedreht und die Schnittebene stets
um den gleichen Winkel um die Kollineationsaxe herum, so sieht
man ein, dass dasselbe Parallogramm aus unendlich vielen Pyra-
miden dber derselben Viereckgrundfliche geschnitten werden
kann. '
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So wie ein beliebiges Viereck durch zentrische Kollineation
in ein Parallelogramm iibergeht, lisst sich ein beliebiges Viereck
auf gleichem Wege in ein Rechteck verwandeln, Fig. 3. Dabei
ist aber das Kollineationszentrum auf dem Kreise iiber dem
Durchmesser « 8 anzunehmen, damit die den Gegenseitenpaaren
des Vierecks verwandten Geraden die Richtungen O« und Op
erhalten, d. h. senkrecht zu einander ausfallen.

Wo auf dem Kreise iiber dem Durchmesser « 3 ist nun das
Kollineationszentrum zu wihlen, damit das Viereck ABCD in ein
Quadrat iibergeht ? ~

Dazu ist notig, dass (Fig. 4) die Diagonale A’C’ den Winkel -

.B’A’D’ halbiert, Wir ziehen den zur Gegenaxe senkrechten

Kreisdurchmesser MM, verlingern die Vierecksdiagonale AC bis
zum Schnitte S auf der Gegenaxe und ziehen MS und M*S bis
zu den Schnitten N und N* auf dem Kreise. Setzt man das

Kollineationszentrum in N oder in N*, so bekommt die der Diago-
nalen AC verwandte Gerade A’C’ die Richtung von SN oder

SN¥, also halbiert sie den Winkel B’'A’D’, ebenso wie NS oder
N*S den Winkel aNg oder aN*3 halbiert, denn die Winkel NS

und ANS und anderseits die Winkel «N*S und gN*S sind Peri-
pheriewinkel iiber Viertelkreisen. In Fig. 4 ist das Quadrat der

Deutlichkeit halber nur fir das Kollineationszentrum N* kon-
struiert worden,

Nun liegt der Gedanke nahe, von diesem Resultate An-
wendung zu machen auf ebene Kreiskegelschnitte, Wir mochten
den Leitlinienkreis durch zentrische Kollineation in einen Kreis
iiberfithren, wodurch man zur Einsicht kommen wird, dass der-
selbe Kreis aus unendlich vielen Kegeln tiiber denselben Leit-
linienkreis durch Ebenen ausgeschnitten werden kann. Dazu
geniigt es allerdings nicht, ein beliebiges, dem Leitlinienkreise
umschriebenes Vierseit durch zentrische Kollineation in ein
Quadrat zu verwandeln — es kann ja auch einer Ellipse ein
Quadrat umschrieben sein —, es muss vielmehr ein solches um-
schriebenes Vierseit gewidhlt werden, dessen Kreisberiithrungs-
punkte im verwandten System in die Mitten der Quadratseiten
zu liegen kommen. Dies ist aber der Fall, sobald die Verbin-
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dungsgeraden der Kreisberithrungspunkte der Gegenseiten des
dem Leitlinienkreise umschriebenen Vierseits konjugierte Geraden
sind oder — was gleichbedeutend ist — sobald die Seiten des
Vierseits aus konjugierten Punkten der Gegenaxe beriihrend an
den Leitlinienkreis gezogen werden.

In Fig. 5 sind aus dem Punkte P der Gegenaxe die Tan-
genten an den Leitlinienkreis gezogen. Die Verbindungsgerade
der Berithrungspunkte A und B ist die Polare p zum Punkte P.
Zieht man p bis zum Schnitte Q auf der Gegenaxe und zieht
aus Q die Kreistangenten, so ist die Verbindungsgerade der
Kreisberiihrungspunkte E und F die Polare q. Diese geht durch
P, denn, wenn ein Punkt die Polare p durchliuft, so dreht sich
seine Polare um den Pol P der Geraden p. P und Q sind also
konjugierte Punkte, jeder liegt auf der Polaren des andern; p
und q sind konjugierte Geraden, jede geht durch den Pol der
andern. Der Schnittpunkt R der Geraden p und q liegt in Bezug
auf die Kreisschnittpunkte harmonisch zu P und Q, also ist R
der Pol der Gegenaxe r. R, P und Q bilden ein Tripel har-
monischer Punkte. Fir eine Schnittebene durch irgend einen
Kegel iiber dem Leitlinenkreise werden die verwandten Geraden
zu p und q konjugierte Durchmesser, denn der verwandte Punkt
R’ zu R wird Zentrum des Kegelschnitts, da die verwandten
Punkte zu P und Q ins Unendliche fallen. Deshalb halbieren
die zu p und q verwandten Geraden p’ und q’' das je zum an-
dern Durchmesser parallele Sehnensystem. Das durch die Kreis-
tangenten aus P und Q gebildete Vierseit wird im verwandten
Systeme das dem konjugierten Durchmesserpaare zugehorige
Parallelogramm. Durchlauft P die Gegenaxe r, so bewegt sich
Q in gleicher Richtung durch r bis ins Unendliche, sobald P
nach M kommt, d. h. in den Schnittpunkt der Gegenaxe mit der
Senkrechten zu ihr aus dem Kreiszentrum C. Umgekehrt riickt
Q nach M, so riickt P in r in gleicher Richtung ins Unendliche.
P und Q bilden eine Involution mit M als Mittelpunkt. Diese
Involution P, Q auf r lasst sich in verschiedener Weise erzeugen.

a) Die Polare p steht senkrecht zu PC, ihr Schnittpunkt D
liegt somit auf dem Kreise iiber Durchmesser CR. Wenn D sich
also auf diesem Kreise bewegt, so geben die Geraden DC und DR
auf der Gegenaxe r konjugierte Punkte P, Q dieser Involution.
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b) Die Dreiecke PCM und RQM sind geometrisch ahplich,

somit - — MR 400 PM . QM = MC - MR — Quadrat der Tan-

MC QM
gente ML, aus M an den Kreis tiber Durchmesser CR. Zieht
man iiber dem Durchmesser PQ den Kreis, der CM in N schneidet,

— 92 — 2

so ist MN == MP - MQ, also auch = ML, somit erhilt man N
durch Umklappung von ML nach MN. Alle Kreise durch N,
deren Zentra in r liegen, geben die Involution P, Q.

-2

¢) Im rechtwinkligen Dreieck PBC ist PB = PD - PC. Nun
ist Dreieck PCM geometrisch #hnlich Dreieck PQD, somit
L2 o oder PD.-PC=PM.PQ. Aus dem rechtwinkligen
PM PD

.

Dreieck PNQ folgt PM - PQ = PN, also PB =PN. Man gelangt
demnach zum Resultate: Alle den Leitlinienkreis normal schneiden-
den Kreise, deren Zentra in r liegen, gehen durch N und geben
im Schnitte mit r Punkte der Involution P, (). Selbstverstind-
lich gehen diese Kreise auch durch den zu N in Bezug auf r

symmetrisch' liegenden Punkt N*.

Will man fiir die Horizontalprojektion eines ebenen Schnittes
durch einen Kreiskegel in der Horizontalebene das Axen-
system der Ellipse erhalten, so braucht man nur den P und Q@
liefernden Kreis zugleich durch N und O, (Horizontalprojektion
des Kegelzentrums) gehen zu lassen. Doch, wir lassen dies bet
Seite und wenden uns zur Verwandlung des Leitlimenkreises
durch zentrische Kollineation in einen Kreis.

Die Kreistangenten aus P und Q (Fig. 5) bilden ein dem
Leitlinienkreis umschriebenes Vierseit, dessen Diagonalen die
Geraden UC, BD und r sind. Damit das Vierseit in ein Quadrat
verwandelt werde, ist das Kollineationszentrum auf dem Kreise
iiber Durchmesser PQ) zu wahlen. Nur so kann die verwandte
Figur ein Rechteck werden. Damit das Rechteck ein Quadrat
wird, muss die zur Vierseitdiagonalen DB verwandte Gerade '8’
den rechten Winkel A'®B’'C’ halbieren. So zieht man denn die
Diagonale 89 bis zum Schnitte S auf r und zieht die Gerade
S bis zum Schnitte N* mit dem Kreise iiber Durchmesser PQ).

Es zeigt sich nun, dass die Gerade «S mit der Geraden SN™ zu-
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sammenfillt. Dies muss eintreffen, wenn Winkel QN™S = 45°,
denn Peripheriewinkel QN*« iiber dem Viertelkreis Qe ist = 45°.
Dass Winkel QNS = 45° erhellt aus Folgendem :

In einem Vierseit wird jede Diagonale durch die beiden
andern harmonisch geteilt. Hier (Fig. 5) wird im Vierseit ABED
die Diagonale P@Q durch die Diagonale B in S und durch die
Diagonale 2€ in T geschnitten. PQ, ST ist somit eine har-

monische Punktreihe und das Strahlenbiischel N*(PQ, ST) ein

harmonisches Strahlenbiischel. N* liegt auch auf dem Kreise iiber
Durchmesser ST, denn es soll gleich nachher bewiesen werden,
dass S und T konjugierte Punkte, also auch Punkte der Invo-
lution P, Q sein miissen. Wenn in einem harmonischen Strahlen-
biischel zwei zugeordnete Strahlen zu einander senkrecht stehen,
so sind sie die Halbierstrahlen des Winkels der anderen zuge-

ordneten Strahlen. Im harmonischen Strahlenbiischel N*(PQ, ST)
stehen die zugeordneten Strahlen N*S und N*T zu einander
senkrecht, also halbiert N*S den Winkel der Strahlen N*P und
N*Q, somit ist Winkel QN*S wirklich = 45° Der Punkt N* oder
auch N 1ist also als Kollineationszentrum fir die -Verwandlung

des umschriebenen Vierseits in ein Quadrat zu wihlen. Fir jedes
aus konjugierten Punkten P, Q konstruiertes umschriebenes Vier-

seit ist stets bei Verwandlung in ein Quadrat N oder N* als
Kollineationszentrum anzunehmen. ,
| Von P aus wird die harmonische Punktreihe AB, RQ nach
AP, FQ und nach BE, EQ projiziert und von Q aus die har-
monische Punktreihe EF, RP nach €%, BP und nach 8%, AP,
somit hat man auf den vier Seiten des Vierseits WABED har-
monische Punktreihen. Da P und Q auf der Gegenaxe r liegen,
ihre verwandten Punkte also ins Unendliche riicken, so fallen
die verwandten Punkte der ihnmen harmonisch zugeordneten
Punkte F, E und B, A in die Mitten der Quadratseiten A'D’,
B’C" und €'D’, 'PB’. Die dem Leitlinienkreise verwandte Figur
muss demnach der dem Quadrate A'B'E'D’ eingeschriebene
Kreis sein,

Nun ist, wie oben bemerkt, noch zu beweisen, dass die auf
der Gegenaxe r durch Vierseitsdiagonalen ‘erhaltenen Punkte S
und T Punkte der Involution P, Q sind.



— 209 —

Zunichst weisen wir nach, dass der Schnittpunkt der Vier-
seitdiagonalen € und BY, bezeichnen wir ihn mit V, mit dem
Pole R der Gegenaxe zusammenfallen muss. P (BD, VS) ist ein
harmonisches Strahlenbiischel, ebenso P (AB, RQ). Die Strahlen
PB und PA, ebenso P® und PB, PS und PQ sind dieselben,
somit fallen auch PV und PR zusammen. Q (BD, VS) ist ein
harmonisches Strahlenbiischel, ebenso Q (EF, RP). Die Strahlen
QB und QE, sowie QD und QF und QS und QP sind dieselben,
also fallen auch QV und QR zusammen. V fillt somit auf R.
— Zu diesem Resultate wirde auch der Brianchon’sche Saiz
fithren, man hiitte nur die Seiten des Vierseits ABED verschieden
Zu numerieren. —

Die Diagonale AF des Vierseits IARF und auch die Dia-
gonale EB des Vierseits CERB schneiden die Gegenaxe r in S,
sonst lagen verschiedene Punkte auf r harmonisch zu T in Bezug
auf die Punkte P und Q. Ganz analog lisst sich nachweisen,
dass die Diagonalen AE und FB die Gegenaxe r in T treffen,
da sonst mehrere Punkte auf r harmonisch ligen zu S in Bezug
auf P und Q. Es ist also S der Pol zur Diagonalen AC =s
und T der Pol der Diagonalen B%® — t. Die Punkte STR bilden
somit ein Tripel harmonischer Punkte in Bezug auf den Leit-
linienkreis. Die Punkte S und T gehoren der Involution P, Q an.?)

Die Tangenten aus S und T an den Leitlinienkreis bilden
ein Vierseit EF® O, das durch zentrische Kollineation mit Zen-

trum in N™ in ein dem verwandten Kreise umschriebenes Quadrat
iibergeht, das gegen das erste Quadrat A'B'C’'D’ um 45° ge-
dreht erscheint, Die Diagonale $§9 schneidet die Gegenaxe r in
Q, 3Q gibt auf dem Kreise tiber Durchmesser ST das Kollinea-
tionszentrum, das ist aber nach frither gegebenem Beweise wieder
Punkt N*

Wiirde man die Kollineationsaxe parallel ndher zur Gegen-
axe oder werter davon verschieben, so wiirde der verwandte
Kreis mit den umschriebenen Quadraten kleiner oder grosser
ausfallen, aber stets bekime man zentrisch #&hnliche Systeme

mit Zentrum in N*.

1} Es ist ja iibrigens bekannt, dass die Diagonalen eines einem Kreise
umschriebenen Vierseits ein Tripel in Bezug auf den Kreis bilden.

14
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Denkt man sich nun auch hier N* als um die Gegenaxe
r herum in die Leitlinienkreisebene umgeklapptes Kegelzentrum

und klappt N* wieder in den Raum zuriick, so bekommen wir
die Vorstellung von unendlich vielen Kegeln iiber dem Leitlinien-
kreise, aus denen derselbe Kreis durch Ebenen durch die Kol-
lineationsaxe parallel zur Ebene durch Gegenaxe und Kegel-
zentrum geschnitten werden kann.

Nun lasst sich leicht die Frage besprechen:

Wie findet man Ebenen, die einen beliebigen Kreis-
kegel mit gegebenem Zentrum in Kreisen schneiden,
selbstverstindlich abgesehen von den zur Leitlinienebene paral-
lelen Ebenen ?)

Dazu ist Richtung und Lage der Gegenaxe r zu bestimmen.
Aus Obigem ist die Richtung schon bestimmt, sie muss seunk-
recht zur Projektion der Kegelaxe auf die Leithnienebene stehen.
Das um die Gegenaxe r umgeklappte Kegelzentrum muss in den

Punkt N oder N* (Fig. 5) fallen. Zu dieser Drehungsebene steht
die Gegenaxe senkrecht. Nun ist noch die Lage der Gegenaxe
zu bestimmen. Sie muss so liegen, dass ihr Abstand vom Kegel-
zentrum gleich 1st dem Abstande vom Punkte N (Fig. 6), also
von dem Punkte, in dem sich alle Kreise iiber den Durchmessern
P Q schneiden. Dieser Abstand hingt von der Lage des Punktes
N ab, die ihrerseits wieder durch die Lage der Gegenaxe bedingt
ist. Die Entfernung des Punktes N von der Gegenaxe ist gleich
der Linge der Tangente aus F an den Leitlinienkreis. Fir diese
Linge gilt (Fig. 6) y¥? = (x -} r)? —1r> =x*> 4 2rx, wo x von A
weg gemessen ist. Die Werte von y sind fir verschiedene Werte
von x als Ordinaten aufgetragen und die Endpunkte derselben
durch die Kurve M verbunden. Fir den Abstand des Kegel-
zentrums O von der Gegenaxe gilt > =Db? 4 (r —a)? woaund b
die Koordinaten des Kegelzentrums O in Bezug auf den Koor-
dinatenursprung in A bedeuten. — In Fig. 6 denke man sich die

) Die Richtung solcher Kreisschnittebenen kann freilich in ver.
schiedener einfacher Weise bestimmt werden, wie auch die spiter folgende
Arbeit des Herrn Dr. Fliikiger zeigen wird. Es bietet aber doch einiges
Interesse, zu sehen, wie man vom Verfahren der zentrischen Kollineation

ausgehend zu demselben Resultate gelangt.
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Vertikalebene durch O und AH um AH herum in die Kreisebene
geklappt. — Die Verbindung der Endpunkte der Ordinaten y gibt
die Kurve N. Fir die richtige Lage der Gegenaxe muss y
gleich y sein und x=rg, also x* 4 2rx ="0b* -} (x —a)2. Dies
entspricht dem Schnittpunkte der Kurven M und N. x* 4 2rx
=b% -} x> — 2ax | a’, somit x = 2’ b’ = ¢ . ¢ st
2a -} 2r 2a -{-2r
also die mittlere Proportionale zwischen x und 2a -} 2r und
danachk ist x leicht zu konstruieren. Man errichtet in A senk-
recht zur X Axe die Strecke ¢ nach D, trigt links von H die
Strecke a zweimal ab, verbindet B mit D und errichtet darauf
die Senkrechte, die auf der X Axe den Punkt F, d. h. die rich-

tige Lage fiir die Gegenaxe r gibt. Betrachten wir einige spezielle
Fille :

2]

<

1. a=o0 ., x= 5 oderx:b=">b:2r. Man errichtet in A die
al

Hohe b des Kegelzentrums senkrecht nach E, verbindet H
mit E, so gibt die darauf Senkrechte auf der X Axe den
Punkt G, durch den die Gegenaxe gehen muss.

2 2
2. a = —r (senkrechter Kreiskegel) .". x = Lt = cv. Die
0

Gegenaxe riickt ins Unendliche, die Schnittebene parallel zur
Ebene durch r und Kegelzentrum, die aus dem Kegel einen
Kreis ausschneidet, wird parallel zur Leitlinienkreisebene.
:(21')~—|—b2:__£’ . RXid=d:2r,
—2r 2r

Wieder hat man auf HE die Senkrechte zu errichten bis G
auf der X Axe. Die Strecke HG gibt den absoluten Wert
fir x, ist aber, da x negativ geworden, von A nach links ab-
zutragen. Wir erhalten eben einfach den zum Spezialfall 1,
symmetrischen Fall in Bezug auf das Kreiszentrum.

Die Kurven M und N (Fig. 6) sind gleichseitige Hyperbeln,
was durch einfache Koordinatentransformationen sich leicht
ergibt,

Fir Kurve M gilt y> = (x } 1)2 — 1?, Koordinatenursprung

m A. Setzt man den Ursprung in das Kreiszentrum C und
nennt die Abscisse x/, so ist x=x' ~r, somit y? = (x'—r }r)*—1*

3. a=-—2r .. x
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x't  y? : L
oder = x'? —r?%, daraus e o 1, d. h. die Kurve ist eine
r I’
gleichseitige Hyperbel mit reeller Axe = 2r.
' Far Kurve N gilt 92 = b? 4 (r — a)® Koordinatenursprung
in A, Setzt man den Ursprung in den Endpunkt von a und
vertauscht § Axe und ¢ Axe, d. h. setzt y=—1 und r=a-7v/,
so erhalten wir ¢'> =0b% 4 (a -}y’ — a)® oder "2 =D>b? 4-y’% da-
/2 re
raus gb—z - %2— = 1. Die Kurve N ist somit auch eme gleich-
seitige Hyperbel mit reeller Axe = 2b.
In Fig. 7 ist fir den schiefen Kreiskegel, dessen Zentrum O
die Koordinaten a und b hat, in gleicher Weise wie oben in

Fig. 6 nach x = Ll s
2a-1-2r
Ebene rO eine Schnittebene S angenommen worden, die also
nach Obigem den Kegel in einem Kreise schneiden muss, und
dann wurde der Schnittkreis zunichst als zentrisch kollineare
Figur zum Leitlinienkreise mit Hiilfe des speziellen umschriebenen
Vierseits ABED, das durch die Tangenten aus den konjugierten
Punkten Q und P (im Unendlichen) entstanden, konstruiert, also
wie in Fig b fiir das Vierseit von beliebigen konjugierten Punkten
P, @ aus. Der Kreis iitber Durchmesser (), P wird, da P im
Unendlichen, unendlich gross, so dass der Punkt ¢ (Fig. 5) hier
in Fig. 7 in Richtung 45° zur Gegenaxe ins Unendliche fillt.
Diese 45° Gerade gibt auf der Geraden durch Zentrum des Leit-
linienkreises senkrecht zur Gegenaxe r das Kollineationszentrum
N* und wir bekommen QN* — QS = QT =— QN = QC = QO,
wie es fir den Kreisschnitt der Ebene S erforderlich i1st. Nach-
her klappte man den Schnittkreis der Ebene S um die Kollinea-
tionsaxe herum -in die Leitlinienebene. Dabel zeigte sich sofort,
dass, wie selbstverstindlich zu erwarten war, beide Konstruk-
tionen zu demselben Resultate fithrten. Der umgelegte Durch-
messer A’B’ fiel auf den Durchmesser A’B’ des kollinearen
Kreises und der senkrechte Durchmesser C’'D’ fiel nach Um-
klappung auf den senkrechten Kreisdurchmesser C'R’'D’, denn
¢'D/ R/O, R,O0, mn RN COD
c,D, RO, R,0, R,n RN (D,

die Gegenaxe r bestimmt, parallel zur

. Da die ausser-







Tafel I.




Tafel II.

Fig. 7.
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sten Verhiltnisse gleichen Nenner C,D, haben, so miissen, da
die Verhiltnisse einander gleich sind, auch die Zihler einander
gleich semn, d. h. C,/D,” = C'D’. Der um S, herumgeklappte
Kegelschnitt der Ebene S fillt also vollig auf den durch zen-
trische Kollineation aus dem Vierseit abgeleiteten Kreis. Alle
zu S parallelen Schnittebenen schneiden selbstverstindlich den
Kegel auch in Kreisen.

Man kann sich auch das riumliche zentrisch kollineare
System in Richtung parallel zur Sehne O,n auf die Leitlinien-
ebene projiziert denken und erhilt in dieser das gezeichnete
ebene zentrisch kollineare System.
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