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Anwendung der Optik triiber Medien.
III. Beleuchtung inhomogener, gekrimmter Schichten.
Theorie des Purpurlichtes
von P. Gruner.
(7. XI1. 32.)

Inhaltsangabe. Die fritheren Untersuchungen iiber die Beleuchtung diinner,
sphérisch-gekrimmter, tritber Schichten werden erweitert auf dickere, inhomogene
Schichten, die selber inhomogen beleuchtet werden. Die hergeleiteten Ausdricke,
dic immer nur unter der Annahme bloss priméarer Lichtzerstreuung gelten, werden
auf das Problem des Purpurlichtes angewendet. Es wird eine einfache Theorie
desselben entwickelt und an einem durchgerechneten Beispiel die Brauchbarkeit
der Theorie dargetan.

1. Intensitit gekriimmter, inhomogener Schichten.

In einer vorangehenden Arbeit!) haben wir in den Formeln (13)
den Ausdruck fir die Intensitit des von emner diinnen, homogenen,
sphiirisch gekriimmten, tritben Schicht gestreuten Sonnenlichtes
gegeben. Vorausgesetzt wurde, wie dies auch im folgenden getan
wird, dass nur priméare Lichtzerstreuung zu berticksichtigen sei,
und dass die Sonnenstrahlen ein Parallelstrahlenbiindel bilden,
dessen atmosphéarische Refraktion zunéchst zu vernachlissigen ser.

Im nachfolgenden sollen diese Ausdriicke erweitert werden
fiir den Fall einer dickeren, gekriimmten, wnhomogenen Schicht,
die sich als Summe einzelner, fiir sich homogener, diinner Schichten
auffassen ldsst. Auch das einfallende Sonnenlicht soll als tnhomogen
angenommen werden, jedoch so, dass es sich in einzelne, fiir sich
homogene Parallelstrahlenbiindel zerlegen lisst. Die folgenden
Austihrungen gelten nur fiir die Ebene des Sonnenvertikals; sie
lassen sich ohne grundsidtzliche Schwierigkeiten aut rédumliche
Verhiltnisse erweitern.

Die Gesamtschicht von der Dicke A H (s. Fig. 1a) werde in p
sehr diinne, homogene Schichten von derselben Dicke Ah=1/p-AH
zerlegt; sind gewisse homogene Gebiete der Gesamtschicht dicker
als Ah, so werden sie als aus mehreren Einzelschichten gleicher
Art zusammengesetzt angesehen.

Eine beliebige, mit dem Index m (m = 1,2..... p) bezeichnete
Einzelschicht 1st physikalisch durch die bekannten Konstanten

') P. GrUNER, Helv. Phys. Acta 5, 145, 1932; wird im folgenden einfach
als 1I bezeichnet.
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gekennzeichnet: I',, = Zerstreuungsfunktion, n,, = Zahl der zer-
streuenden Teilchen pro Volumeneinheit, k,, = Ausloschungskoef-
fizient eines Teilchens, x,, = n,,k,, = Ausloschungskoeffizient pro
Langeneinheit. Wir fithren ausserdem die Grosse

B = (1)

als Zerstreuungsfaktor ein.

Fir die geometrischen Verhiltnisse (s. Figur 1c¢) gelten
folgende Feststellungen.

Das in Betracht kommende einfallende Sonnenlicht sei ein
die Erdoberfliche (mit Radius R) berithrendes Parallelstrahlen-
biindel mit der vertikalen Breite 4 B; es trifft die zu beleuchtende
atmosphérische Schicht von unten. Ein Beobachter B der Erd-
oberfliche, fiir welchen die Sonne die Sonnentiefe 6 = Z — 90
hat, blicke unter einem Hohenwinkel ¢ = 90 — [ gegen die
beleuchtete Schicht; sein Blickstrahl bildet mit der Richtung der
Sonnenstrahlen den Zerstreuungswinkel

p=¢+ 0. (2)

Das Stiick dieses Blickstrahles, das innerhalb des Sonnen-
strahlenbiindels liegt, bestimmt zwei Grenz-Schichten: die obere
,»Schluss-Schicht mit Index s und die ,,untere Schicht* mit
Index w. Umfasst das Strahlenbiindel alle Schichten, so wird
s=p—+1, u=0.

Die Lagen dieser Schichten ergeben sich aus nachstehenden
Formeln, die fiir einen Punkt P,, auf der obern Grenzfliche der
mt" Einzelschicht gelten.

Hiebei ist h,, die Hohe dieses Punktes iiber der Erdoberfliche
pn die Breite des Strahlenbiindels von unten bis zum Strahl,
der durch P,, geht; ® und y sind die Winkel der Erdradien durch
P, und B mit dem zu den Sonnenstrahlen normalen Radius:

R m R ]‘m
cos @:-—-Rj_i;n- cos s:_—;—l-cos (q‘-——@)l .
1 R
tang €= - (‘R‘;‘ﬁ;{ 0% & O 9”); |
daber 1st
0=0 + vy p — O =¢+vy (4)

Um die Formel (13) in II anwenden zu kénnen, wird das
unterhalb des Punktes P,, zur Wirkung kommende, gekriimmte
Stiick der m'" Einzelschicht (s. Figur 1a und b) durch ein Drei-
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Fig. 1ec.
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eck ersetzt, dessen Basis senkrecht zur IIohe Ak steht, und dessen
Seiten sich berechnen lassen:

1 Ah " 1 h (5)

A = -= - Al = ———— = 5
sin @ sin (¢ — @)

woraus sich der Duwrehlissigkeitsfaltor ergibt:
D Al 6)
— . )
Al + Aw (

Diese Ausdriicke miissten eigentlich fiir alle Punkte P,

(m=u, u—+1.....3 ), iIn denen der Blickstrahl die Grenztlichen

der Einzelschichten trifft, besonders berechnet werden, da fir

jeden ein anderer Wert von @ gilt. — Beriicksichtigt man aber die

fiir die Atmosphire geltenden Verhéltnisse (vgl. Iigur 2, S, 358),
wonach die Dicke A H der Gesamtschicht immer noch verschwin-
dend ist gegentiber R, so geniigt es, fiir eme gegebene Blickrichtung
einen mittleren Wert von @ anzunchmen (entweder fiir P, oder
fir P,) und somit alle Dreiecke in den Einzelschichten als gleich
vorauszusetzen, mit demselben 1w und 11,

Nur fiir die 2 Grenzschichten sind dann diejenigen Teile, die
nicht mehr innerhalb des Strahlenbiindels liegen, abzuziehen:
von der Schlusschicht ist nur das Dreieck mit der Blicklinge

Al = i Al zu beriicksichtigen; von der untern Schicht 1st das
: 8 4 - B 1 .
Dreieck mit der Blicklinge A1, = - Al abzuziehen.

3 , 4 s . | |
Diese Werte A1, und 1l,, bzw. die Faktoren T und —
114

$
ergeben sich aus den folgenden Bezichungen (s. Figur 1a):

AB
A dyy == — =Al, + (s —u) Al — Al, ]
sin ¢ M
.Pm =1 4+m—u) Al — .II,,;J
sin ¢

der Wert des Durchlissigkeitsfaktors D bleibt, wie leicht ersicht-
lich, unveriandert.

Die Anwendung der FFormeln (13) aus 11 setzt voraus, dass
das einfallende Licht mnerhalb enes Strahlenbiindels, in welchem
Al liegt, homogen sei. Da wir hier eine beliebig inhomogene,
riaumliche Verteillung der Lichtintensitat innerhalb der Breite A DB
annehmen, trifft dies nicht zu. Immerhin kann (be1 der voraus-
gesetzten ,,Dinne” der Einzelschichten) nur eine kleine Inhomo-
genitit zur Auswirkung kommen; es ist deshalb berechtigt, tir
das zum Punkte P, gehirige Einzelschichtdreieck einen Mittel-
wert I,, des einfallenden Lichtes einzusetzen. Es 1st zu beachten,
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dass dieser Wert I, nicht vom Index m der Schicht abhingt,
sondern eine Iunktion des zu P, gehirenden p,, 1st.

Fir unsern Fall kommt nun die Formel (13) in I1 sofort in
folgender Weise zur Verwendung:

Das Schichtdreieck unterhalb P, (IYigur 1b) liefert als Bei-
trag zum Streulicht die Intensitét:

.7 o ’ L0 . — (][ o)
Y = Im Am D (] —e ™ )a
wenn I, die auf das Dreieck ber P, einfallende mittlere Licht-

intensitit ist. Diese hat aber die (m — 1) darunter liegenden
Schichten durchsetzen miissen, also 1st

r 3 t3, o txy) dw.
-Im — Im € m 1 m—2 1) ’

ferner muss das zerstreute Licht wiederum (m — 1) untere Schich-
ten durchsetzen, es wird

(¥4

. Ay A s 4.
Ip = 1, € oyt Hpy g A 'fl)---”_

Fiihrt man den Absorptionsfaktor ein
4_1 .- e--(.l w -+ A1) (8)

so wird die Intensitit des vom Einzelschichtdreieck unterhalb
P, nach B gestreuten Lichtes

s == Tyt B2 Die ({1l — AP s ot ™ B e oy (%)

Fiir das Einzelschichtdreieck der obern Schlusschicht sind
Aw und Al im Verhdltnis 1/r, zu verklemern, es wird also

x.‘:\ ; L. n .
i 17D (1 — Ay ) grer et (92)

Vom Einzelschichtdreieck der untern Schicht 1st der Anteil

Xu

des nicht mehr beleuchteten Stiickes mit dem Ausdruck 1 — 4 ™
vom Gesamtwert 1 — A% abzuziehen: es bleibt also

Hu

'l.'u — IuZul) (‘4 }:PL” - Axu)Axu- 1t %yt -ty ) (Qb)

Die Gesamthelligleit des unter dem Winkel ¢ dem Beobachter B
zugestreuten Lichtes ergibt sich zu

neooa—1

J =0+ D (im) + 1. (10)
el
Denkt man sich die betrachtete Schicht in die reine, 1deale
Atmosphire eingebettet, so kommen noch einige Zusatzfaktoren
und Zusatzglieder hinzu.
Ist I die Intensitit des auf die Atmosphiirengrenze einfallen-
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den Sonnenlichts, so erleidet dieses aut seinem Weg nach P,
bis zum Eintritt in die unterste Einzelschicht (m = 1) eine Absorp-
tion, die wir als atmosphdrischen Faktor I, (p,,) bezeichnen wollen ;
ebenso wird das aus der untersten Schicht austretende Licht in
der Blickrichtung auf einer Strecke [, eine atmospharische Aus-
loschung erfahren, die gegeben ist durch

ly
-—-jxd!
e o .

Ausserdem sind aber alle Sonnenstrahlen bereits einmal durch
die ganze Schicht gegangen, so dass das nach P,, gelangende
Strahlenbiindel einen weitern Absorptionsfaktor erhilt:

P
}l(efx.l'u') .
1

Demnach ist im Ausdruck fiir 1, die Intensitiat I, zu ersetzen durch

ly
P — [at
I By (Pm) ':(e”x'le g D ;
1
dabei ist dann die Dicke B des Sonnenstrahlenbiindels der
Hohe h, der obersten Schichtgrenze gleichzusetzen.

Hiezu kommt noch die Beleuchtung der gesamten reinen
Atmosphére selber, die in ihren untern Teilen durch die Schicht
mehr oder weniger stark geschwicht wird. In der Regel geniigt
es aber, eine blosse Superposition der beiden Beleuchtungswir-
kungen anzunchmen, so dass der Ausdruck (10) fir J einfach
noch um den Ausdruck auf S. 152 in II zu vermehren ist.

Beschriinken wir uns auf den IHauptanteil des Intensitiits-
ausdruckes, auf (9), so lidsst sich dessen Verhalten leicht dis-
kutieren.

Der Faktor A=+ "% der immer kleiner als 1 ist, zeigt
die zunehmende Ausloschung der Einzelschicht mit der Zunahme
der Anzahl der darunter liegenden Schichten, mit der Zunahme
threr Ausloschungskoeffizienten und mit der Zunahme der Strecke
Aw + Al (also mit abnehmender Steilheit des einfallenden und
des gestreuten Lichtes).

Beir gegebenem »x gibt der ,,geometrische Faktor™

G=D(1 — A%
die Abhéngigkeit der Intensitdt 1,, von den rein geometrischen
Verhiltnissen. Dessen Diskussion ldsst sich in gleicher Weise
durchfiithren, wie dies in friheren Arbeiten!) gemacht wurde.

') GRUNER, Helv. phys. Acta [, 1, 1928; GRUNER und GRUTTER, Helv. phys.
Acta 3, 477, 1930.
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(+ 1st eine monotone Funktion sowohl von 4w wie von 4l. Bel
konstantem Al nimmt G mit wachsendem Aw ab: vom Wert
1 —e " fiir Aw =0, bis zu Null fir 1w = oo; je klemer Al
um so flacher verlauft die G-Kurve. Bei konstantem 1w nimmt
( mit wachsendem Al zu: vom Wert Null fiir 41 = 0 bis zum
Wert 1 fir Al = wo; je grosser dw, um so flacher verlauft die
G-Kurve.

Die Abhdngigkeit von den physikalischen Eigenschaften der
mtet Einzelschicht 1st gegeben durch die Faktoren

Z(l o 1,«) e r (1 e 1w+ Ji))‘
) .\

Im allgemeinen 1st n- /7 proportional », so dass die eigentliche
Abhangigkeit von » nur durch 1 — e (" 1® hestimmt 1st; die
Intensitiat des gestreuten Lichtes nimmt also mit zunehmender
Ausloschung zu! Dieses paradoxe Resultat folgt eben daraus,
dass die zunehmende Auslischung durch eine Zunahme der Inten-
sitdat der Lichtzerstrenung bedingt 1st. Wiirde man dagegen
n-I" als unabhéngig von » ansehen, so zeigt der Ausdruck
1/ (1 — e e+ 40y eine Abnahme mit wachsendem x.

2. Theorie des Purpurlichtes,

Das Auftreten triitbender Schichten m der Atmosphare muss
besondere Lichterscheinungen bedingen, die in der meteorolo-
gischen Optik ganz allgemein als Ringerscheimnungen verschieden-
ster Art, zur Zeit der Dammerung aber besonders als Purpurlicht
bekannt sind. Aus den verschiedenen Erklirungsweisen!) des-
selben scheint sich neuerdings nachfolgende Auffassung als die
plausibelste zu ergeben.

Eine in der Atmosphire schwebende, mmhomogene Schicht
tribender Teilchen wird von der untergehenden bzw. aufgehenden
Sonne von unten beleuchtet. Die Sonnenstrahlen haben auf ithrem
langen Weg durch die Atmosphiire (und auch durch die unter
dem Horizont liegenden Schichten) schon eine starke selektive
Ausloschung erfahren, die ein starkes Uberwiegen der langwelligen
Strahlen bedingt. In der Schicht tritt cine Zerstreuungswirkung
ein, die bei geeigneter Grisse der suspendierten Teilchen als Beu-
gungserscheynung 1m weitesten Sinne des Wortes aufgefasst werden
kann; d. h. es entsteht um die Sonne cine zentrale, mehr oder
weniger weisse Scheibe mit gelbrotem bis purpurrotem Rande;
die Intensitidt dieser roten Tone wird bhesonders iiberwiegen, da

') GRUNER und KLEINERT, Die Dammerungserscheinungen. Probleme
der kosmischen Physik X. Henri Grand, Hambure, 1927.
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P. Gruner.

diescllen bereits im emnfallenden Strahlenbiindel
verstiarkt sind. Dieser rote Ring ist es, der dem
Beobachter als Purpurlicht erscheint.

Die zeithch-riumliche Entwicklung des Pur-
purlichtes und seiner Intensitit hidngt, ausser
von den Dimensionen der Schicht und der
Lichtverteilung im einfallenden Strahlenbiin-
del, wesentlich von der Zerstreuungsfunktion
I" ab, die ihrerseits eine Funktion des Zer-
streuungswinkels ¢ 1st. Der Beugungscharakter
von 1" wird sich allgemein darin dussern, dass
I" fir das ,prote’” Licht mnerhalb  gewisser
Werte ¢ und ¢" emen hohen Wert erreicht
und ausserhally derselben sehr gering ist (die
ausserhalb der zentralen Beugungsscheibe ent-
stehenden Beugungsmaxima der Beugungsringe
sind so schwach, dass sie keine Rolle mehr
spielen). Diese Grenzwerte ¢ und ¢ variieren
fir die verschiedenen Einzelschichten; da die
Grosse der schwebenden Tellchen naturgeméss
von unten nach oben abnimmt, so werden die
obern Einzelschichten starke Beugung mit
grossen Winkeln ¢ und ¢, grossem I" und
orossem # aufweisen, die untern aber kleine
¢ und ¢’, kleine /" und kleme x.

Wenn nun unsere formeln (9) — (10) zur an-
gendherten Berechnung der Helligkeitsverteilung
im  Purpurlicht verwendet werden sollen, so
kinnen wir folgende Anniherungen treffen:

Das einfallende Sonnenstrahlenbindel st
in Wirklichkeit inhomogen, speziell seine rote
IFdrbung nimmt von unten nach oben ab. Diese
Inhomogenitit ersetzen wir durch ein 1m Mittel-
wert homogenes, rotes Strahlenbiindel von der
Intensitit [ = 100 und von einer begrenzten
Breite 1 B. Die triibende Schicht zerlegen wir
i homogene Einzelschichten, deren Wert von
[" zwischen bestimmten Grenzwerten ¢ und ¢
direkt als konstant (unabhéngig von ¢) an-
genommen wird, wihrend er ausserhalh dieser
Werte gleich Null gesetzt wird. Fiir = und fiir

r nl . . . .
Z =- e sind fir jede Einzelschicht passende

konstante Werte zu wiihlen.
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Um ein Urteil iiber die Brauchbarkeit dieser Theorie zu
bekommen, wird im folgenden ein konkreter Fall durchgerechnet.

Es sel1 4B = 10 km, R = 6370 km, AH = 9 km, die untere
Grenzfliche der Schicht ser in einer Ilohe hy = 12 km. Wir zer-
legen die Schicht in 3 homogene Einzelschichten, also Ah = 3 km,
von unten nach oben mit den Indizes 1, 2, 3 versehen, und nehmen
folgende Werte der Konstanten an:

hy = 15: #» =001 Z, =1 innerhalb ¢; = 10° und ¢,/ = 20°

ho=18; =002 Z;==§ » @y = 20° @, = 30°
hy — 21: = 0,08 7, — 5 § Py = 300 @ = 400

Die Punkte, in denen der oberste Strahl des ,,roten’ Strahlen-
bundels die Grenzflichen der Eimnzelschichten (in den IHoéhen
hg = 12 km, h; = 15 km, h, = 18 km, h; = 21 km) schneiden,
sind mit T, T;, T, und 7T, bezeichnet; cie entsprechenden
Schnittpunkte mit dem untersten Strahl sind (), Q;, ., Q,; ihre
Lage bzw. die Winkel @ sind nach (3) berechnet.,

Fiir die Punkte Ty, T, und T, sind nach (10) die Intensititen .J
fiir die, je um 10° auseinanderstehenden Werte von ¢ berechnet,
fiir welche die Z von Null verschieden sind; dazu wurden dann
die Winkel ¢ und 0 aus (3) und (4) berechnet. Um noch einige
Zwischenwerte zu erhalten, wurden noch die Intensititen, die von
den passend gewihlten Punkten T,,, T\ ,, S., und S., ausgehen,
berechnet. Endlich ergibt eine einfache Rechnung, unter welchem
Winkel die betreffenden Punkte gerade im Horizont des Beobachters
untergehen (also & = 0 1st).

Auf Grund dieser Zahlen (xiche S. &b()) die in Figur 2 im rich-
tigen Verhdltnis gezeichnet sind, lisst sich emn un.ge]‘ah.pe.s Bild des
Purpurlichtverlaufes angeben, das mit den  Beobachtungsergebnissen

befriedigender Ubereinstimmung steht.

Wir lassen hier die angenihert interpolierten Werte lolgen,
die einen Vergleich mit den Beobachtungsresultaten ermdoglichen:

Untere Grenze Maximalstelle ; Obere Grenze
3 d. l’mpurhchtos‘ und Intensitit ‘(1 Purpurluhte
, i \
Q@ & } ' € ( &
230 | — | N f 179 307
20 35 15 (12025 | — —~ — | = =
3007 10 70 20 170 15 | ‘30 | 270
39 307 10 69307 | 20 16°30° 22 40 36° 30’
40 ¢y 10 60 20 | 160 26 40 . 36°
49 30’ 10 | 52307 25 | 20°30° 20 | 35 | 30030
500 10 50 15 100 10 | 25 | 200
5010’ 10 40 50/ J — — — \ 10 i 4% 50’
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Als Vergleich geben wir die Mittelwerte, die RiccenBACH
in Basel aus seinen Beobachtungen?!) 1883--1885 hergeleitet hat:

Untere Grenze ; Obere Grenze
o —
@ e | h | P e | h
2015 | 18915 | 16° | 2,6km 18°15  16° | 2,6km
2030° | 27°30° | 259 35 | 15°30" | 13° 3,2
30 ()’ 310 280 5,4 i 120 9o 4,5
30 30’ 37°30° | 34° 79 110 7,50 6,2
40’ 370 330 | 10,6 100 I L A
40 30’ 30°30" | 26° | 134 100 | 53 95
50 () 250 200 16,0 w5 11,3
50307 | 21°30° | 16° | 18,6 8930 | 3° 11,3
600" | 180 | 120 | 20,7 |
6930 149307 | 89 | 21,4 | - | —
| ? |

RiceenBacu berechnet die |, Iohe”

der triitbenden Schicht

unter der Annahme, dass sie stets die Stelle angebe, in welcher
sie von dem die Erde tangierenden Sonnenstrahl getroffen werde;
diese, nach unserer Theorie durchaus nicht zuldssige Annahme
gibt dann ein stindiges Anwachsen dieser ,,Ilohe".

Unsere Zahlen zeigen (s. auch Ifig. 2, 5. 358), dass ein Beobach-
ter B, zuerst das Purpurlicht als Purpurfleck in der Hohe
e = 17°30" erblickt, bald nachher sieht er es in B, schon wesent-
lich nach unten ausgebreitet, in einer Ilohe & = 12925, Seine
obere Grenze steigt rasch, von B, aus erscheint (bei 4 = 3°30)
das Purpurlicht in seiner hochsten Ausdehnung: & = 36°30".
Etwas spiiter weist es seine maximale Intensitit auf, bei ¢ = 49,
in emer Hohe & = 16%; dann schrumpft es zusammen, und ein
Beobachter B, sieht, ber 6 = 5°10°, seme letzten Spuren in
e = 4950" verschwinden.

Selbstverstindlich werden sich durch passende Veranderung
der angenommenen Zahlwerte fiir ¢ und ¢', fiir Z und fiir », sehr
verschiedenartige Purpurlichtarten ergeben. -— Auf die interes-
sante Frage, in welcher Weise umgekehrt aus photometrischen
Beobachtungen die Werte von Z, x usw. herechnet werden konnten,
werden wir erst spiter eingehen.

Bern, 1n Oktober 1932.

1) RiceeENBAcH, Verh. Nat. Ges. Basel 8, 1. - 1886. S. auch GRUNER,

Denkschr. Schweizer. Naturf. Gesellschaft 57, 1921.
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