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§ 1. REDUCTION AU CAS SEMISIMPLE

Soit A une k algébre de dimension finie munie d’une involution laissant fixe le
corps k (de fagon plus précise un k-antiautomorphisme d’ordre deux a — d de A
dans A).

Par exemple si G est un groupe fini et kG son algébre de groupe (i.e. le k-
espace vectoriel de base les €léments de G muni de la multiplication induite par
celle de G), kG porte I'involution.

deG )\'g g = deG }\‘g g_ !

Sie = +1, une forme e-symétrique invariante (ou plus simplement une forme)
est un A module a gauche de génération finie M muni d’une forme bilinéaire, a
valeurs dans k, e-symétrique, non dégénérée et vérifiant ax - y = x - ay pour x,
yeMetaeA.

W(A) désigne le groupe de Witt des formes e-symétriques invariantes. Il est le
quotient du semigroupe (pour la somme orthogonale) des classes d’isomorphie
de formes par la relation M ~ N s’il existe X et Y des formes neutres avec
M 1L X ~ N L Y (~ désigne I'isomorphie de formes, L la somme orthogonale,
et une forme est neutre sielle admet un métaboliseur, c’est-a-dire un sous module
égal a son orthogonal.)

Remarque. Une autre définition de forme neutre est obtenue en demandant
que le metaboliseur soit sommand direct du module. Si l’algeébre est semisimple
les deux définitions coincident, mais sinon le groupe de Witt obtenu avec cette
définition différe sensiblement de celui qui est étudié ici.

rad A désigne I'idéal nilpotent maximal de 4. Onadoncquerad A = rad A4
et I'involution de A est aussi définie sur 4/rad A.
Notre objectif dans ce paragraphe est de montrer

THEOREME 1. W

(A) = W(A/rad A)
Pour cela deux résultats bien connus sont nécessaires et joueront un role

essentiel par la suite:

PROPOSITION 1. Une forme équivalente a zéro est neutre.

Preuve. Soit M une forme avec M 1 H neutre de métaboliseur N, ceci pour
H une forme neutre de métaboliseur H,,.

On peut rechoisir le métaboliseur de M | H de fagon a ce qu’il contienne H,,.
Prenons L un sous module de M 1 H maximal pour les conditions de contenir
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H, et d’étre contenu dans son orthogonal. Voyons que c’est en fait un
métaboliseur:

Considérons L+ (NNI'), qui est contenu dans son orthogonal. Par
maximalité de L, N n [} = L et donc I} = (NnLH)*. Mais il est clair que
AY A B* = (A+B)". Ainsi, puisque N = N*, nous obtenons I = (N+L)*
= N + L.

Maissix = n+ pestunélémentde " avecne Netpe L,onane I}, d’ou
I « (NnI}) + L = L.

Regardons M, la projection de L sur M. Il s’agit d’un métaboliseur pour M :

Le noyau de cette projectionest L n H.Or L n H est auto-orthogonal (car L
P’est), et contient H,. Donc L n H = H,. Nous avons donc la suite exacte

0O->H,->L->M,—-0
d’ou
2dim M, = 2dim L — 2dim H, = dim(ML1H) — dim H = dim H
D’autre part la projection de L sur H est exactement H,: en effet, si(x, a) € L,
alors (x, a) - (0, b)) = 0 pour tout b € H,, puisque H, < L. Ainsia-b = 0 pour
tout be Hy et a € Hy,.

Il est clair maintenant que M, est auto-orthogonal:six ety € M il existe a et
b e H, tels que (x, a) et (y, b) e L. Donc

0=(x,a) (y,b)=x"y+ab=x"y O
La relation d’équivalence de W,(A) peut maintenant se reécrire
M ~ N < M 1 (—N) est neutre.

(— N désigne la forme opposée a celle de N, de méme module.)

Remarque. Nous aurions pu définir la relation de W,(A) comme nous

venons de I’écrire. La proposition 1 est alors indispensable pour montrer la
transitivite.

DEerINITION.  Une forme est dite anisotrope si tous ses sous modules sont non
dégénéres.

PrOPOSITION 2. Il existe une forme anisotrope unique par classe
d’équivalence de Witt.

Preuve. Soit M une forme. Nous allons lui associer une forme équivalente et
anisotrope. Si M est d¢ja anisotrope nous n’avons rien a faire. Sinon, soit N un
sous module dégénéré, c’est-a-dire N n N+ # 0.
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Posons L. = N n N*, qui vérifie L < [

Le noyau de la forme sur L* est - n ' = "L = L.

Ainsi L"/L est une forme, qui s’avére étre Witt équivalente a M. En effet, un
métaboliseur de M L (—L"/L)est S = {(x, [x]), x € [I'}:

X)) D) =xy+ DI DI=xy—xy=0

* dim S = dim L%, or
dim(M L(—L‘/L)) = dim M + dim [ — dim L = 2 dim It
(puisque dim M = dim L + dim L)

Nous pouvons recommencer le procédé avec L-/L, puisque dim L‘/L
< dim M. En un nombre fini d’étapes on aboutit a une forme anisotrope Witt
equivalente a M.

Pour montrer l'unicite, soient V et- W deux formes anisotropes et
equivalentes, c’est-a-dire V' 1 (— W) est neutre de métaboliseur N.

Le sous module N n V de V est auto-orthogonal et donc nul puisque V est
anisotrope. De méme pour N n W = 0.

Soit m.: N - V I’'homomorphisme de projection sur ¥V, qui est injectif
puisque Ker n, = N n W. Son image, n,N, est non dégénérée car elle est sous
module de V. Donc

V = n,N L (m,N)*

Mais si x e (n,N)*, alors (x,0)e N* = N. Donc xe NnV = 0. Dou
(m,N)* = 0 et m, est surjective.

De méme =, est un 4 isomorphisme.

Considérons la composition ¢ = m,n, ! qui est un A isomorphisme entre V
et W. Il s’agit en fait d’'une isométrie: en effet, si o(x) = a, ¢(y) = b, on a
(x,a)e N et (y,b)e N. Donc (x,a) - (y,b) = Oetx-y = a-b. ]

THEOREME 1. WJ(A) = W(A/radA).

Preuve. Nous allons décrire une fleche canonique
F:W(A) - W(A/radA)

puis montrer qu’il s’agit d’'un isomorphisme de groupes abéliens.

Soit M une forme de W,(A) et notons M, 'unique forme anisotrope qui lui est
Witt équivalente.

M, est somme orthogonale de formes simples: en effet, st U est un sous
module simple quelconque de M, il est non dégénéré. Donc M, = U L Utet
U?' est anisotrope a son tour, car c’est un sous module d’un anisotrope.
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M, est donc de module semisimple, donc annulé par rad A, et nous pouvons
poser F(M) = M,.

Pour voir que F est un homomorphisme de groupes, soient M et N deux
formes. Nous avons (M LN), ~ M, L N, dans W(A), Cest-a-dire que leur
différence est neutre dans W,(4) et donc dans W,(A4/rad 4). Ainsi I’équivalence a
aussi lieu dans W(A/rad4) et FIM LN) = F(M) L F(N).

F est injective: si F(M) = M, (qui est anisotrope) est neutre, cela implique
M,=00rM~M, =0.

F est surjective: soit N une forme de W,(A/radA) et N, son représentant
anisotrope. N, est une forme de W,(A) et son image par F est naturellement la
classe de N, qui est celle de N. O]

§2 REDUCTION AU GROUPE DE WITT HERMITIEN
' D'UN CORPS GAUCHE

Soit A une k-algébre semisimple de dimension finie munie d’une involution
laissant le corps k fixe.

Sa décomposition en produit d’algebres simples est obtenue avec un systeme
d’idempotents {e;};-; ., centraux, orthogonaux, primitifs et complets

A = Ae; x ... X Ae,.

Un tel systéme est unique.

Or {e_,} est encore un systeme d’idempotents comme avant. Quitte a
renumeéroter, on suppose e = e pour i = 1,..,r et e—l- = e;, ] # I, pour
i=r+1,.,n

D’autre part chaque algebre simple Ae; possede un seul module simple U, et
cela fournit une liste compléete et sans répétitions des A-modules simples.

Remarque. Si A est une k-algébre avec involution, U un A module simple,

A = A/rad A ete;I'idempotent central pour lequel U est un Ae; module simple,
on a que

1

Ux~U*<e = ¢

(ou U* = Homy(U, k), quiest un A module a gauche via (ag) (x) = ¢(ax)pour
oeU* ae et xeU).

Il suffit de remarquer que U* est simple, et c’est en fait le module simple sur
Ae;.
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