8. Character sum analogues of (1), (1a) and (1b)

Objekttyp:  Chapter

Zeitschrift:  L'Enseignement Mathématique

Band (Jahr): 27 (1981)

Heft 1-2: L'ENSEIGNEMENT MATHEMATIQUE

PDF erstellt am: 29.05.2024

Nutzungsbedingungen

Die ETH-Bibliothek ist Anbieterin der digitalisierten Zeitschriften. Sie besitzt keine Urheberrechte an
den Inhalten der Zeitschriften. Die Rechte liegen in der Regel bei den Herausgebern.

Die auf der Plattform e-periodica vero6ffentlichten Dokumente stehen fir nicht-kommerzielle Zwecke in
Lehre und Forschung sowie fiir die private Nutzung frei zur Verfiigung. Einzelne Dateien oder
Ausdrucke aus diesem Angebot kbnnen zusammen mit diesen Nutzungsbedingungen und den
korrekten Herkunftsbezeichnungen weitergegeben werden.

Das Veroffentlichen von Bildern in Print- und Online-Publikationen ist nur mit vorheriger Genehmigung
der Rechteinhaber erlaubt. Die systematische Speicherung von Teilen des elektronischen Angebots
auf anderen Servern bedarf ebenfalls des schriftlichen Einverstandnisses der Rechteinhaber.

Haftungsausschluss

Alle Angaben erfolgen ohne Gewabhr fir Vollstandigkeit oder Richtigkeit. Es wird keine Haftung
Ubernommen fiir Schaden durch die Verwendung von Informationen aus diesem Online-Angebot oder
durch das Fehlen von Informationen. Dies gilt auch fur Inhalte Dritter, die tUber dieses Angebot
zuganglich sind.

Ein Dienst der ETH-Bibliothek
ETH Zirich, Ramistrasse 101, 8092 Zirich, Schweiz, www.library.ethz.ch

http://www.e-periodica.ch



PRODUCTS OF GAUSS SUMS 207

Now replace u by tu to get
- (28) E =) x1XaXs () Xa¥o (1—1) X1 (W) x1X2 (1 —1) {1 + ¢ (u);

= J (01X2X3 X1¥2) J Lo Xax2)+ J (X1X2X3Ps X1X2) J (X1, x1X2) 5

where the Jacobi sums J are defined above (18). Since %2, %3, x3, and ¥, are
nontrivial, (5) now follows from (18).

Remark. 1f x1%2, X1X3» OF X2X3 is trivial, we can easily evaluate E directly
from its definition. Otherwise, E can be evaluated simply from (28).

8. CHARACTER SUM ANALOGUES OF (1), (1a) AND (1b)

Let x,, %2> X3, ® be characters on GF (g), where ¢ has order 2, p > 2. Set
= 1. The discriminant of the polynomial

— Z t y -
i=0
is a polynomial in t, ..., t, which shall be denoted by D,. Write
=Y (-
i=0
We conjecture that the following analogues of (1), (1a), (1b) hold foreachn > 1

029 "G (1Y) G ) G ()
o or g T P X2 (B X0 (D -Uo G ) G )

provided that the n characters x,x,x5 " "' (0<j<n—1) are all nontrivial;

—G (4™ G (uxd)

(292) X1 () X3 (D) GT = T
t1, ...,géGF (q) ' 3 - U G (x3)
for all ¥,, x5; and
1 1 —$(2)G(9) G(E)
(29b D 2 T3~ 212) =
) x ...,g;sGF (9) X3¢ (Dn) C H G (x3)
for all .

Formulas (29), (29a), and (29b) have been verified by computer for some small
primes g with n = 3, 4. Of course the formulas are well known for n = 1. For
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n = 2,(29a) and (29b) are not hard to prove, and (29) follows from the proof of
(4). (For example, if x5 in (29) is trivial, one makes use of (19) and (21)-(23).)
Forn = 3, we can prove (29b), but not (29) or (29a). The ad hoc proof given
below appears to shed little light on the general case.
THEOREM. For n = 3, (29b) holds.

Proof. Allrational fractions below are to be interpreted as integers (mod p);

1
for example, > equals (p+ 1)/2. We must show that

_ (2 . QG (D)GH)G )
60 A= T 26D (74 = _ o

for any character x on GF (g), where
Dy = u*v® — 4u® — 4t — 27t* + 18tuv .

First suppose that p = 3. Then

A=) xbWv*—u—1? CT(%Z‘“)

t,u, v

v¥(Q0 u t

=0 — q‘G (dx’) = —qG(xd),

= TG T o @i —wt - + T o (— T

since G (V) = G () for any character {. Now (30) follows with the aid of (26).
Next, suppose that p > 3. Completing the square in ¢, one has

203 wv\?
D27 —c—[t+ 2%
o/ ¢ (+27 3)’

4 [v? 3 :
= —[— — . T
where ¢ 27(3 u) hus

WRNA= ) xd)(c—-tz)gT(v?—")

t,u,v -

= u};gT(v?—“);xq) c=8) {1 + ¢ ()}
- ) (7 (3 -4) Y10 =06 0
kY (79 4y > x(C)CT(UZ‘Z_“)a

céO
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where K = xd (—=1) Y x () and J = Y 3o (1—1) ¢ (1).
rThus

u, v

oena =Ky (s x<2i_/,>JZX3<%—u>§T(UT“).

2
v .
Replace u by u + 3 to obtain

1RNA = —Ko(6)G (@) + x(%)l Y 2 (—wer(s )

u, v

4
- 4O G@) (K + x(ii) JG ()}

d 1f s trivial, then K = & (—1)(g—1),J = —b (—1),and G (%) = 1, and the
desired result (30) follows. If y is nontrivial, then K = 0 and

| J = —G(x9) G(9)/G (x)
E by (18), and (30) follows with the aid of (26).
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