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NOMBRES ALGEBRIQUES ET THEORIE DES AUTOMATES

par Michel MENDES FRANCE

Résumé - La théorie des automates permet d’aborder le probléme de
la représentation décimale des nombres algébriques réels.

§ 1. DEUX PROBLEMES

Ce compte rendu est un résumé d’un article & paraitre au Bulletin de la
Société Mathématique de France, écrit conjointement avec G. Christol,
T. Kamae et G. Rauzy. L’objet de ce travail est de fournir une premiére
approche 2 la solution des deux problémes suivants:

PROBLEME 1. Soient g, et g, deux entiers >2 tels quelog g,/log g,
¢ Q. Soit &4,y &3, ... une suite infinie d’entiers tels que 0 <g,
< min {g;,9,}. Montrer que les nombres

€=Zﬁ n =

n
n=1 gl n

n
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1 9
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[ (S~

sont ou bien tous deux rationnels, ou bien [’un au moins est transcendant.

PROBLEME 2. Soit { un nombre algébrique irrationnel réel. Soit

* ¢
n
{ = Z ~ 0< & <d
n=1 g
son développement en base g. La suite €4, ¢,, €3, ... est-elle au « hasard» ?

La notion de hasard est, bien entendu, a préciser. Il y a essentiellement
deux interprétations possibles a la question. En premier lieu, « suite au
hasard » pourrait signifier « suite normale »: la fréquence d’apparition
de tout mot construit sur I’alphabet {0,1,...,g—1} est égale & g~' ou
[ est la longueur du mot considéré (notion de nombre normal). En second
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lieu, « suite au hasard » pourrait signifier une suite qui ne peut pas étre
engendrée par une méthode « mécaniste » du type machine de Turing.
Cet aspect est li¢ aux travaux de Kolmogoroff [8] et de Martin L&f [10]
(on pourra se reporter a Schnorr [16] ou Dellacherie [6]).

Nous montrons ici que la réponse au probléme 1 est positive a condition
de considérer les opérations sur R sans retenues respectivement par rapport
aux bases g, et g,. En relation avec le probléme 2, nous montrons en quoi
la conjecture suivante est hautement probable et sans doute accessible
(nous espérons en donner une preuve bientot).

CONJECTURE. Si

(= 3 ¢
n=1 9
est un nombre réel algébrique irrationnel, alors la suite ¢€,,¢€,,¢&s,... ne

peut pas étre engendrée par un g-automate.

Nous définissons le g-automate plus loin.

§ 2. LA SUITE DE MORSE

Les différents concepts dont nous aurons besoin seront introduits
via la suite de Morse dont nous donnons plusieurs définitions.

Définition 1. A Tentier n >0, on associe son développement binaire

0

n= Y em2 =..e(n)e (n)ey(n)

k=0
log n

ol ¢, (n) € {0, 1} et ¢, (n) = 0 pour tout k > [log .

ritions du chiffre 1 dans le mot ... e, (n) e; (n) e, (n) est

] . Le nombre d’appa-

0

m, = z €x (l’l)

k=0

La suite de Morse M est la suite infinie (m,) (mod 2) (neN= {0,1, 2,.. })
Elle débute donc ainsi

M =0 110 1 00 11 00 10 11 0 1 ...e {0, 1}~
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Définition 2 (automates). On considére I'automate a 2 états x, et x;
dont la fonction de transition est définie par

OxO =x0 1x0 = X
0x; = x4 1x; = xg

LentierneN,n = ¢, ¢,_, ... ¢, (écrit en base 2) opere sur x € {xo, X4 }
de la fagon suivante:

nx = (e e_q...e1e0)x = (€1 ...ey) (g X) .

En particulier, nx, est 'un des deux états x, ou x;, disons x,, . La suite
(m,) est la suite de Morse.

L’automate décrit ci-dessus est un 2-automate. Le symbole 2 se réfere
au fait que de chaque état partent 2 chemins. Un 2-automate peut avoir
autant d’états qu’on voudra, en nombre fini toutefois. Plus généralement,
soit ¢ >2 un entier. Un g-automate ne différe du précédent automate
que par le nombre de chemins partant de chaque état, ici égal a g. L’entier n,
écrit en base g opére alors sur I’état initial x, du g-automate. (Pour une
théorie générale, voir Eilenberg [7].)

Définition 3 (substitutions). Une substitution ¢ de {0, 1 } N dans {0, 1}~
est une application qui consiste a remplacer dans une suite infinie ¢, &4, €5, ...
chaque O et chaque 1 respectivement par un mot formé de 0 et de 1. Par
exemple, considérons la substitution ¢ qui consiste a remplacer 0 par 01
et 1 par 10. Appliquons-la a la suite de Morse M

M=0 1 1 0 1 0 o0 1 1 0 0 1 ..
oM = (01) (10) (10) (01) (10) (01) (01) (10) (10) (01) (01) (10) ...

On constate que oM = M. La suite de Morse est point fixe de la substi-
tution.

La substitution ici considérée est une 2-substitution. Une g-substitution
est une substitution ou on remplace chaque symbole d’un alphabet fini Y
par un mot appartenant a  °.

Définition 4. Soit F, le corps & 2 éléments. Une suite S e F,N peut étre
considérée comme une série de Laurent formelle

o0

S=()= ) &XeF(X).
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Comme F, ((X)) est un corps, on pourra additionner et multiplier les
suites. En particulier

(&) + (6,) = (e, +0,)
(gn) (5n) = (805n + 8lén—l +... +8n50) :

On dit que SeF,N c F, ((X)) est algébrique (sur F, (X)) si il existe des
polynémes a,, a,_ 4, ..., a, € F, [X], non tous nuls, tels que

a, S +a,_; S ' +...4+a,=0
Considérons en particulier ’équation quadratique
A+X)P S +(1+X)*S+X =0.

On vérifie sans peine qu’elle admet deux solutions S = M (suite de Morse)
et S = M+ (1+X)" ! Cette seconde solution s’obtient & partir de M
en échangeant les O et les 1. Elle a donc la méme structure et nous I’appel-
lerons encore suite de Morse. D’une fagon générale, nous ne nous inté-
resserons pas au nom des lettres constitutives. On parlera donc de la suite
de Morse construite sur ’alphabet {a, b} par exemple.

Avant de formuler notre résultat principal, nous pensons intéressant
de signaler deux suites algébriques qui nous semblent remarquables.

ExemPLE 1 (Rudin [14], Shapiro [15]). Soit S = (r,) 'une des 2 solutions
de I’équation quadratique

1+X)°S*+(0+X)*S +X*> =0.

La suite S est celle qu’ont trouvée Rudin et Shapiro indépendamment I'un
de ’'autre et qui vérifie 'inégalité

N
FN>1, VOeR, | Y (=)™ | <5 /N.
n=1

ExeMPLE 2 (Baum et Sweet [1]). La seule solution de ’équation cubique

S +XS+1=0

posséde la remarquable propriété suivante. Son développement en fraction
continue (dans F, ((X))) est & quotients partiels bornés. (Dans le corps

?
|
;
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des réels, on conjecture que tout nombre algébrique de degré 3 au moins
est & quotients partiels non bornés.)

Dans ce qui suit, nous aurons & considérer des corps a ¢ = p* éléments
(p premier, u > 1 entier). On dira comme précédemment que Se FqN est
algébrique si S e F, ((X)) est algébrique sur F, (X).

§ 3. LE RESULTAT

Soient = et =’ deux alphabets finis et soient T = (t,) e EV, T’ = (1,)
e Z'N. On dit que T’ est une image de T si il existe une application o: =
" telle que pour tout n, o (f,) = .

_—
- 5

THEOREME 1. Soit = un alphabet fini non vide. Soit Te EN et soit p
un nombre premier. Les trois conditions suivantes sont équivalentes.

(1) Il existe q = p* tel que T soit [’'image d’un élément algébrique de
F, ((X));
(i) T est l'image d’une suite engendrée par un p-automate;
(iii) T est l'image d’un point fixe d’une p-substitution.
L’¢équivalence entre (ii) et (iii) était connue de Cobham [3]. Dans un
autre article, Cobham [2] établit que si une suite est engendrée a la fois
par un g-automate et par un g,-automate, alors elle est périodique a partir

d’un certain rang pourvu que g, et g, soient multiplicativement indé-
pendants. Ce résultat se traduit donc par le corollaire suivant.

COROLLAIRE. Soient q; = pit et q, = py® ott p, # p, (premiers).
Soit (e,) ume suite infinie d’entiers 0 <eg, < min {ql, qz}. Si

Sl = z 8n XnEFql ((X))
n=0
est algébrique sur Fq (X) et si

Sz=

=
I 8
CI)M

&, X" € Fy, (X))

est algébrique sur ¥, (X), alors S, et S, sont tous deux rationnels.
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Ainsi, si un élément est algébrique irrationnel dans une base, il est
transcendant dans toute base indépendante (comparer avec le probléme 1 du
paragraphe 1). Il serait intéressant d’élargir le champ d’application du
résultat précédent de fagon & pouvoir I’appliquer au corps R. Dans cet
ordre d’idée, il faut signaler le résultat suivant obtenu indépendamment par
Dekking [5], K. Kubota [9] et A. van der Poorten [17] employant une
méthode de K. Mahler.

THEOREME 2. Le nombre de Morse

est transcendant.

La méthode employée pour établir ce résultat devrait pouvoir per-
mettre de montrer que si la suite S = (g, €4, €5, ...) est engendrée par un

0

g-automate, alors Y ¢, g~ " est transcendant. Ceci répondrait a la conjec-
n=0
ture énoncée au premier paragraphe.

§ 4. APPENDICE: SUITE DE MORSE PONDEREE ET NOMBRES DE PISOT

Soit ¢ = (c,) une suite infinie de nombres réels. A I’entier » >0, on
associe le nombre

fe@) = exp 2in ) e (n)c,

k=0

ou ¢, (n) est la k® décimale binaire de n. On peut alors montrer que la suite
f . admet une corrélation:

M =

1
VieZ, im —

N - n

fe@) fom+D =y, () existe.

1

Cette corrélation 7y, est transformée de Fourier d’une mesure positive

bornée A,
7. (D) = [} (exp 2inlx) A, (dx) .

Soit € >1 un nombre réel. Considérons la suite ¢ = (6") a laquelle
correspondra la mesure A, notée A,.
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THEOREME 3. Si 0 est un nombre de Pisot, alors A, est une mesure
atomique. Si 0 n’est pas un nombre de Pisot, alors Aq est une mesure

continue, purement singuliere.

(Voir [4], [11], [12], [13])

Ce type de résultat montre qu’une étude spectrale des suites prece-
demment étudiées est possible. T. Kamae est en train de I’entreprendre
et ses résultats seront publiés ultérieurement.
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