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ÉQUATIONS ET VARIÉTÉS ALGÉBRIQUES
SUR UN CORPS FINI

par Jean-René Joly

Introduction

Cet article passe en revue les propriétés diophantiennes classiques des

corps finis. Ces propriétés peuvent se grouper en quatre catégories:

(1) Le théorème de Chevalley, et ses variantes ou améliorations:
théorèmes de Chevalley-Warning, Warning, Ax, Katz, Terjanian, Indiquons
(ou rappelons) que le théorème de Chevalley (pour un polynôme à n variables

F(XU Xn) sur un corps fini k) est l'énoncé suivant: si F est sans terme

constant, et si deg (F) < n, alors l'équation F(Xl9 Xn) 0 admet sur
k une solution autre que la solution « triviale » (0, 0,..., 0). Ces divers
théorèmes sont étudiés aux chapitres 3 et 7.

(2) Les résultats de Hasse, Weil, Lang-Weil, Nisnevich, concernant
1'« hypothèse de Riemann » en caractéristique p. Le théorème de Lang-Weil,

par exemple, peut s'énoncer grosso modo de la façon suivante : si V est une
variété absolument irréductible de dimension r définie sur un corps fini k
à q éléments, le nombre de points de V rationnels sur k est voisin de qr,

avec un «terme d'erreur» de l'ordre de grandeur de #r~(1/2). Les

propriétés de ce type sont étudiées au chapitre 8.

(3) Les résultats relatifs aux fonctions zêta des variétés algébriques sut
un corps fini, et notamment le théorème de rationalité de Dwork: si V esf
une variété algébrique définie sur un corps fini k; si, pour tout entier positi-
m, Nm désigne le nombre de points de V rationnels sur km (l'unique extenr
sion de degré m do k); et si t désigne une variable, alors il existe une fraction
rationnelle en t, à coefficients rationnels, soit Z(V; t) (c'est la «fonction
zêta» de V), telle qu'on ait £ Nmtm/rn log Z (V; t); la connaissance

m ^ 1

de la famille finie des coefficients de Z(V; t) est alors équivalente à celle de
la suite infinie (Nm)m^1. Les propriétés des fonctions zêta sont exposées au
chapitre 9.

o "YM
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(4) Enfin, les résultats spécifiques relatifs aux équations diagonales,
c'est-à-dire aux équations de la forme alX1dl + + anXndn b. L'étude
de ces équations (sur un corps fini, spécialement sur un corps de restes

modulo p) est traditionnelle, et remonte à Gauss et Jacobi. Les équations
diagonales se prêtent à un calcul exact du nombre de leurs solutions, et ont
été utilisées de ce fait (notamment par Davenport-Hasse et Weil) pour
vérifier sur des cas particuliers, et avant leur démonstration par Dwork et

Weil, la rationalité des fonctions zêta et l'hypothèse de Riemann; elles ont
permis plus généralement d'étayer les « conjectures de Weil » relatives à la
forme exacte des fonctions zêta. Les équations diagonales sont étudiées

aux chapitres 4 et 6.

Naturellement, ces diverses catégories de résultats ne sont pas indépendantes

: en particulier, les contenus des chapitres 8 et 9 sont étroitement liés,

et ce découpage en deux chapitres n'a été pratiqué que pour la commodité
de l'exposition. Indiquons d'autre part que les chapitres 1, 2 et 5, non
mentionnés ci-dessus, sont consacrés respectivement à un rappel des propriétés
générales des corps finis, à l'étude des polynômes sur un corps fini, et à

l'étude des sommes de Gauss et de Jacobi attachées à un corps fini. Voir
d'ailleurs la table des matières.

** *

Les chapitres 1 à 6 de cet article sont tout à fait élémentaires, et ne

supposent connus que les rudiments de la théorie des groupes finis et de la

théorie des corps: ce qui est largement couvert par les chapitres II, IV, V
et VII du Van der Waerden, par exemple; le chapitre 7 utilise (mais avec

tous les rappels nécessaires) quelques propriétés très simples des corps
cyclotomiques. Les chapitres 8 et 9 sont plus techniques, et supposent connu
un minimum de géométrie algébrique: toutefois, le langage employé étant
le langage classique des variétés affines ou projectives, l'intuition devrait

pouvoir suppléer le plus souvent à d'éventuelles lacunes en ce domaine.

Ainsi, la quasi totalité des neuf chapitres est en principe accessible à tout
lecteur (et notamment à tout débutant en théorie des nombres) ayant un
niveau équivalent au deuxième cycle des universités françaises. Cet article

a d'ailleurs pour origine lointaine un cours de première année de troisième

cycle: «propriétés diophantiennes des corps finis», Grenoble, novembre/
décembre 1969.

*
* *



— 3 —

Les notations employées sont celles de Bourbaki, ou, plus simplement,
celles de 1'« Algebra » de Lang; rappelons seulement que Z, Q, R, C, Fp

désignent respectivement l'anneau des entiers rationnels, le corps des

nombres rationnels, celui des nombres réels, celui des nombres complexes,
celui des restes modulo p ; et que, si a et b sont deux entiers non nuls, (a, b)

représente leur p.g.c.d.
La bibliographie (en fin d'article) comporte deux parties: la première

est la liste des ouvrages généraux auxquels il est fait référence dans le texte

(par numéro entre crochets) ; la seconde est la liste des articles cités, qui sont
classés (et auxquels il est fait référence) par nom(s) d'auteur(s) et année de

publication. La première liste mentionne plusieurs monographies relatives

aux « vraies » équations diophantiennes (sur les corps locaux et globaux) :

[4], [14], [18], ainsi que [3] (chap. 1, 2 et 4), [7] (chap. 7) et [13] (chap. 1 et 2):

pour l'application à ces équations des résultats examinés dans le présent
article, voir [4], lre partie (notamment pp. 204-205), [13], chap. 2 (notamment

p. 29), et aussi [3], chap. 1, sect. 5 et 6.
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Chapitre Premier

CORPS FINIS (RAPPELS)

Ce chapitre résume les propriétés générales des corps finis. Rappelons

que d'après le théorème de Wedderburn, tout corps fini est commutatif
(pour une démonstration, voir par exemple [1], pp. 35-37, ou [19], p. 1).

§ 1. Classification des corps finis.

1.1. Soit k un corps fini. Sa caractéristique est certainement différente
de 0; c'est un nombre premier p, et le sous-corps premier de k s'identifie à

Fp Z/pZ. Notons /le degré de l'extension k/Fp; k est isomorphe, en

tant qu'espace vectoriel sur Fp, au produit direct de / exemplaires de Fp;
en particulier:

Proposition 1. — Si q désigne le nombre d'éléments de k, on a q — pf.
Considérons alors k*, groupe multiplicatif de k; il est d'ordre q — 1;

on a donc, pour tout élément a de k*, aq~1 — 1, et a fortiori aq a;
comme cette égalité reste vraie pour a 0, elle est vérifiée par tout élément
de k; en conséquence:

Proposition 2. — Si Q désigne une clôture algébrique de k (donc aussi de

Fp), k est égal à l'ensemble des racines dans Q du polynôme Xq — X. En
particulier, k est le corps de décomposition dans Q du polynôme Xq — X, et
tout corpsfini ayant même nombre d'éléments q donc même caractéristique p
que k est nécessairement isomorphe à k.

Pour k Fp, l'identité aq — a s'écrit a? a, et constitue le petit
théorème de Fermât sur les restes modulo p. Pour k quelconque, la proposition

2 permet d'écrire

Zî_1 - 1 n (X-a);X«-X n (X-a);
aek* aek

la première de ces deux égalités montre que les fonctions symétriques
élémentaires des éléments de k*autresque le produit sont toutes nulles, et que
le produit de tous les éléments de k*estégal à - 1 ; pour k Fp, cette
dernière propriété constitue le théorème de Wilson sur les restes modulo p.
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1.2. Soient maintenant p un nombre premier, / un entier > 1, et

posons q — pf. Désignons par Q une clôture algébrique de F^,, et notons k
l'ensemble des racines dans Q du polynôme Xq — X. Ce polynôme ayant
toutes ses racines simples (son dérivé vaut — 1), on voit que card (k) q\
de plus, q étant une puissance de la caractéristique, on a, quels que soient a et
b dans k, (a-\-b)q — aq + bq a + b; on a évidemment aussi (ab)q —

aqbq ab, et k est un sous-corps de Q; en particulier:

Proposition 3. — Quels que soient p premier et/> 1, il existe un corps
fini possédant exactement q pf éléments.

Ce corps est unique à isomorphisme près (prop. 2) ; on le note généralement

Fq.

1.3. Mêmes données que dans la section précédente. Soient fx et f2
deux entiers > 1, et posons, pour i 1,2,

q.qfi;fc. F„. <= ;

on a alors évidemment [kt : FJ ft. Si kl <= k2, la multiplicativité du

degré montre que j\ divise f2. Inversement, supposons que divise f2;
on peut écrire f2 mfu donc q2 qsi aekt, on a alors aql a

(prop. 2), donc aql aq2 — a, et par conséquent aek2 (prop. 2); ainsi,

kx a k2. Au total (et en conservant ces notations):

Proposition 4. — L'inclusion k1 c k2 équivaut à la relation f1 divise f2,
donc à la relation q2 est une puissance de qv

Corollaire 1. — Soient respectivementf' etf" le p.g.c.d. et le p.p.c.m.de

fx et f2. Posons q qf\ q — qr, k' ¥q>, k" Fq„. Alors l'intersection

et le composé de k1 et k2 sont respectivement k' et k ".

§ 2. Groupe additif et groupe multiplicatif d'un corps fini.

Soit k un corps fini à q pf éléments.

2.1. L'extension k/Fp étant de degréf k est isomorphe, en tant qu'espace

vectoriel sur ¥p, et a fortiori en tant que groupe additif, au produit
direct de/exemplaires de ¥p; en conséquence:

Proposition 5. — Le groupe additif k+ de k est un groupe de type

{p, ...,p) (f fois).
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2.2. Passons au groupe multiplicatif k*; il est commutatif, d'ordre

q — 1 ; si N désigne le p.p.c.m. des ordres des éléments de A:*, on vérifie

sans peine qu'il existe dans A:* un élément g d'ordre exactement égal à N
(c'est là une propriété générale des groupes commutatifs d'ordre fini).
Tout élément de k* est évidemment racine du polynôme XN — 1 ; ce

polynôme, de degré N, possède donc au moins q — 1 racines, d'où N > q — 1 ;

or, par construction même, N divise q — 1 ; ainsi, N q — 1 ; mais alors

g est d'ordre q — 1, c'est un générateur de k*9 et on peut énoncer:

Proposition 6. — Le groupe multiplicatif k* de k est un groupe cyclique

d'ordre q — 1.

Pour une autre démonstration de ce résultat, utilisant les propriétés de

l'indicatrice d'Euler, voir [17], pp. 12-13.

2.3. Soit d un entier > 1 ; on se propose d'étudier le groupe des

puissances d-ièmes et le groupe des racines d-ièmes de l'unité dans fc*, c'est-

à-dire l'image et le noyau de l'homomorphisme ud: k* k*, défini par
ud(x) xd(xek*). Posons ö — (#—l,d), uô(x) — xô (x e k*) et notons

g un générateur de k* (prop. 6). L'identité de Bezout a(q— 1) + bd — ô

montre que ud et uô ont même noyau (noter que xq ~1 1 pour tout x e /:*) ;

k* étant fini, il en résulte que l'image de ud et celle de uô ont même ordre;
mais la première est évidemment contenue dans la seconde: ud et uô ont
donc aussi même image. Maintenant, comme 3 divise q — 1, il est clair que
l'image de uô est le sous-groupe de k* engendré par gô, et que le noyau de

ub est le sous-groupe de k* engendré par g(q~D/ô (pour le voir, identifier

par exemple k* à Z/(q—l) Z, g s'identifiant à la classe de 1 (mod #—1)).
En résumé:

Proposition 7. — Soient k un corps fini à q éléments, g un générateur de

k*, d un entier > 1, et posons ô (q— 1, d). Alors :

(i) Dans k*9 les puissances d-ièmes et les puissances Ô-ièmes forment un
même sous-groupe, cyclique, engendré par gô, et d'ordre égal à (q—l)/ô.

(ii) De même, les racines d-ièmes et les racines ô-ièmes de l'unité forment un
même sous-groupe, cyclique, engendré par g^q~1)/ô, et d'ordre égal à ô.

Corollaire 1. — Le groupe quotient k*/k*d est cyclique, d'ordre égal à ô.

Corollaire 2. —- Pour qu 'un élément a de k* soit une puissance d-ième, il
faut et il suffit que a^q~1)/ö 1.
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Pour k — Fp, p impair, et d — S — 2, le corollaire 2 coïncide avec le

critère d'Euler sur les restes et non-restes quadratiques modulo p.

§ 3. Extensions algébriques d'un corps fini.

Soit toujours k un corps fini à q éléments.

3.1. Soit K une extension algébrique de k, de degré fini m; il est clair

que cavd(K) qm, et donc que K — ¥qm. Soit alors i un entier >0;
comme ql est une puissance de la caractéristique de K, l'application op.

K K, définie par ot (x) xql (x e K), est un automorphisme de K,
et même, puisque k F^, un A:-automorphisme de K (prop. 2) ; si j est un
autre entier >0, on a évidemment oi+j oto op, enfin, si (par exemple)

i <y, l'ensemble des x e K tels que ot (x) Oj (x), donc tels que xqJ~l x,
est évidemment égal à K n FqJ-_i9 et ne peut par conséquent être égal à

K — ¥qm que si Fqm cz Fqj_i, donc (prop. 4) si / j (modm); en
particulier, les m fc-automorphismes ot avec 0 < i < m sont distincts, et on
peut affirmer:

Proposition 8. — L'extension K/k est galoisienne ; son groupe de Galois

est cyclique, d'ordre m, engendré par l'automorphisme (dit de Frobenius)

x l-> xq.

Le fait que Kjk est galoisienne peut se voir plus directement: en effet, k
étant évidemment parfait, K/k est séparable, et il suffit de prouver que K/k
est normale, ce qui résulte du fait que K est le corps de décomposition, dans

une clôture algébrique de k, du polynôme Xqm — X (prop. 2).

3.2. Mêmes données que ci-dessus. Soit Tr : K -> k, l'application trace.

La proposition 8 montre que, pour tout élément x de K, on a

(3.2.1) Tr(x) x + xq + + x«""1.

En outre:

Proposition 9. — L'application Tr : K -> k, est surjective. Si x e K,
les deux assertions suivantes sont équivalentes :

(a) 7V(x) 0;

(b) il existe y eK tel que x yq — y.

Démonstration. — Considérons K comme espace vectoriel sur /c; Tr

est alors une forme linéaire, et cette forme linéaire n'est pas nulle (si elle

l'était, (3.2.1) impliquerait que le polynôme X + Xq + + Xqm~l, de
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degré qm~1, admet pour racines les qm éléments de K: absurde): elle est donc

surjective, ce qui prouve la première assertion, et ce qui montre en outre

que le noyau de Tr est un hyperplan de K\ comme Tr (yq —y) 0 pour tout
élément y de K, il reste, pour établir l'équivalence de (a) et (b), à prouver que
l'ensemble des éléments de la forme yq — y (y e K) est également un hyper-
plan de K) et il suffit pour cela de remarquer que l'application y h> yq — y
de K dans K est k-linéaire et de rang m — 1, puisque son noyau (formé des

y e K tels que yq y, donc égal à k\ prop. 2, ou prop. 8) est de dimension 1.

3.3. Mêmes données et notations que ci-dessus. Soit maintenant
N: K -» k, l'application norme. La proposition 8 montre que, pour tout
élément x de K', on a

(3.3.1) N{x)x.x4...x«m-1

En outre:

Proposition 10. — L'application NK*-> k*, est surjective. Si x e K*,
les deux assertions suivantes sont équivalentes :

(a) N (x)1;

(b) il existe y g K* tel que x — yq~ '

Démonstration. — N est un homomorphisme du groupe K* dans le

groupe k*, et il résulte de (3.3.1) et de la proposition 7 (avec 1)/
(q-1)) que le noyau de N est d'ordre (qm-1 1); comme l'ordre de
est égal à qm — 1, l'image de N est nécessairement d'ordre q — 1 card (A:*),
d'où la surjectivité de N. Le noyau de N contenant évidemment tous les
éléments de K* de la forme yq~1 (y eK*), qui en constituent un sous-groupe,
il reste donc, pour établir l'équivalence de (a) et (b), à montrer que ce sous-
groupe est précisément d'ordre (qm- l)/(q-1); mais il suffit pour cela de
remarquer que l'application y h-y9"1 de K* dans est un homomorphisme

dont le noyau (formé des y eK* tels que y"1'1 1, donc égal à k*)
est d'ordre q -1, et dont l'image est alors effectivement d'ordre 1)/
(q-1), puisque K* est lui-même d'ordre qm - 1.

Notes sur le chapitre premier

Théorème de Wedderburn: pour la démonstration originale, voir
Wedderburn (1905); l'idée d'utiliser (comme dans [1] ou [19]) les propriétés
des polynômes cyclotomiques pour simplifier cette démonstration est due
à Witt (1931).
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§1: la classification des corps (commutatifs) finis («champs de Ga-
lois ») remonte essentiellement à Galois (1830).

: § 2 : le fait que le groupe multiplicatif du corps Fp est cyclique est dû à

Euler (1760); sa démonstration utilisait les propriétés de 1'« indicatrice
d'Euler ». Ce résultat est un ingrédient essentiel de la théorie des restes

quadratiques (Euler, Legendre, Gauss), cubiques (Jacobi, Eisenstein),
I biquadratiques (Gauss, Jacobi), et plus généralement des restes de

puissances quelconques (Kummer, etc.); à ce sujet, voir par exemple Dickson,
History of the Theory of Numbers.

§ 3: les propositions 9 et 10 sont des cas particuliers du théorème 90 de

Hilbert relatif aux extensions cycliques (voir [10], pp. 213-215).

Chapitre 2

POLYNÔMES ET IDÉAUX DE POLYNÔMES

On sait que si K est un corps infini, et si F est un polynôme à une ou
plusieurs variables, à coefficients dans K, et identiquement nul sur K, alors
F est nul: tous ses coefficients sont nuls. Ceci n'est plus vrai pour un corps
fini: ainsi, sur k Fq9 le polynôme Xq — X, non nul, est pourtant
identiquement nul (chap. 1, sect. 1.1 et 1.2); c'est à cette particularité des corps
finis qu'est consacré le présent chapitre.

Dans tout le cours de ce chapitre (ainsi que dans les chapitres
suivants), k désignera un corps fini à q pf éléments, n un entier > 1, X

(Xl9..., Xn) une famille de n variables, et k [X] k [Xu Xn] l'anneau
des polynômes en J1? à coefficients dans k\ d'autre part, les éléments

a (au an) de kn seront appelés points (ou points rationnels sur k9 si

cette précision est nécessaire); si Fek [X], si a est un point de kn9 et si

F (a) 0, on dira que a est un zéro de F.

§ 1. Polynômes réduits et polynômes identiquement nuls.

1.1. Soit F un élément de k [X].
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Définition 1. — Si le degré de F par rapport à chacune des n variables

est inférieur ou égal à q — 1, on dit que F est un polynôme réduit.

Les polynômes réduits forment évidemment un sous-espace vectoriel R
de k [X] (le corps des scalaires étant k); une base naturelle de ce sous-espace
est l'ensemble des monômes Xtdl Xndn tels que 0 < dt < q — 1 pour
i 1R est donc de dimension qn sur k.

1.2. Soit encore F un élément de k [X].

Définition 2. — On appelle fonction polynomiale associée à F l 'application

x }-> F (x) de kn dans k. Si cette fonction polynomiale est nulle (donc si
F (x) 0 en tout point x de kn), on dit que le polynôme F est identiquement
nul.

Les polynômes identiquement nuls forment un idéal 1 de k [X] ; notons
d'autre part r l'idéal de k [X] engendré par les éléments Xtq — X{
(/= 1, n); comme chacun de ces polynômes est identiquement nul
(chap. 1, § 1), il est clair que r al: on va voir qu'en fait, il y a égalité.

1.3. Théorème 1. — (i) Dans k [X], les idéaux I et T sont égaux.

(ii) En tant qu \espace vectoriel sur k, k [X] est somme directe de R (voir
sect. 1.1) et de r :

(1.3.1) k[X] R® r.
Démonstration. — On aura besoin de deux lemmes.

Lemme 1. — Si un polynôme F de k [X] est à la fois réduit et identiquement
nul, alors il est nul ; autrement dit :

(1.3.2) R r\I (0)

Ce lemme se démontre par récurrence sur n. Tout d'abord, la propriété
est vraie pour n 1 : si en effet F, polynôme à une variable, est réduit et
identiquement nul, il est de degré < q - 1 (déf. 1) et il possède d'autre
part au moins q racines: les q éléments de k (déf. 2); et ceci n'est possible
que si F 0. Ensuite, si la propriété est vraie pour n - 1 variables (avec
n > 2), elle est encore vraie pour n variables : soit en effet F un polynôme
réduit à n variables; en l'ordonnant suivant les puissances décroissantes de
Xl9 on peut le mettre sous la forme

F1 (X2,Xn) X^1 + + Fq_t(X2...,Xn) + Xn),
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les Fj (1 cf) étant q polynômes réduits, # tz 1 variables X^^ •••>

Supposons maintenant F identiquement nul: alors, quel que soit le point
(x2,x„) de le""1, le polynôme fyXyq~l + +fq-1X1 + fq (où, par
définition, fj Fj (x2,..., xn) pour j 1,..., q) est lui-même identiquement
nul ; mais c'est un polynôme réduit, à une seule variable Xt : la première
partie de la démonstration prouve donc qu'il est nul, c'est-à-dire que
/1 fq 0, ou encore que (x2,..., (x2,..., xn)

0; or ceci a lieu, rappelons-le, quel que soit (x2, xn) dans /c""1 : ainsi,
les q polynômes Fj sont identiquement nuls, et l'hypothèse de récurrence

permet d'affirmer qu'ils sont nuls; mais alors, Fest lui-même nul, C.Q.F.D.

Lemme 2. — Pour tout polynôme F de k [X], il existe un polynôme réduit
F* tel que F F* (mod F) ; autrement dit :

(1.3.3) k[X] R + r.
Prouvons ce lemme : par linéarité, on peut se ramener au cas où F est

un monôme Xxdl... Xndn; F étant un idéal, on peut même se limiter au cas

où ce monôme ne contient qu'une seule variable, par exemple, au cas où

F Xxdl\ mais alors, pour d± < q — 1, il n'y a rien à démontrer (faire
F* 0) ; et pour dx > q, il suffit de raisonner par récurrence sur dl9 en remarquant

qu'on a la congruence Xdl (mod F).

Démontrons maintenant le théorème 1 lui-même. Comme F c /, il
résulte du lemme 1 que

(1.3.4) R r\ T (0).

Les égalités (1.3.3) et (1.3.4) montrent alors que k [X] — R © F: (ii) se

trouve ainsi établi. Reste à prouver (i), et il suffit évidemment de montrer

que / c= F ; mais si Fe/, on peut écrire (lemme 2)

(1.3.5) F F* + G (F*eR, Ger) ;

comme F cz I, F* F — G, différence de deux éléments de /, est un
élément de /, donc un polynôme identiquement nul; le lemme 1 montre alors

que F* est nul, et (1.3.5) donne F G e F, ce qui prouve bien l'inclusion

I a F. Le théorème est ainsi démontré.

1.4. D'après le théorème 1, tout polynôme Fek [X] s'écrit d'une façon
et d'une seule F F* + G, avec F* réduit et G identiquement nul.

Définition 3. — On dit que F* est le polynôme réduit associé à F.
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La démonstration du lemme 2 donne une méthode effective pour calculer

F* à partir de F, et permet en outre d'énoncer:

Théorème 2. — Si F est un élément de k [X], et si F* est le polynôme

réduit associé à F, on a l'inégalité deg (F*) < deg (F).

§ 2. Fonctions polynomiales.

2.1. Soit A l'ensemble de toutes les applications de kn dans F, et soit

ç l'application qui, à tout polynôme Fe k [X], fait correspondre sa fonction

polynomiale associée. Il est clair que A est muni naturellement d'une

structure de /^-algèbre (ainsi d'ailleurs que k [X]) et que cp : k [X] -> A,
est un homomorphisme de fc-algèbres.

Théorème 3. — (i) L'homomorphisme cp est surjectifet a pour noyau l'idéal

r ; <p donne donc lieu à un isomorphisme d'algèbres

(ii) Soit (pR la restriction à R c k [X] de l'homomorphisme cp; cpR est

un isomorphisme de l'espace vectoriel R sur l'espace vectoriel A. Si F est

un élément de k [X], on a cpR_1 (cp (F)) F*.

Démonstration. — (ii) est une conséquence immédiate de (i) et de l'égalité
(1.3.1) (th. 1, (ii)). Prouvons (i): le noyau de cp est par définition égal à

/; mais / F (th. 1, (i)); le noyau de cp est donc bien F. Reste à établir la
surjectivité de cp, c'est-à-dire le lemme suivant:

Lemme 3. — Pour toute application f: kn-+k, il existe dans k [X] un

polynôme F tel que F (x) / (x) en tout point x de k11.

Prouvons ce lemme; pour tout point a (au an) de kn, notons /a
l'application de kn dans k définie par

La famille (fa)aekn est évidemment une base sur k de l'espace vectoriel A ;

par linéarité, on peut donc se limiter au cas où/est de la forme/a; mais il
suffit alors de prendre pour F le polynôme

(voir chap. 1, sect. 1.1). Ceci démontre le lemme 3, et achève de prouver le
théorème 3.

(2.1.1) kixyr ^ A.

(2.1.2)
x a ;

x 7^ a.

(2.1.3) Fa (1
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2.2. Concrètement, le théorème 3 signifie ceci : toute application

/: kn -> k, est une fonction polynomiale, et on peut supposer que le
polynôme F tel que F (x) /(x) en tout point x de kn est réduit ; F est alors
entièrement déterminé par /. Si on remarque que le polynôme Ea défini

par (2.1.3) est réduit, on voit qu'on peut même écrire explicitement

(2.2.4) F(X)=y/(a)F.(*).
a ek

2.3. On a remarqué (sect. 1.1) que la dimension de l'espace vectoriel R
est égale à qn; comme k [X] R © r, l'espace quotient k [X]/r est aussi

de dimension qn. Par ailleurs, l'espace vectoriel A, qui admet pour base sur
k la famille (fa)aekn (sect. 2.1), est également de dimension qn. L'homo-
morphisme injectif (2.1.1) est donc en fait bijectif, ce qui donne une deuxième

démonstration de la surjectivité de (p. Exercice pour le lecteur: donner une
troisième démonstration de la surjectivité de cp en utilisant la théorie des

polynômes d'interpolation.

2.4. Le théorème 3 permet d'évaluer la « probabilité » pour qu'une
équation F — 0 (F e k [X]) admette au moins une solution dans kn. Tout
d'abord, on ne modifie pas l'ensemble des solutions de l'équation en

remplaçant F par F* ; on peut donc supposer F réduit, et on s'aperçoit ainsi

qu'il existe essentiellement card (R) qqn équations distinctes. D'autre
part, les polynômes réduits F tels que l'équation F 0 n 'ait aucune solution

correspondent bijectivement par cpR aux applications de kn dans k*; il y en

a donc exactement (q — l)qn, et il existe ainsi qqn — (q— l)qn polynômes
réduits F tels que l'équation F 0 ait au moins une solution. En définitive,
la « probabilité » cherchée est donc égale à 1 — (1—q~ 1)qn.

§ 3. Idéaux de polynômes.

3.1. Soit Fu Fs une famille de s éléments de k [X], et soit J l'idéal
de k [X] engendré par les Fj(j= 1, s); considérons le système d'équations

(3.1.1) F1 0 ,...9Fs 0,

et soit V l'ensemble des solutions de (3.1.1) dans kn, c'est-à-dire l'ensemble
des zéros de J rationnels sur k. Soit enfin I (F) l'ensemble des polynômes
G ek [X] qui s'annulent en tout point de V; I(V) est évidemment un idéal
de k [X]; I (V) contient /, et aussi r ; I (V) contient donc J + T; en fait:
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Théorème 4. — On a l'égalité

(3.1.2) I(V)=J + r.
Démonstration. — Considérons le polynôme

(3.1.3) F1 — (1 —Fi9'1)•••(!—jF/-1) Î

F appartient à l'idéal J: en effet, considéré comme polynôme par rapport
à F1?..., Fs, le second membre de (3.1.3) ne contient pas de terme constant;
d'autre part, F prend constamment la valeur 0 sur V, et la valeur 1 en dehors

de V (voir chap. 1, sect. 1.1). Soit alors H un élément de I(V), donc un

polynôme nul sur V; il est clair que le polynôme G H — HF est

identiquement nul, et appartient donc à F ; il est clair également, puisque J est

un idéal contenant F, que HF appartient à J; on voit ainsi que H HF
+ G appartient à J + F, donc que I(V) a J + F, C.Q.F.D.

3.2. Le théorème de la base finie de Hilbert (voir [10], p. 144) montre

que tout idéal de k [X] peut être engendré par un nombre fini de polynômes :

le théorème 4 est donc en fait applicable à n'importe quel idéal J de k [X]
(dans le même ordre d'idées, on peut d'ailleurs remarquer que dans la
démonstration du théorème 4, on a implicitement remplacé l'idéal J
engendré par Fl5 Fs, par l'idéal principal (F), contenu dans J, et dont
l'ensemble des zéros dans k11 est le même que celui de J).

Notons d'autre part que le théorème des zéros de Hilbert ([10], p. 256,

[12], p. 32, ou [15], p. 4) implique que, dans l'anneau k [X]„ l'idéal J + F
/ (V) est égal à sa racine, c'est-à-dire à l'intersection des idéaux premiers

qui le contiennent; comme dim (V) — 0 (V est un ensemble fini de points
rationnels sur k), ces idéaux premiers sont d'ailleurs tous maximaux, ce

sont exactement les idéaux de la forme 9Ka (X\ — au Xn — an),

a (al9 an) parcourant Fensemble V.

Notes sur le chapitre 2

§ 1 et 2: les résultats contenus dans ces deux paragraphes sont
essentiellement dus à Chevalley (1935); ils donneront notamment (chap. 3,
sect. 1.1) une démonstration immédiate du «théorème de Chevalley-
Warning ».

§ 3: le théorème 3 est dû à Terjanian (1966).



Chapitre 3

THÉORÈMES DE CHEVALLEY ET WARNING

Ce chapitre est centré sur la propriété suivante: si un polynôme sans

terme constant sur un corps fini Hun nombre de variables strictement
supérieur à son degré, alors il admet sur k un zéro non trivial (c'est-à-dire
autre que le point (0,0)); ce résultat, conjecturé par Artin vers 1934, a
été démontré par Chevalley en 1935, puis précisé par Warning la même année

(pour plus amples détails, voir les Notes en fin de chapitre).
On conserve ici les conventions adoptées au début du chapitre 2.

§ 1. Le théorème de Chevalley-Warning.

1.1. Il s'agit du résultat suivant:

Théorème 1. — Soit Fx,..., Fs une famille de s polynômes appartenant à

k[X], de degrés respectifs du ds, et soit V l'ensemble des solutions dans

kn du système d'équations

(1.1.1) Ft 0, ...,FS 0;

soient enfin N card (F) le nombre de solutions de (1.1.1) dans kn, et

d dx + + ds la somme des degrés des polynômes Fj. Alors, si n > d,

le nombre N est divisible par p (la caractéristique de k).

Démonstration. — Introduisons les deux polynômes suivants :

(1.1.2) F (1 -^-^...(l-F/-1);
(1.1.3) Fv £ (1 -(X1-aiy'1)...(l-(Xn-any-1);

ae V

(avec les notations du chap. 2, sect. 2.1, on a donc Fv £ FJ. On voit
ae V

immédiatement que F et Fv prennent la valeur 1 en tout point de V, et la
valeur 0 partout ailleurs ; le polynôme G F — Fv est donc identiquement
nul; comme Fv est manifestement réduit, et que F Fv + G, Fv n'est

autre que le polynôme réduit associé à F (chap. 2, sect. 1.4), ce qui implique
(chap. 2, th. 2) deg (Fv) < deg (F donc, en utilisant l'hypothèse n > d,

deg (Fy) <*/(#— 1) < n(q— 1). Mais Fv comporte a priori un monôme
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en X1q'1 Xnq~\ de degré n(q- 1); le coefficient de ce monôme, égal à

(— 1)" N, doit donc être nul dans le corps k, de caractéristique/?: en d'autres

termes, N doit être divisible par /?, C.Q.F.D.
On verra (§ 4) que l'hypothèse n > d ne peut pas être affaiblie : on peut

en effet, quels que soient k et n, construire un polynôme de degré n, à n

variables et à coefficients dans k, et pour lequel on ait N 1.

Corollaire 1 (théorème de Chevalley). — Mêmes données et hypothèses

(notamment n > d) que dans le théorème 1. Si de plus chacun des polynômes

Fj (j= 1, s) est sans terme constant, alors le système (1.1.1) admet dans

kn une solution autre que la solution triviale (0, 0).

Démonstration. — L'absence de termes constants implique que (0, 0)

est solution du système (1.1.1): d'où N > 1 ; mais N est divisible par p
(th. 1); on a donc N > /?, et le nombre N — 1 de solutions non triviales est

donc >/?— 1>2— 1 1, C.Q.F.D.

Le théorème 1 et son corollaire 1 s'appliquent en particulier au cas

s l d'un seul polynôme de degré d, à n variables et tel que n > d. Ainsi,
toute forme quadratique à trois variables ou plus sur un corps fini k admet

un zéro non trivial sur k ; en langage géométrique, toute conique, quadrique,
projective, définie sur un corps fini k, admet au moins un point rationnel

sur k. On aura l'occasion de revenir fréquemment sur ce genre de propriété.
Notons par ailleurs qu'un polynôme satisfaisant à n > d peut être tel que
N 0; ainsi, si p # 2, le polynôme (Xt + + Xn)q~1 + 1, de degré q — 1,

ne peut prendre que les valeurs 1 et 2 ^ 0 (chap. 1, sect. 1.1): donc, si

grand que soit n, et en particulier si n > d q — 1, ce polynôme donne
lieu à N 0. Pour un autre exemple, voir le chapitre 4 (sect. 2.3).

1.2. Le théorème de Chevalley fournit une démonstration du théorème
de Wedderburn autre que celles mentionnées au chapitre 1. Soient en effet K
un corps commutatif et r un nombre réel positif ; on dit que K possède la
propriété (Cr) si tout polynôme homogène, de degré d, h n variables, à
coefficients dans K, et tel que n > d\ admet dans Kn un zéro non trivial
(voir par exemple [7], p. 6); avec cette terminologie, le théorème 1 (ou son
corollaire 1) implique:

Corollaire 2. — Tout corps fini commutatif) possède la propriété (Cf).
Convenons d'autre part, toujours pour un corps commutatif K, de

désigner par (B0) la propriété suivante: tout corps gauche de centre K et de
degré fini sur K est égal àl.Ona alors le résultat suivant:
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Proposition 1. — Si un corps commutatif K possède la propriété (C^),
alors il possède la propriété (B0).

Démonstration. — Soit en effet L un corps gauche de centre Ket de degré
fini n sur K. On sait que n est un carré (soit n d2) et que si eu en est

une base de L sur K (en tant qu'espace vectoriel), la norme réduite NrdLjK(x)
d'un élément quelconque x xlel + + xnen de L est un polynôme
homogène et de degré d, à coefficients dans K, par rapport aux composantes

xu xn de x, qui sont dans K (voir par exemple Bourbaki, Algèbre, chap.

VIII, § 12; dans le cas bien connu du corps H des quaternions ordinaires

sur R, rapporté à la base canonique 1, i,j, k, on a n 4 22 et ArJH/R(x)
x±2 + x22 + x32 + x42); cette norme réduite ne s'annule que pour

x 0, donc pour xl xn 0; comme K est supposé posséder la

propriété (C^), on a nécessairement n d2 < d, donc d 1, n 1 et

L — K, C.Q.F.D.
Redémontrons alors le théorème de Wedderburn; soit L un corps fini,

non supposé commutatif, et soit k son centre ; k est un corps fini commutatif\
et il possède la propriété (Ci) (cor. 2), donc la propriété (B0) (prop. 1);
mais comme L est évidemment de degré fini sur k, on a alors L k (par
définition de (R0))> et par conséquent L est commutatif, C.Q.F.D.

§ 2. Seconde démonstration du théorème de Chevalley- Warning.

2.1. Cette seconde démonstration, indépendante de la théorie des

polynômes réduits, repose sur le théorème suivant (dont on aura également
besoin au § 3) :

Théorème 2. — Soit F ek [X] un polynôme à n variables, et de degré d.

Alors, si d < n(q— 1), on a

(2.1.1) Y,F(x) 0.
xekn

Démonstration. — Par linéarité, on peut se ramener au cas où F est un
monôme Xx"1... X"n, avec d ui+ + u„1); on a alors

(2.1.2) X F(x)f[( Y xiui);
xekn i= 1 X{ek

l'inégalité relative à d montre que pour un i au moins, ut< q — 1, et il
suffit évidemment de prouver que, dans (2.1.2), le z-ème facteur du membre

de droite est alors nul, ce qui résulte du lemme suivant:
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Lemme 1. — Soit uun entier > 0, et posons Su ^ x" : alors
xek

(i) si u est non nul et divisible par q — 1, Su — 1 ;

(ii) sinon, Su 0.

En particulier, si u < q — 1, Su 0.

Prouvons ce lemme ; comme xq — x pour tout xek, on ne restreint pas

la généralité de la démonstration en supposant 0 < u < q — 1 ; on est ainsi

amené à distinguer trois cas:

(1) u 0 : Su est alors somme de q termes égaux à 1 ; comme q est divisible

par la caractéristique p de k, on a bien Su 0;

(2) u — q — 1 : alors xu — 0 pour x 0, et xu 1 sinon ; Su est donc

somme de q — 1 termes égaux à 1, et on conclut comme en (1);

(3) 0 < u < q — 1 : la proposition 7 (chap. 1) avec d — u montre qu'il
existe dans k* un élément a tel que au # 1 ; comme x \-+ ax est une bijection
de k sur k, on peut écrire Su £ (ax)u auSu; mais ceci donne (au— 1) Su

xek
0, donc, en simplifiant par au — 1 ^ 0, Su 0, C.Q.F.D.

On aurait également pu régler les cas (2) et (3) de la façon suivante : soit

g un générateur de A:* ; les éléments x de k sont alors 0, et les g1 avec 0 < i
< q — 2 ; Su est donc égal à la somme de la progression géométrique
1 + gu + g2u + + d'où (l-g(q-1)u)/(l-ga% ce qui
vaut bien 0, puisque gq~x 0. Remarquons par ailleurs que la nullité
des q — 2 quantités Su (0<u<q— 1) équivaut, compte tenu des formules
de Newton, à la nullité des q — 2 fonctions symétriques élémentaires des

éléments de k* autres que le produit (voir chap. 1, sect. 1.1).

2.2. Utilisons maintenant le théorème 2 pour redémontrer le théorème
de Chevalley-Warning. Considérons le polynôme F défini par (1.1.2)
(sect. 1.1); il est de degré d(q— 1) < n (q— 1), puisqu'on a supposé n > d;
le théorème 2 permet donc d'écrire

(2.2.1) £i?(x) 0;
xelt»

mais F (x) vaut 1 si x 6 V,et0 si x £ V;d'oùune seconde égalité:

(2.2.2) Y F(x) N.l;
xekn

(2.2.1) et (2.2.2) donnent alors N.1 =0, soit, puisque est de caractéristique
p, N 0 (mod p), C.Q.F.D.
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§3. Le «second» théorème de Warning.

3.1. Il s'agit du résultat suivant, établi par Warning, en même temps
que le théorème 1, dans son article déjà cité (Warning (1935)):

Théorème 3. — Mêmes données et hypothèses (en particulier n > d)
que dans le théorème 1. Alors, si N > 0 (donc si le système (1.1.1 admet au
moins une solution), on a en fait N > qn~d.

Démonstration. — Plaçons-nous dans l'espace affine kn, et soit toujours
F l'ensemble des solutions de (1.1.1); pour abréger, convenons (dans cette
section seulement) de dire variété au lieu de sous-variété affine de kn\ alors :

Lemme 1. — Si Wx et W2 sont deux variétés parallèles de dimension d
dt + + ds (voir th. 1J, on a la congruence

(3.1.1) card(W±nF) card(W2nF) (mod p).

Prouvons ce lemme. On peut se limiter au cas où W1 =£ W2, puis, quitte
à effectuer un changement de coordonnées dans kn (ce qui ne modifie pas
les dj), supposer que et W2 sont définies respectivement par les systèmes

d'équations X1 0, X2 0, ...,Xn_d 0, et Xx 1, X2 0, Xn_d
0. Introduisons le polynôme (à une seule variable T)

R(T) - 1 n (T-a),
aek*

puis le polynôme (à n variables Xu Xn, mais ne dépendant en fait que de

G(X) (-1 )"-"R(X2)...R(Xn_ä)n&i-a);
aï 0,1

G est un polynôme de degré total (n — d)(q— 1) — 1; de plus, il vaut
évidemment — 1 sur Wt, 1 sur W2 et 0 ailleurs; F désignant toujours le
polynôme défini par (1.1.2) (sect. 1.1), H GF est donc un polynôme à n

variables, de degré total (n — d)(q— 1) — 1 + d(q— 1) n(q— 1) — 1

< n(q— 1), et ce polynôme vaut — 1 sur Wt n F, 1 sur W2 n F, et 0

partout ailleurs; d'où:

(3.1.2) Y, ^(x) (card(IF2nF) - card(IF1nF)). 1 ;
xefc»

mais le théorème 2 est applicable à H: le second membre de (3.1.2) est donc

égal à 0, dans le corps k de caractéristique p, ce qui équivaut à (3.1.1), et

prouve le lemme 1.
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Passons à la démonstration du théorème 3, et distinguons deux cas:

(1) Il existe au moins une variété W de dimension d telle que card W rv F)
=é 0 (modp): le lemme 1 montre alors que pour toute variété W' parallèle

à W et de même dimension d, on a également card (W n F) ^ 0 (mod p);
comme il existe exactement qn~d telles variétés W' (W comprise), qu'elles

forment une partition de kn, et que chacune d'elles contient évidemment au

moins un point de F, l'inégalité N > qn~d se trouve immédiatement établie

dans ce premier cas.

(2) Pour toute variété W de dimension d, on a card (WnV) =0 (mod p);
puisque V contient (par hypothèse) au moins un point, on peut cependant

affirmer ceci: il existe un entier m (1 < m < d) possédant la propriété
suivante :

pour toute variété M de dimension m, on a card (M n V) 0 (mod p),
mais il existe une variété L de dimension m — 1 telle que card (LnF)
fé 0 (mod p).

Fixons une telle variété L, et désignons par a le reste de division de

card (L n V) par p; on a donc 1 < a < p — 1. Considérons maintenant les

variétés M de dimension m passant par L ; il y en a exactement

(qn-m+1 — i)/(^r — i) qn'm + + q + 1

(nombre de points rationnels sur k dans l'espace projectif de dimension

n — m); chacune de ces variétés M contient au moins a points de V (ceux

qui sont dans L n F), et comme par ailleurs card (MnF) 0 (mod p),
chaque différence ensembliste M — L contient au moins p — a > 1 points
de V; mais les différences M — L forment une partition de kn — L; ainsi,

N card (F) > qn~m + + q + 1 > qn~d

ce qui règle le second cas et achève de prouver le théorème 3.

3.2. On verra au paragraphe suivant (sect. 4.3) que, sous les hypothèses
du théorème 3, l'inégalité N > qn~d est la meilleure possible.

§ 4. Polynômes normiques et théorème de Terjanian.

4.1. Le théorème 1 utilise de façon essentielle l'hypothèse n > d. Si

n < d, il tombe en défaut, comme on peut le voir sur l'exemple suivant (dans
cet exemple et dans tout le reste de ce chapitre, on se limite au cas d'un seul
polynôme: ^ 1):



soit n un entier > 1, et soit K l'unique extension de degré n de k, c'est-
à-dire le corps ¥qn; soit œ1, con une base de K sur k, et posons

(4.1.1) P (X) "n (cV% +... + œfjXn) ;

j=o

les (0 <y < tz — 1) étant les conjugués de cot dans l'extension galoi-
sienne Kjk (chap. 1, prop. 8), P est à coefficients dans k\ de plus, P est un
polynôme de degré n, k n variables (on a donc n d, n étant d'ailleurs
quelconque); enfin, P n'admet dans kn que le zéro trivial x (0,..., 0):
en effet, si x (xl9..., xn) est un point de kn, et si on pose £ co^x
4- + conxn, il est évident (voir chap. 1, sect. 3.3) que P(x) est égal à la
norme de £ dans l'extension K/k ; l'égalité P (x) 0 ne peut donc avoir lieu

que si £ — 0, c'est-à-dire si xx xn — 0. Ainsi, si N désigne le

nombre de solutions dans kn de l'équation P 0, on sl N 1, et A ^ 0

(mod p), comme annoncé.

(Notons au passage que le théorème 3 reste vrai si n < d, mais qu'il perd
alors tout intérêt, puisqu'il se réduit à l'énoncé suivant: si N > 0, on a

N>llqd~n).

4.2. L'exemple donné dans la section 4.1 justifie la définition ci-dessous :

Définition 1. — On appelle polynôme normique de degré n sur k tout
polynôme F de degré n à n variables, à coefficients dans k, et ayant pour
seul zéro dans kn le point (0, 0) (un polynôme normique est donc sans

terme constant).

Les polynômes normiques possèdent la propriété suivante, mise en
évidence par Terjanian:

Théorème 4. — Soit F ek [X] un polynôme normique de degré n, et soit
G ek [X\ un polynôme (quelconque) de degré strictement inférieur à n.

Alors l'équation

(4.2.1) F(X) G(X)

admet au moins une solution dans kn.

Démonstration. — Introduisons nq variables notées Xtj (1 < i < n,
1 <7 < q), et, pour tout /, soit St e k [Xn,..., Xiq] un polynôme normique
de degré q (de tels St existent effectivement: utiliser l'exemple donné dans

la section 4.1, avec n q). Introduisons une variable supplémentaire T,

et considérons le polynôme R h n(R) nq + l variables défini par
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RF(SU...,SJ - y«"1.

Son degré rf(jR) est < nq9 d'où n (R) > d(R); de plus, R n'a pas de terme

constant, puisque F et les St n'en ont pas, et que G (Su Sn) se trouve

multiplié par Yq~K Le théorème de Chevalley montre alors que R admet

dans knq+1 un zéro non trivial (xll9 y); si on pose ^ St (xiL,

xi3), on a

(4.2.2) F($u...,Sn) - G^,...^)/"1 =0.

Mais y n'est certainement pas nul: sinon, on aurait F(sl9..., sn) 0, donc

(F étant normique) sl sn 0, donc (les St étant eux-mêmes nor-
miques) xxl 0, et en définitive (xll9xnq, y) (0,..., 0, 0)

dans knq+1, ce qui est exclu par hypothèse. Or, cette propriété (y^ 0)

implique 1 1 ; il résulte alors de (4.2.2) que (sl9..., sn) est une solution
de (4.2.1) dans kn9 et le théorème 4 est démontré.

Corollaire 1. — Soit Fek [X] un polynôme normique. Alors, quel que
soit aek, l 'équation F (X) a admet au moins une solution dans kn. Autrement

dit, la fonction polynomiale associée à un polynôme normique est sur-

jective.

Si on applique ce corollaire 1 au polynôme P défini par (4.1.1) (sect. 4.1),

on retrouve le fait, démontré différemment au chapitre 1, que la norme relative

à l'extension K\k est surjective.

4.3. Terminons ce paragraphe en montrant que l'inégalité N > qn~d

du théorème 3 est la meilleure possible; de façon précise: quels que soient

«, et d < 72, il existe un polynôme Fek [X]9 de degré d, et tel que l 'équation
F 0 admette exactement qn~d solutions dans kn. En effet, soit P un
polynôme normique de degré d (donc à d variables) sur k (l'existence d'un tel P
est assurée par l'exemple de la section 4.1, avec d au lieu de n); posons alors

F(XU Xn) P(XU Xd) (les variables Xd+l9..., Xn ne figurent donc

pas dans F); pour que F(x) 0 (xekn)9 il est évidemment nécessaire et
suffisant que les d premières composantes de x soient nulles ; mais les points
x de kn possédant cette propriété sont exactement en nombre qn~d, et
l'assertion ci-dessus se trouve démontrée. Remarquons qu'un raisonnement
analogue permet d'ailleurs plus généralement de prouver le résultat suivant:

Théorème 5. — Soit Fek [X] un polynôme à n variables, et soit N le
nombre de zéros de F dans kn. Si m variables seulement figurent explicitement
dans F, alors N est divisible par qn~m.
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Notes sur le chapitre 3

§ 1: le théorème de Chevalley-Warning a une histoire intéressante. En
1933, Tsen avait prouvé que le corps K — C(T) des fractions rationnelles
à une variable T sur un corps algébriquement clos C possède la propriété
(B0) (autrement dit, a un groupe de Brauer nul: Tsen (1933)); Artin nota
que la démonstration de Tsen consistait: (1) à prouver que K possède la
propriété (Cx); puis (2) à déduire directement la propriété (B0) de la
propriété (CJ, sans utiliser la définition particulière de K; comme les corps finis
possèdent la propriété (B0) (théorème de Wedderburn et que par ailleurs
ils « ne sont pas trop loin » de leur clôture algébrique (chap. 1, § 1), Artin
fut amené à conjecturer que les corps finis possèdent la propriété (Cx);
ce qui fut aussitôt démontré en caractéristique 2 par Volsch, puis en
caractéristique quelconque par Chevalley, sous une forme d'ailleurs plus forte

que celle prévue par Artin (Chevalley (1935)); c'est Warning qui, examinant
la démonstration de Chevalley, s'aperçut que, pour les corps finis, la
« bonne » propriété n'était pas la propriété (CJ, mais la divisibilité de N par
p (Warning (1935)): d'où finalement le nom de «théorème de Chevalley-
Warning » attribué au théorème 1. Ce théorème a d'ailleurs été amélioré par
Ax (1964), qui a prouvé ceci (mêmes notations que dans le th. 1): si b est

le plus grand entier strictement inférieur à njd, N est divisible par qb (donc

par pfb). Ce résultat d'Ax a lui-même été perfectionné récemment par Katz
(1971); à ce sujet, voir le chapitre 7.

Indiquons que l'étude de la propriété (Cx) (et plus généralement de la

propriété (CrJ) a été reprise systématiquement dans les années cinquante par
Lang (1952) et Nagata (1957) et a connu depuis lors des développements

importants; à ce sujet, voir [7], ainsi que Terjanian (1972). Signalons par
ailleurs qu'il existe des corps possédant la propriété (B0), « très proches »

de leur clôture algébrique (de façon précise, quasi-finis), et ne possédant

pourtant pas la propriété (Cx), ni même la propriété (Cr), si grand que soit r :

voir Ax (1965, a, b; 1968).

§ 2: le calcul modulo p de N par la formule (2.2.2) est parfois baptisé
« méthode de Kronecker » ou « méthode de Lebesgue » (voir Lebesgue

(1837, I), th. 1); pour des généralisations de cette formule, voir Dwork
(1960, a; 1966, b); voir également les chapitres 7 et 9.

§ 3 et 4: comme indiqué dans le texte, les théorèmes 3 et 4 sont dus

respectivement à Warning (1935) et Terjanian (1966). Pour des résultats

analogues au théorème 5 (mais moins triviaux voir Carlitz (1953, b;
1954, b), et Redei (1946).
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Chapitre 4

ÉQUATIONS DIAGONALES (I)

Une équation diagonale est une équation de la forme a1X1âl +
+ anXndn b; si d1 dm l'équation est (abusivement) dite homogène;

ce chapitre est consacré à l'existence de solutions d'équations diagonales

homogènes (§ 1) puis quelconques (§ 3) sur un corps fini k: le paragraphe 2

résout le « problème de Waring » pour k, ce qui revient, pour un exposant d

fixé, à déterminer les entiers n et les éléments h de k tels que l'équation
Xf + + Xnd b admette une solution sur k\ enfin, le paragraphe 4

donne quelques indications sur les équations multilinéaires (pour une
définition, voir sect. 4.1), avec une application aux équations diagonales homogènes

de degré 2.

Les méthodes utilisées dans ce chapitre sont très élémentaires: les

résultats obtenus sont en conséquence assez pauvres (et aussi assez disparates)

; pour des résultats plus précis sur les équations diagonales (et notamment

pour l'évaluation exacte ou approchée du nombre de solutions), se

reporter au chapitre 6; voir également les Notes en fin de chapitre. On

conserve ici les conventions en vigueur dans les chapitres 2 et 3 ; en
particulier, k désigne toujours un corps fini à q pf éléments.

§ 1. Equations diagonales homogènes.

1.1. Si Fe k [X] est une forme (c'est-à-dire un polynôme homogène) de

degré d > 1, il est clair que F(0, 0) 0; s'il existe un point x de kn

autre que (0, 0) tel que F (x) 0, on dit que Fest isotrope sur k9 ou que
F représente (proprement) 0 sur k. Si d'autre part a est un élément non nul
de k, et s'il existe un point x de k" tel que F (x) a, on dit que F représente
a sur k; par homogénéité, F représente alors tout élément de la forme
abd (b e k*); F représente donc en fait toute la classe de a (mod k*d) dans
le groupe multiplicatif k*.

Théorème L — Soit F a.Xf + + anXdek[X] une forme
diagonale de degré fi? > 1, à n variables. Si F n 'est pas isotrope, elle représente
au moins n classes de k* (mod k*d).
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Démonstration. — On procède par récurrence sur n. Si n — 1, F représente

(qui n'est pas nul, puisque Fest non isotrope): F représente donc
une classe, celle de av Supposons alors le théorème démontré pour n — 1

variables (n > 2) et prouvons-le pour n variables. Posons G — a1X1d

+ + an_1Xnd_1; en tant que forme à n — 1 variables, G est non isotrope,
et représente donc, par hypothèse de récurrence, au moins n — 1 classes

(mod k*d); soit C la réunion de ces classes. Comme toute classe représentée

par G est a fortiori représentée par F, il suffit de prouver qu'il existe dans

k* un élément b n'appartenant pas à C, et cependant représenté par F. On
distinguera deux cas:

(1) an<£ C: on peut alors prendre b an.

(2) ane C: il est clair dans ce cas que — an $ C (si G représentait — an9

F serait isotrope). Soit alors m l'entier ainsi défini:

la forme an (Xid + + Xmd) ne représente que des éléments de C, mais

la forme an (X1d + + Xm + 1) représente au moins un élément de k*
n'appartenant pas à C.

Un tel m existe effectivement; car si, pour tout r > on pose Hr
— an (X/ + + !"/), on voit que H1 représente uniquement ank*d c: C,

mais que, pour r assez grand (par exemple, pour r > p — 1), Hr représente
— an$ C (parce que — 1 ld + + ld (p — 1 fois): k est de caractéristique

p). Par définition de m, on peut trouver b appartenant à k* mais

non à C, et yu ym, ym+ x appartenant à k, tels que

(1.1.1) an(yi Fymd Fymd+ù b,

mais que

a„(yid + ...+ymd)eC.

Par définition de C, il existe alors xl9..., t dans k tels que

a+ -han^1xnd^1 an(yxd +... +ymd).

Posons xn ym+1 et ajoutons anxd aux deux membres de cette égalité;

compte tenu de (1.1.1), on obtient

+ + anxd b

et F représente bien b $ C.

Ceci règle le deuxième cas et achève de prouver le théorème 1.
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1.2. Le nombre total de classes de k* (mod k*d) est égal à ô (q—l, d)

(chap. 1, prop. 7, cor. 1); le théorème 1 admet donc les deux conséquences

suivantes :

Corollaire 1. — Si F a1Xid + + anXd est non isotrope, et si

n <5, ö/ors F représente tout élément de k.

Corollaire 2. — Si F a1X1d + + anXd est une forme diagonale
de degré d à n variables et si n > ô, alors F est certainement isotrope.

1.3. La section 2.3 du chapitre 1 montre que, dans ce qui précède, on
aurait pu remplacer partout d par S, ou, ce qui revient au même, supposer

que d divise q — 1, et remplacer ô par d. Le corollaire 1 apparaît alors

comme un cas particulier du théorème 4 du chapitre 3, et le corollaire 2,

comme un cas particulier du théorème de Chevalley (chap. 3, th. 1, cor. 1).

Quant au théorème 1, il admet l'interprétation « probabiliste » suivante:
si b e &*, si n < ô, et si le premier membre de l'équation a 1X1d + + anX„d

b est une forme non isotrope, la « probabilité » pour que l'équation
admette une solution dans kn est au moins égale à n/ô.

Pour d'autres résultats sur les équations diagonales homogènes, voir les

sections 2.3, 3.4, 4.3, et les Notes en fin de chapitre.

§ 2. Sommes de puissances d-ièmes.

2.1. Soient toujours k un corps fini à q pf éléments, et d un entier

> 1; notons kd le sous-ensemble de k formé des sommes xf + + xnd,

avec n > 1 quelconque et x1%..., xn e k; kd est évidemment un sous-corps
de k: en effet, il est stable pour l'addition et la multiplication; il contient
0, 1, et aussi — 1 ld + + ld(p — 1 fois); enfin, si x e kd et si x # 0,
alors x~1 ekdf puisqu'on peut écrire x'1 xd~x (A_1)d, que {x~x)d ekd,
et que kd est stable pour la multiplication.

2.2. Le théorème ci-dessous détermine explicitement kà\

Théorème 2. — Etant donné k Fq et d, posons toujours ô (q — 1, d),
et notons d'autre part q1 la plus petite puissance p9 de p telle que (1) g divise

/; (2) le quotient (pf - l)/(p9-1) divise d. Alors :

(i) kd est égal à l'unique sous-corps de k contenant q1 éléments (ce qu'on
peut écrire kd F^J.
(ii) Tout élément de kd est somme d'au plus ô puissances d-ièmes.
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Démonstration. — (i) k* est un groupe cyclique d'ordre q — 1, et ses

sous-groupes correspondent bijectivement aux diviseurs positifs de q — 1 ;

par ailleurs, k étant un corps à pf éléments, ses sous-corps correspondent
bijectivement aux diviseurs positifs de / (chap. 1, prop. 4). Comme g divise

/ si et seulement si ^ — 1 divise pf — 1 (petit exercice d'arithmétique), on
peut énoncer:

Lemme 1. — Pour qu'un sous-groupe H de k* soit le groupe multiplicatif
d'un sous-corps de k, il faut et il suffit que l'ordre de H soit de la forme
p9 — 1, g étant un diviseur de f

Mais le groupe k*d est d'ordre (q—1)/<5 (chap. 1, prop. 7); d'autre part,
kd est évidemment le plus petit sous-corps / de k tel que k*d cz /*; si alors

on pose kd — ¥qv qx pfl, le lemme 1 montre que f1 est le plus petit
diviseur positif g de / tel que (q— l)/ô divise p9 — 1, c'est-à-dire (puisque
ô — (q— 1, d) et que q pf) tel que (pf — l)/(p9— 1) divise <7, C.Q.F.D.

(ii) Pour tout n > 1, notons Sn l'ensemble des éléments de k* qui sont de la
forme xf + + xnd (les xt e k, certains xt pouvant être nuls); il est clair

que

(2.2.1) k*d S1 c S2 cz ...•<= Sn cz Sn+1 c: ci kd*

et que, dans k*9 chaque Sn est réunion d'un certain nombre de classes

(mod k*d); comme le nombre total de ces classes est égal à ô, la suite (2.2.1)

comporte au maximum <5 — 1 inclusions strictes. D'autre part, il est évident

que si, pour une valeur n0 de l'indice, on a SnQ SnQ+ u alors, pour tout
n > n0, on a également Sn Sn+l; dans la suite (2.2.1), les inclusions
strictes occupent donc nécessairement les premières places. Il résulte de ces

deux remarques qu'à partir du rang ô, toutes les inclusions de la suite (2.2.1)
sont en fait des égalités, et que kd* Sô, C.Q.F.D.

2.3. Tirons les conséquences de ce théorème. Tout d'abord, pour d

fixé, on a « le plus souvent » kd k; en effet, il résulte de la définition de q1

que si kd ^ k, alors pfl2 < d, ou encore q < d2; qn particulier:

Corollaire 1. — Pour dfixé, il n 'existe qu 'un nombre fini de corps k tels

que kd ^ k.

Supposons maintenant k fixé. Si/ 1, donc si k Fp, on a évidemment

kd — k quel que soit d. En revanche, si /> 2, on peut toujours trouver
d tel que kd # k, par exemple d — pf~1 + ...+/?+ 1: le théorème 2,

(i) donne alors fx 1 et qx p, donc kd Fp (ce qui est évident direc-
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tement, puisque, pour tout x ek, xd est dans ce cas la norme de x dans

l'extension k/Fp: chap. 1, sect. 3.3). Ainsi:

Corollaire 2. — Soit k Fq, q pf. Si /> 2, z7 existe au moins

un exposant d tel que kd ^ k.

(Il en existe même une infinité: car si d est tel que kd A k, la même

propriété est vraie pour tout multiple de d; mais ceci n'a pas grande signification,

car d intervient en réalité par l'intermédiaire de <5 (q — 1, d), qui
ne peut prendre qu'un nombre fini de valeurs).

Supposons toujours k fixé, avec/ > 2, et soit d un entier tel que kd # k;
avec les notations du théorème 2, on a kd F ; si b e k*, on aura donc
b ekd si et seulement si ègl"1 1 ; les parties (i) et (ii) du théorème donnent
alors :

Corollaire 3. — Si bql~1 1, et si n ><5, l'équation diagonale Xd
+ + X/ b admet une solution dans kn.

(ii) *SÏ au contraire bql~1A 1? a/or^, sz grand que soit n, l'équation Xd +
+ X/ b n 'admet aucune solution dans kn.

Exemple: k F4, d 3; on a kd F2 ^ fc; si b e F4, b ^ 0, 1, l'équation
Xx3 + + X„3 Z? n'a pas de solution sur F4, si grand que soit le nombre
d'inconnues, n.

§ 3. Equations diagonales quelconques.

3.1. Passons maintenant aux équations diagonales quelconques, donc
de la forme F — b, avec

F u1X1dl + + anXndn,

les dt > 1, les atek (on les supposera tous différents de zéro, ce qui ne
diminue pas la généralité) et b e k (et éventuellement nul). Désignons par
N le nombre de solutions de l'équation F b dans k", et par N le reste de
division de N par p (ou encore, l'élément N.l de k Fq). Enfin, pour
simplifier les calculs, posons St (q-1, dt) (i= 1, n), puis

$.= ayX^ + + anXnä",

ao - b, et G a0 + <P. Il est clair alors que le nombre de solutions
dans k" de l'équation G0 est égal au nombre de solutions dans de
F b, donc à N (voir chap. 1, sect. 2.3; bien entendu, les ensembles de
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solutions de ces deux équations sont en général distincts). En outre, dans le

polynôme G, chaque exposant divise q — 1.

3.2. On peut alors évaluer N par la « méthode de Lebesgue » (chap. 3,

§ 2 et Notes). On a en effet (loc. cit.)

(3.2.1) N£ (l-GCx)«-1) - £ G(x),_1.
xekn xekn

Ecrivons G (x) a0 + a^f1 + + anxnôn, et développons G(x)^"1;
il vient

(3.2.2) iV - £
xefc" j

la seconde sommation portant sur l'ensemble des vecteurs entiers

J Oo, ».J«) tels que (1) ^ > 0 pour i 0, n; (2)j0 + + jtt q - 1,

et le symbole (*~[1) désignant le «coefficient multinomial» (q— 1) !/

y0 ..../„ Mais (chap. 3, sect. 2.1) ona^/= — 1 si u > 0 et si q — 1

xek
divise w, et £ xu 0 sinon; ceci permet de simplifier la formule (3.2.2)

xek
et d'énoncer:

Lemme 2. — Soit J l'ensemble des vecteurs entiers j (j0, tels que

(1) j0 > 0, ji > 0 pour i 1, n;

(2) j'o + 7i + ••• + in — y — i i
(3) {q—Vjjdi divise j\pour i 1, n;

alors N est donné par la formule

(3.2.3) N =(- 1)B+1 Z («71) •••«/" •

je J

3.3. Première conséquence de ce lemme:

Théorème 3. — Si les entiers ôt satisfont à la condition

(Hl) l/ô1 + + l/ôn > 1,

le nombre N de solutions de F b dans kn est divisible par p.

Démonstration. — Si la condition (Hl) est vérifiée, l'ensemble J défini
dans le lemme 2 est vide, et on a bien N 0.

Ce théorème montre notamment que si les exposants de F satisfont à la
condition
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(H2) 1/^1 ~t~ ••• 1/^n ^

le nombre N est divisible par p. Si dl dn d (cas homogène),

(H2) se réduit à l'inégalité n > d, et on retombe sur un cas particulier du
théorème de Chevalley-Warning (chap. 3, th. 1). En revanche, dans le cas

non homogène, la condition (H2) peut être réalisée en même temps que

l'inégalité n < d:

Exemple: des équations diagonales telles que

Xi2 +X23 +X35 + 1 0 ; Xi2 + X23 + X36 + X46 0,

ont, sur un corps fini quelconque k, un nombre de solutions divisible par la
caractéristique p de k (ce nombre est d'ailleurs non nul, donc > p, car la
première équation a pour solution (1, —1,0), la seconde, (1, —1,0,0));
or, pour la première équation, n 3 < d 5 ; pour la seconde, n 4

< d 6.

3.4. Autre conséquence du lemme 2:

Théorème 4. — Supposons réalisées les deux conditions suivantes :

(H3) 1/5, + + l/ôn 1;

(H4) Chaque St (1 < i < n) divise p — 1.

Alors, #we/ #we sozY g k, l'équation aiX1dl + -f anXndn Z? aJmef
aw moww wwe solution dans kn.

Démonstration. — Avec les notations des sections 3.1 et 3.2, il suffit
de prouver que, dans le lemme 2, N # 0. Mais la condition (H3) entraîne
que Jest réduit au seul élément h (0, hu A„), avec ht (#-1)/5. pour
z 1,..., n; le lemme donne donc

N

comme les a; ont été supposés non nuls, il reste à prouver que, sous l'hypothèse

(H4), le coefficient C^1) n'est pas divisible par p, ou encore,
désignant la valuation p-adique, que

»,((«-!) 0 vp(hi!)+ „!);

mais ceci résulte facilement de l'estimation bien connue

vp(m\) [m/p] + [m/p2] +
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valable pour tout entier m > 1 (la notation [...] signifie: partie entière de.... ;

cette estimation se déduit immédiatement de l'écriture de m en base p).
Dans le cas homogène, le théorème 4 peut s'énoncer:

Théorème 5. — Soit F axXf + + anXnd une forme diagonale
homogène de degré d à n variables ; posons 3 {q — 1, d) ; alors, si n ô, et
si ô divise p — 1, la forme F représente tout élément non nul de k.

Ce résultat étend le théorème 2 à des formes F non isotropes ; signalons

que le théorème 5 reste vrai si on remplace l'hypothèse (H4) par l'hypothèse
plus faible: ô <p — 1 (voir Schwarz (1950)); en revanche, si ô >p, le

théorème 5 peut tomber en défaut: ainsi, dans l'exemple donné à la fin du

paragraphe 2, la forme X±3 + X23 + X33 sur k F4 (avec n d=ô q— 1

3) représente seulement les éléments de F2 ; et de fait, ô 3 > p 2.

Notons enfin que si q p, les conditions: ôt divise p — 1, Ô divise

p — 1, sont automatiquement vérifiées: sur un corps fini premier, les

théorèmes 4 et 5 sont donc valables sans restriction.

§ 4. Equations multilinéaires.

4.1. Soit toujours k un corps fini à q pf éléments, soient r et d

deux entiers > 1, et soit n rd. On se propose dans cette section de

calculer le nombre N (F, b) de solutions dans kn de l'équation F — b (b e k),
le polynôme F étant de la forme

(4.1.1) F — a1X1 ...Xd + a2Xd+1 ...X2d + + arXn_d+1 ...Xn

(un tel polynôme est parfois dit abusivement multilinéaire). Il est clair qu'on
peut supposer tous les aj non nuls (chap. 3, th. 5) et qu'on peut même

(quitte éventuellement à multiplier les deux membres de l'équation par
b"1, et à faire une « homothétie » sur certaines variables) supposer ax

ar 1, et b 0 ou 1. On est ainsi ramené à calculer les nombres
de solutions dans kn des deux équations Fr d 0 et Fr d 1, avec

(4.1.2) Fr d X1 ...Xd + Xd+1 X2d + + Xn_d+1 Xn

nombres qu'on notera respectivement N (r, d) et Ni (r, d).

4.2. Théorème 6. — Les nombres N (r, d) et Nl (r, d) sont donnés par

(4.2.1) N(r,d) q"-1 + (q - 1) q'~l A(q, d)',

(4.2.2) N, (r,d) q"'1- q'"1 A(q,d)r,
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avec par définition A (<q, d) qd 1
— (q—l)d l.

Démonstration. — On établit les deux formules simultanément par
récurrence sur l'entier r. Si r 1, et donc n dr, on voit directement que

N(l, d) qn - (q-l)n, et que N1(l,d) (#-l)n_1, ce qui coïncide

bien avec les valeurs données dans ce cas par (4.2.1) et (4.2.2). Supposons
alors ces formules prouvées jusqu'à un entier r — 1 > 1, et démontrons-les

pour l'entier r. En classant les solutions de l'équation Fr d — 0 selon la

valeur prise par le monôme Xn_d+1 Xn, on obtient

N(r,d)£ JV(Fr_M,c)iV(FM, -c)
cek

N(r-l,d)N(l,d) + (q -1)N± (r-1, d)N1 (1,d)

(voir sect. 4.1). L'hypothèse de récurrence donne la valeur des quatre termes

N(r — l,d), N(1, d), N1(r—l,d) et Nx (1, d), et on vérifie, après calcul,

que la valeur ainsi obtenue pour N (r, d) coïncide bien avec celle fournie

par (4.2.1). Raisonnement analogue pour (4.2.2). (On peut aussi déduire
directement (4.2.2) de (4.2.1) en remarquant que, puisque toutes les équations

d ^ (b e k*) onl: même nombre de solutions, Nt (r, d), on a évidemment

qn N (r, d) + (# — 1) N1 (r, d)).

Corollaire 1. — Si, dans l 'équation F b (voir (4.1 A les coefficients

aj sont tous différents de 0 (et si en outre, quand r — 1, b est également
différent de 0), alors N (F, b) est un polynôme en q, à coefficients entiers
rationnels, de terme dominant qn~x. En particulier, si on considère q comme
« infiniment grand », on peut écrire

N (F, b) q"-1 +0(qn~2).

On reviendra longuement sur ce genre de résultat aux chapitres 6, 7,
8 et 9.

4.3. Le théorème 6 permet en particulier de déterminer le nombre N
de solutions dans kn d'une équation diagonale homogène de degré 2,

(4.3.1) a^Xff + + anXn2 — b

(au an, b g k); on peut naturellement supposer tous les coefficients at
différents de 0; on peut également supposer p ^ 2 (en caractéristique 2, on
a N q"'1); comme la détermination de N sera effectuée ultérieurement
(chap. 6, sect. 1.3) par un autre procédé, on se bornera ici à indiquer la
démarche du calcul, en laissant au lecteur le soin d'en expliciter les détails.

L'Enseignement mathém., t. XIX, fasc. 1-2. 3
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(1) Pour n 1, on a évidemment JV 1 si b 0; sinon, ona#
2 ou 0 selon que aj) e k*2 ou que atb £ k*2.

(2) Pour n — 2, on vérifie sans peine, soit par le calcul, soit par un
raisonnement géométrique, que N est donné par les formules ci-dessous:

12q
— 1, si — aAa2 ek*2

1, si — ata2 $ k* ;

Iq
— 1, si — aid? efc*212

q + 1, si — ala2 $ k*

Supposons maintenant n > 3. Comme toute forme quadratique à trois
variables ou plus sur k est isotrope (théorème de Chevalley: chap. 3, th. 1,

cor. 1), la théorie générale de la réduction des formes quadratiques (voir [17],

chap. IV, notamment pp. 60-62) montre qu'on peut (par une transformation
linéaire inversible à coefficients dans k, ce qui n'affecte pas la valeur de N)
mettre le premier membre de (4.3.1) sous l'une des deux formes suivantes:

(4.3.2) YxY2 + + Y2f-1Y2r +aYn2,

avec n 2r + 1 et a ~ (—1 )ra1 an, si n est impair;

(4.3.3) Y±Y2 + + Y2r^Y2r+ Yni± + aY„2

avec n 2r + 2 et a — 1 )2a1 a„, si n est pair.
(La valeur de a s'obtient en écrivant l'invariance du discriminant).

(3) Calculons alors N quand n est impair, n 2r + 1. En classant

(comme dans la démonstration du théorème 6) les solutions de F b

(F étant mis sous la forme (4.3.2)) suivant la valeur prise par le monôme
aYn2, on obtient, avec les notations de la section 4.1,

(4.3.4) N E Ni (r, 2) N (a Y„2, (r, 2) N (a Y„2, b)
cek, c^b

N (r, 2) et N± (r, 2) sont donnés par le théorème 6, N (<a Y2, c) et N {a Y2, b)

sont donnés par (1); si on remarque que k* contient (q—1)/2 carrés et

autant de non-carrés, on arrive finalement à ceci:

pour b 0 AT qW_1 ;

J qn~1 + g("~1)/2, si — l)(n~1)/2ai ...anbek*2
^ ^ j qn_1 — g(n-1)/2, si — l)^"1^2 ax anb $ k*2



— 35 —

(4) Le calcul de N quand nest pair se fait de la même manière: on

réécrit la formule (4.3.4) en y remplaçant apar Y„l1, + aY„2, on utilise

le théorème 6 et les formules de (2), et on obtient finalement ceci:

[ q""1+ q"'2 -qsi(-1
pour h 0 ,N | ^n l_ q«/2+q(«si(_iy/2

f q"'1 -g<n/2)_1, si —1)"/2 e
VOmb -O'" i «- + 4«>-, si

Notes sur le chapitre 4

§ 1 : la méthode de démonstration du théorème 1 est empruntée à

Demyanov (1956). Cette méthode s'applique également aux équations
diagonales homogènes sur un corps ^-adique ; à ce sujet, voir également Schwarz

(1956), Davenport-Lewis (1963), et surtout [7], pp. 101-138, et [13], pp. 17-22

et 40-52.

§ 2: le théorème 3, (ii) et son corollaire 1 sont dus à Tornheim (1938);
voir aussi Schwarz (1948, a). Pour l'application du théorème 3, (i) au

problème de Waring dans un anneau d'entiers algébriques, voir Bateman-
Stemmler (1962) pour un exposant d premier, et Joly (1968) pour un exposant

d quelconque.

§3: les théorèmes 4 et 5 sont dus à Morlaye (1971); voir également
Schwarz (1948, b; 1950) et Carlitz (1956, b).

§ 4: pour une autre démonstration du théorème 7, voir Porter (1966, e).

Les équations diagonales sur un corps fini ont suscité une vaste
littérature; mentionnons seulement ici (en dehors des articles déjà cités, et de

ceux qui le seront au chapitre 6) Cohen (1956), Chowla-Mann-Straus (1959),
Gray (1960), Chowla (1961), Tietäväinen (1968), et Lewis (1960).
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Chapitre 5

SOMMES DE GAUSS ET DE JACOBI

Le premier paragraphe de ce chapitre donne la description du groupe
des caractères additifs et du groupe des caractères multiplicatifs d'un corps
fini, et montre comment ces caractères peuvent servir au calcul du nombre
de solutions d'une équation (prop. 3 et 5). Le reste du chapitre est consacré
à une étude élémentaire des sommes de Gauss et de Jacobi ; ces sommes sont
des entiers algébriques, construits à l'aide de caractères, et dont l'utilisation,
combinée avec les propositions 3 et 5, permettra notamment (1) de calculer
le nombre de solutions d'une équation diagonale quelconque (chap. 6);
(2) de calculer dans certains cas la fonction zêta de l'ensemble algébrique
défini par une telle équation (chap. 9); (3) de démontrer le théorème d'Ax,
c'est-à-dire la relation de divisibilité qb | N annoncée au chapitre 3 (chap. 7).
Pour d'autres utilisations classiques des sommes de Gauss et de Jacobi

(étude des corps cyclotomiques, démonstration élémentaire des lois de

réciprocité, etc.), voir [8], § 20, [11], chap. IV, ou [3], chap. 5 ; voir également les

Notes en fin de chapitre.
On conserve ici encore les conventions et notations des chapitres

précédents; en particulier, k désigne toujours un corps fini à q pf éléments.

§ 1. Caractères additifs et caractères multiplicatifs d'un corps fini.

1.1. Rappelons que si G est un groupe fini commutatif, on appelle
caractère de G tout homomorphisme x'> G -» C*, de G dans le groupe
multiplicatif du corps des nombres complexes; les caractères de G forment de

manière naturelle un groupe multiplicatif, dit dual de G, et noté G (ou
X (G)) ; l'élément neutre de G est le caractère s défini par e (x) 1 pour

S
tout xe G : on l'appelle caractère trivial (ou principal); si xe G, si %e G,

et si m désigne l'ordre de G, on a x (x)m X (*m) X (e) 1 (ß désignant
l'élément neutre de G); les valeurs d'un caractère x de G sont donc des

racines ra-ièmes de l'unité; en particulier, si x-1 est l'inverse de x dans G,

et si x e G, alors x~1 (*) X (x) (complexe conjugué de x (*)): c'est pour-
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quoi le caractère x'1est généralement noté x, et appelé caractère conjugué

de x-
On aura besoin par la suite des deux résultats suivants (pour des démonstrations,

d'ailleurs immédiates, voir [17], pp. 103-107):

S
(i) Les groupes G et G sont isomorphes (non canoniquement) ; en particulier,

G a même ordre que G.

(ii) (Relations d'orthogonalité). — Si x est un caractère de G, on a

I
card (G), si x 8 l

n p0, si x *£ e •

De même, si x est un élément de G, on a

I
card (G), si x e;
n • *0, si # e.

On va appliquer ce qui précède au groupe additif k+ de k (sect. 1.2),
N

puis au groupe multiplicatif k* (sect. 1.3); k+ sera dit dual additif de k, et

fe*, dual multiplicatif; les éléments de k+ et de A:* seront qualifiés
respectivement de caractères additifs et de caractères multiplicatifs de k.

1.2. Commençons par l'étude des caractères additifs; on peut en

construire de la manière suivante: soit Tr l'application trace relative à

l'extension k/Fp, et soit Ç une racine primitive /7-ième de l'unité dans C

(par exemple e2ui,p); pour tout élément x de k, posons

(1.2.1) ß(x) - CTr(x)

(ce qui a un sens, puisque Tr (x) e Fp est un entier rationnel modulo p) ;

alors ß est évidemment un caractère additif de k, et ce caractère n'est pas
trivial (parce que la trace est surjective: chap. 1, prop. 9). Plus généralement,
si y ek, et si on pose ßy (x) ß (xj) (x, y e k), ßy est un caractère additif
de k, et ce caractère n'est trivial que si y 0.

Il se trouve que le procédé ci-dessus fournit tous les caractères additifs
de k\ de façon précise:

Proposition 1. — Soit ß un caractère additifnon trivial de k (par exemple
celui défini par (Î.2.Î)) et, pour tout x et tout y dans k, posons
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(12.2) ßy(x)=ß(xy).
Alors l'application y ßy est un isomorphisme du groupe additif k+ sur

/s
son dual k*.

Démonstration. — Cette application est évidemment un homomor-
phisme de groupes; compte tenu de la propriété (i) (sect. 1.1), il suffit de

prouver que cet homomorphisme est injectif; mais par hypothèse, ß est

non trivial; il existe donc a e k tel que ß (a) ^ 1 ; soit alors y ek, y ^ 0;
si on pose x — ay'1, on a évidemment ßy (x) ß (a) ^ 1, donc ßy ^ e,

C.Q.F.D.

Proposition 2. — Soient ß un caractère additif non trivial de k et a un

élément quelconque de k. Alors

^ \ q si a 0 ;
(1-2.3) E ß(ay) |

yek [ 0 SI a / 0

Démonstration. — (1.2.3) résulte, soit de (1.1.1) appliqué au caractère

fixe ßa et à l'élément y parcourant k+, soit de (1.1.2) appliqué à l'élément

fixe a et au caractère ßy parcourant k+.

1.3. La proposition 2 donne un moyen de compter les solutions d'une

équation polynomiale:

Proposition 3. — Soit F un polynôme à n variables et à coefficients dans

k. Si ß désigne un caractère additif non trivial de k, le nombre N de solutions

dans kn de l'équation F — 0 est donné par

(1-3.1) Nf1^(yF(x1,...,x„)),
y y x

la sommation étant étendue à tous les points (y, xu x„) de kn+1.

Démonstration. — Soit V ak"l'ensembledes solutions de 0. Si

xe V,donc si F (x) 0, (1.2.3), appliqué à F (x), donne

E ß (yp(x))i >

yek

et par conséquent

(1.3.2) E E ß(yF(x))
xe V yek
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Si au contraire x £ V,doncsi F (x) y=- 0, (1.2.3) donne

ZßiyFix)) 0;

(1.3.3) E E ß(yF(*)0-
xeK yefc

Il suffit alors d'additionner (1.3.2) et (1.3.3) et de multiplier les deux membres

par q_1 pour obtenir la formule (1.3.1). Cette formule sera utilisée

systématiquement aux chapitres 6, 7 et 9.

1.4. Passons à l'étude des caractères multiplicatifs de k. Notons
d'abord que si k* C*, est un tel caractère, sa valeur en 0 n'est pas
définie; pour des raisons de commodité, on conviendra toujours de

prolonger x en une application k - C*, en posant

Avec cette convention, on a x {xy) l(x) x (y) quels que soient x, y e k.
D'autre part, on peut construire un caractère multiplicatif d'ordre q — 1

(donc un générateur de k* : voir (i), sect. 1.1) de la façon suivante : soit co une
racine primitive (q— l)-ième de l'unité dans C (par exemple et
soit g un générateur du groupe cyclique k*; pour tout xek*, il existe

ie Z tel que x g1; désignons par ind (x) la classe de i modulo q — 1

et posons

alors 6 est bien un caractère multiplicatif d'ordre q — 1 de k (c'est un iso-
morphisme de k* sur le groupe des racines (#-l)-ièmes de l'unité dans C).

Enfin, on a évidemment le résultat suivant:

Proposition 4. — Soit 6 un caractère multiplicatif d'ordre q — 1 de k
(par exemple celui défini par (XA.2)). Alors l'application h K 6h définit de
manière naturelle un isomorphisme du groupe cyclique Z/(q—l) Z sur le

groupe fc*, dual de k*.

1.5. Soit maintenant x un caractère multiplicatif quelconque de k,

et soit <5 l'ordre de x (en tant qu'élément de k*). Si x e k*, on a x (xô)

(1.4.1)

(1.4.2) 0(x) œindix);
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Xô (x) 1, et x est trivial sur k*0; x définit donc un caractère (qu'on notera
encore x) du groupe quotient k*/k*s; mais ô divise évidemment q — 1,

et ce quotient est d'ordre S (chap. 1, prop. 7, cor. 1); ainsi, le sous-groupe

(cyclique, d'ordre <5) de k* engendré par x s'identifie au dual du groupe
(cyclique, d'ordre <5) k*/k*0, et le noyau de x est exactement k*0.

Cela étant:

Proposition 5. — Soit d un entier >1, et posons ô (q—l,d). Soit
d'autre part x un caractère multiplicatifd'ordre d de k (par exemple ö(*~1)/<5,

0 étant défini par (1A.2) )9 et soit a un élément non nul de k. Alors :

(i) Pour que a soit une puissance d-ième dans k, il faut et il suffit que x (fi)
1.

(ii) Le nombre m (à) de solutions dans k del 'équation à une variable Xd — a

est donné par

(1.5.1) m (a) Ô~^xj(a).
j=o

(iii) Avec la convention (1.4.1), l'égalité (1.5A) reste vraie pour a 0.

Démonstration. — La proposition 7 du chapitre 1 permet de supposer
que d ô. (i) résulte alors du fait que le noyau de x est k*0. Prouvons (ii),
et notons ä la classe de a (mod k*ô)\ les relations d'orthogonalité (1.1.2),
appliquées à G k*/k*0, à x a, et aux caractères xJ (0 <j < <5 - 1)

qui forment le dual de G (voir ci-dessus) donnent

ô~1 f ö si a e k*ô ;

Z XJ(a)
j=o 0 si a $ k*5

D'autre part, m (a) vaut ô si a g k*0 (k* contient <5 racines <5-ièmes de l'unité)
et 0 sinon; (ii) se trouve ainsi établi. Enfin (iii) est évident: car m (0) 1,

yf (0) s (0) 1, et xJ (0) 0 pour 1 < y < <5 — 1, puisque, pour ces

valeurs de y, xJ ^
La formule (1.5.1) sera utilisée au chapitre 6. La partie (i) de la proposition

5 est essentiellement équivalente à l'extension du critère d'Euler
donnée au chapitre 1 (prop. 7, cor. 2). Si d'ailleurs on suppose p (donc q)

impair, et d — 2 (donc 5 2), le caractère x de la proposition 5 est

entièrement déterminé (il est égal à 6(q~1)/2); ce caractère vaut 1 sur les carrés de

k*, et — 1 sur les non-carrés: on l'appelle caractère de Legendre; pour
q p, il coïncide évidemment avec le symbole de Legendre.



§ 2. Sommes de Gauss.

2.1. Soient x un caractère multiplicatif et ß un caractère additif de k.

Définition 1. — On appelle somme de Gauss associée à x et ß la quantité

(2.1.1) r(X\ß)£ X(x)ß(x)
xek*

Les valeurs prises par ß et x étant des racines /7-ièmes de l'unité, et 0

ou des racines (q — l)-ièmes de l'unité, x (x | fi) est un entier du corps des

racines p (q— l)-ièmes de l'unité.
Si le caractère ß est fixé une fois pour toutes (par exemple, si ß (x)

avec £ e2fp: sect. 1.2), on écrit t (%) au lieu de x (x | ß)>

(pour y ek) xy (x) au üeu de x (x | ßy) (sect. 1.2): on a donc

(2.1.2) ry(x) Z X (*) (xy)
xek*

2.2. Si l'un des caractères x et ß est trivial, la somme de Gauss associée

est également « triviale » et sa valeur se calcule immédiatement à l'aide des

relations d'orthogonalité (1.1.1) appliquées à x °u à ß:

(i) si x ^t trivial, mais non ß, on a x (x\ ß) — 1 ;

(ii) si ß est trivial, mais non x, on a x (x\ ß) ^ ;

(iii) enfin, si x et ß sont tous deux triviaux, on a x (x | ß) q ~ 1-

2.3. Passons au cas non trivial. On suppose x # s, on fixe une fois pour
toutes un caractère additif non trivial ß, et on met tous les caractères
additifs non triviaux de k sous ïa forme ßy(yek*) (prop. 1); les sommes
de Gauss non triviales associées à x s°nt alors les xy (%) (y e fc*).

Proposition 6. — Si x désigne le caractère conjugué de x (sect, l.l),
on a

\ (2.3.1) ty(x)

Démonstration. — Puisque y ^ 0, l'application x K xy est une permu-
tation de k*; il suffit alors d'écrire

h(x) Z X.~1(y)x(xy)ß(xy) x(v) Z X(xy)ß(xy)
\ xek* xek*

et de faire le changement de variable z xy pour obtenir (2.3.1).



— 42 —

Proposition 7. — On a (toujours pour % ¥= z)

(2-3.2) T(X)T(X) gx(-l) •

Démonstration. —- Par définition, t (/) t (/) ^ V y (.v) / (j>) ß
x ek* yek*

ß (y); mais x (x)l(y) x(x) x"1 (y) x(xy~ v), et ß ß (y) ß (x+j).
si on fait le changement de variables (.x,y) h» (y, z) défini par z xy_1,
on obtient donc

(2.3.3) r(x)r(x) Z I z(z)jß(y(z +1)).
yek* zek*

Le second membre se fractionne en deux sommes partielles correspondant
respectivement à z — 1 et à z # - 1; comme ß (0) 1, la première
somme vaut (q — 1) % (—1); quant à la seconde, elle peut s'écrire

Z x(z) ^ ß(y(z +1));
z±-î yek*

mais la proposition 2, appliquée à a z + 1, montre que pour tout
z ^ — 1, la somme portant sur yek* vaut — ß (0) — 1; par ailleurs,
(1.1.1), appliqué au groupe k* et au caractère donne

Z x0) - z -1) ;

la deuxième somme partielle vaut donc %( — 1); si alors on reporte dans

(2.3.3) les valeurs des deux sommes partielles, on obtient

T(x)T(z) (4-l)x(-l) +x(-l),
c'est-à-dire (2.3.2).

Proposition 8. — On a (en supposant toujours x ^ s)

(2.3.4) |tG0|2=<ï.

Démonstration. — Par définition, | x (x) T ('/.)> on peut donc

écrire | r (x) |2 Z Z X (x) X (y) ß (x) ß (y); mais (y) X~1 (y)
xek* yek*

X (y~*)> et de même ß (y) ß (—y) ; le terme général de la somme ci-dessus

est alors égal à x (xy~1) ß (ou encore (en remplaçant y par - y, ce

qui ne change pas la somme) à x (~ 1) 1 Cxy"*) ß (x+y): proposition 8

résulte donc de la proposition 7, et du fait que x(—l)2 x(( — l)2)

Z(l) I-
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§ 3. Sommes de Jacobi à deux caractères.

3.1. Soient maintenant x et \j/ deux caractères multiplicatifs du corps
fini k.

Définition 2. — On appelle somme de Jacobi associée à x et iß la quantité

(3.1.1) 71 (x,iA) £ x(x)iKl-x).
xek

Comme le second membre de (3.1.1) peut également s'écrire

Yj X(x)ll/ (y) on v°iï <Jue 71 (x> *A) 71 x)- Il est c^v d'autre part
x + y- 1

que % (x, \j/) est un entier du corps des racines (q— l)-ièmes de l'unité.

3.2. Si l'un des deux caractères x et \j/ est trivial, la somme de Jacobi
est également « triviale » et sa valeur se calcule immédiatement à l'aide des

relations d'orthogonalité (1.1.1) et de la convention (1.4.1):

(i) si x & s, on an (x, \ß) qi

(ii) si x e et \ß # s (ou l'inverse), on a n (x, iß) 0-

3.3. Passons au cas non trivial.

Proposition 9. — Supposons x et iß non triviaux. Alors

(i) Si xi7 £, on a

(3-3.1) 7t(x»^) - Z(-l).
(ii) Si au contraire xiß ^ s, la somme de Jacobi n (x, iß) ^ calcule à l'aide
des sommes de Gauss non triviales t (x), t (i/0 x (x^) /a formule

(3.3.2) 7r (x, il7) t (x) ^ WO/t (#} •

(Les trois sommes de Gauss figurant dans le membre de droite sont supposées
calculées à l'aide d'un même caractère additif non trivial ß de k).

Démonstration. — (i) Si xi7 on a \ß x-1, et on peut écrire

£ zWfHt*-*) Z *(*/(!-*));
x*0, 1 *#0, 1

mais le quotient x/(l — x) est une fonction homographique régulière
de x, et quand x prend toute valeur possible dans k, sauf 0 et 1, y prend
toute valeur possible dans k, sauf 0 et — 1 ; ainsi, n(x,&)= ^ x 00

yek*
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— x(— 1) et (3.3.1) résulte alors de (1.1.1) appliqué au caractère multiplicatif

non trivial %.

(ii) La définition des sommes de Gauss et la convention (1.4.1) permettent
d'écrire

E X x(x)^(y)ß(x+y);
xek yek

dans le second membre, faisons le changement de variables (x, y) b> (z91)
défini par z x + yzttz x (l'apparition de la valeur 0 n'est pas gênante,
du fait que x (0) js (0) 0: on laisse au lecteur le soin d'examiner ce

point en détail) ; il vient

t0CM<A) X X %O)x(0"/'O)'/'(i-000),
zek tek

ou encore

t(XM«/0 E (#)O)0O)) E x(0*(i-0),
zefc ïefc

c'est-à-dire finalement, puisque (%i^) (0) 0,

T (x) -c (x«W 1 Oc, »/O

C.Q.F.D.

Corollaire 1. — Si les trois caractères x> Z$ sont non triviaux, ö« ö

(3.3.3) O(x,10) I2 3 •

Démonstration. — Utiliser la proposition 9, (ii), puis la proposition 8.

Corollaire 2. — Supposons toujours le caractère x non trivial, notons
ô son ordre. On a alors

(3.3.4) x{x)& 4Z(-l)rc(x>x)rc(X>X2)---rc (z,Zi_2)-

Démonstration. — Pour 1 <j <5 — 2, la proposition 9, (ii) donne

rc 0c, zJ) t (z) -r (zj')/t 0cj+1) ;

en multipliant membre à membre ces ô — 2 égalités, on obtient

rc (x> z)0c, x2) -n(x,/~2)t(z)ä_1/t(zä_1);

mais z<5~1=Z~1==Z;iï suffit alors de multiplier les deux membres de

cette dernière égalité par t (z) t (z) #z(~l) pour obtenir (3.3.4).
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§ 4. Sommes de Jacobi à n caractères.

4.1. Soient n un entier > 1, et Xu •> Xn n caractères multiplicatifs
de k. Désignons par H l'ensemble des points x (xu xn) de kn tels que

x1 H- + xn 1 ; c'est un hyperplan affine de kn, et on a en particulier
card (H) qn~l.

Définition 3. — On appelle somme de Jacobi associée à Xi, •••, L 'a
quantité

(4.1.1) n{)(u...,Xn)Z Xl C^l) —
xeH

C'est évidemment un entier du corps des racines (q— l)-ièmes de l'unité.
Pour n — 1, on a n (%j) 1 ; pour n 2, on retrouve les sommes de

Jacobi à deux caractères étudiées au paragraphe précédent; dans ce qui suit,
on pourra donc supposer n > 3.

4.2. Si un au moins des caractères Xi est trivial, on a une somme de

Jacobi « triviale » qui se calcule explicitement:

(i) si tous les Xi sont triviaux, on a n(xi> •••> X«) — qn ll
(ii) si la famille Xi comporte au moins un caractère trivial et au moins un
caractère non trivial, on a n (xi> Xn) — 0.

(Prouvons cette dernière égalité, qui n'est pas absolument évidente: quitte
éventuellement à renuméroter les caractères, on peut supposer Xi £, .••?

Xm ¥* s, mais xm+i ••• Xn avec 1 < m < n — 1; comme alors
Xm+iO) ••• Xn (y) 1 pour tout élément, j; de k, et que le système
de m + 1 équations linéaires

X1 + + Xn 1 X± xl9 Xm xm,

admet exactement qn~m~1 solutions dans kn quels que soient les m éléments

xu xm de k, on voit que

n(Xi,-,Xn) Z XlM-( Z
XI ek xmek

mais chacune des sommes du membre de droite est nulle (utiliser (1.1.1) et
(1.4.1)); en définitive, on a donc bien n (xi, -, Xn) 0, C.Q.F.D.)

4.3. Passons maintenant au cas non trivial.
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Proposition 10. — Supposons /, # s pozzr z 1,.... n. Alors

(i) Si xi... Xn s, on a

(4-3.1) n(Xu~;Xn) Xn(-l)«(Xi,—,X,.-i)-

(ii) S1/ atz contraire /, x„ # e, la somme de Jacobi — » Xn) Peut
s 'exprimer à l 'aide de sommes de Gauss non triviales par la formule

(4.3.2) l(Xl,".,Xn) *(Xl)-T(Xn)MXl -Xn).

(Les w -f 1 sommes de Gauss figurant dans le membre de droite sont

supposées calculées à l'aide d'un même caractère additif non trivial ß de k).

Démonstration. — (i) Ecrivons pour abréger n n (xu —> Z«)»

posons

(4.3.3) P E Xi (*i) ••• i)

(somme étendue à l'ensemble des points (xj,..., xM_ j) de tels que

x± + + xn-1 0), puis

(4.3.4) er E Xi (*i) - X„

(somme étendue à l'ensemble des points (xu xn) de H tels que xn ^ 1).

Il est clair que n p + cr, et il suffit donc, pour prouver l'égalité (4.3.1),
d'établir les deux égalités ci-dessous:

(4.3.5) p 0 ; aXn 1) " (Xi> •••> Xn -1) •

Démontrons la première. Comme %n-1 (0) 0, on peut, dans (4.3.3),

limiter la sommation aux points tels que xn^1 =£ 0, puis faire le changement
de variables (x1? xn-2> xn-1) ^ (yu —• J/i-2? 0 défini par

t - Xn_1 - XU tyn — 2 ~ Xti — 2 •

(4.3.3) se transforme alors en

P Xn-l(-l)^(Xl> ->Xn-2) E (Xl —Xn-l)(0;
tek*

mais par hypothèse, Xi —Xn-iXn-1 ^ £i compte tenu de (1.1.1), la

somme figurant dans le membre de droite est alors nulle, et on a bien

p 0.
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Démontrons la seconde égalité (4.3.5). Faisons, dans le membre de

droite de (4.3.4), le changement de variables (xu x„_1; *„) K 0>i, •••>

7„_1; t) défini par

yl *l/(l — -O' •••' .Fn-1 xn-l/(l — *b)j ' •*!>/(! — Xn) •

(4.3.4) se transforme en

ff=( I Z«(0) ŒxiOi)-Z»-1(^-1)).
f=ÉO, -1

la deuxième somme étant étendue aux points (y1? J de fcn"1 tels que

yl + + yn_x 0; cette deuxième somme est donc égale par définition

à (xu •••> Z«-i)î comme la première somme figurant dans le membre de

droite vaut — %n — 1) (utiliser (1.1.1)), on aboutit bien à la seconde égalité

(4.3.5), ce qui achève de démontrer (i).

(ii) Même méthode que pour la proposition 9, (ii) (qui correspond au cas

n 2); on laisse au lecteur le soin d'effectuer le détail du calcul.

Corollaire 1. — Mêmes données que dans la proposition 10.

(i) Si Xi In on a

(4.3.6) |7l(Xi, I2 <f-2 •

(ii) Si au contraire Xi Xn ^ s> on a

(4.3.7) |t(Zx>---»Zn)|2 q""1

(iii) Dans les deux cas, on a pour la somme de Jacobi n (/1; ...,/„) la
majoration en module

(4.3.8) |7r(Zl,...,x„)l<4("-1)/2.

Démonstration. — (4.3.7) résulte de (4.3.2) et de (2.3.4); (4.3.6) résulte
alors de (4.3.1) et de (4.3.7); enfin, (4.3.8) est une conséquence immédiate de

(4.3.6) et (4.3.7).

Appendice. —- Détermination effective des sommes de Gauss et de Jacobi.

A.l. Commençons par les sommes de Jacobi (et limitons-nous au cas
de deux caractères). Le problème est le suivant: étant donné un corps fini k,
et deux caractères multiplicatifs ^ et de fc, donnés explicitement,
déterminer directement (c'est-à-dire sans remonter à la définition) et sans ambi-
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guïté la valeur de l'entier algébrique n (x, i/s). Ce problème est difficile en

général, mais, pour k Fp et x, ^ d'ordre peu élevé, il peut être résolu de

façon élémentaire. Voyons-le sur deux exemples:

Exemple 1. — Posons p e2ni/s, A Z [p]; soit p un nombre premier
1 (mod 3), et soit p — Il sa décomposition en facteurs irréductibles dans

A, X et 1 étant entièrement déterminés (à la conjugaison près) par la condition

1=1= 1 (mod 3). Posons k AjlA ~ Fp, et soit sYmbole

de restes cubiques modulo 1 dans A, défini pour tout xe A par

(A. 1.1) 0, si x 0 (mod 1); une puissance de p, sinon ;

^ x(p~1)/3 (mod 1) dans les deux cas.

Ce symbole s'identifie à un caractère multiplicatif d'ordre 3 de k, qu'on
notera x• On peut alors envisager la somme de Jacobi % (x, x)> qui est un
élément parfaitement déterminé de A :

Proposition 11. — On a n (x, x) ~ 1-

Démonstration. — Posons n n (x, x) • (A. 1.1) et la définition de x
permettent d'écrire n Y x (*) 1 (1~~ x) Y^(x^ (mod 1), avec

P(X) Z(p"1)/3(1-Z)(p-1)/3; comme deg(P) 2(p-l)/3 < p - 1,

cette somme est nulle (dans k A/1A; voir chap. 3, th. 2), et n est donc
divisible par 1; mais par ailleurs nn p (prop. 9, cor. 1): % est donc un
facteur irréductible de p dans A. Au total, % est donc associé à 1 dans A,
et on a 7r si, s étant une racine 6-ième de l'unité. Soient maintenant Ç

une racine primitive p-ième de l'unité dans C, ß le caractère additif de k
défini par ß (x) (x e k), et t la somme de Gauss x (x | ß)l on a t3

pit (prop. 9, cor. 2), donc, puisque p 1 (mod 3), n t3 Y x(*X*)3
X k*

EE Y x3 (x) C3x Y ^3x ~ ^ (m°d 3) (noter que x3 (*) 1 pour tout
xek* xek*

xek* et que C3 est une racine primitive p-ième de l'unité).
En résumé, on a donc % si — 1 (mo 3), avec 1=1 (mod 3)

et s une racine 6-ième de l'unité: ceci implique s — 1 (essayer les six

valeurs possibles de s), donc finalement n — 1, C.Q.F.D.
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Exemple 2. — Posons i J - 1, A Z [/]; soit /? un nombre premier
1 (mod 4), et soit p 21 sa décomposition en facteurs irréductibles dans

A-, 2 et I étant entièrement déterminés (à la conjugaison près) par la condition

1 1 1 (mod 2 + 2z). Posons (comme dans l'exemple 1 k A/1A

dratiques modulo 1 dans A (définis comme le symbole de restes cubiques
dans l'exemple 1), et soient (p et \j/ les caractères multiplicatifs de k
correspondants.

Proposition 12. — On a n (cp, \j/) — A.

Démonstration. — Posons n n (ç, \j/). On vérifie immédiatement,
comme pour la proposition 11, que % — si, s étant maintenant une racine
4-ième de l'unité. On peut déterminer s par un argument géométrique très

j élégant, dû à Jacobi, et dont on verra une autre application au chapitre 9

(sect. 5.2). Soit N le nombre de solutions dans k2 de l'équation X4 + Y2
1 ; comme p 1 (mod 4), k contient quatre racines 4-ièmes de l'unité

(chap. 1, prop. 7, (ii)), et cette équation admet deux solutions (x, y) telles

que x 0, quatre solutions (x, y) telles que y 0, les autres solutions
| (x, y) (telles que xy A 0) se groupant huit par huit de façon évidente ; ainsi,

N 6 (mod 8). D'autre part, on verra au chapitre 6 (sect. 3.3, formule
(3.3.2)) que

(A.1.2) N p - 1 + n(<p9\l/) + n((p,\j/) p — 1 + n + n ;

posons alors n a + bi (a,be Z); (A.1.2) donne dans ces conditions
a 3 (mod 4) lorsque p 1 (mod 8), et a 1 (mod 4) lorsque p 5

(mod 8); comme p a2 + b2, on voit d'autre part que b 0 (mod 4)
lorsque p 1 (mod 8), et que b 2 (mod 4) lorsque p 5 (mod 8) ; ainsi,
dans les deux cas, - n - a - bi 1 (mod 2 + 2/), donc - el 1

(mod 2 + 2/), donc s — 1 (essayer les quatre valeurs possibles de e),
et finalement n si — 1, C.Q.F.D.

Pour d'autres exemples analogues, voir [8], pp. 465-469.

A.2. Passons aux sommes de Gauss. Le problème est maintenant de
déterminer sans ambiguïté une somme t (x | ß), x et ß étant deux caractères
d'un corps fini k, l'un multiplicatif, l'autre additif, et supposés donnés
explicitement. Si ô est l'ordre de x, il est en général possible, au moins pour les

^ ~Fp, soient
A

les symboles de restes quadratiques et biqua-

L'Enseignement mathém., t. XIX, fasc. 1-2. a
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petites valeurs de ô, de déterminer explicitement co(x \ ß) (x\ ß)0 à

l'aide de la formule (3.3.4) (prop. 9, cor. 2). On peut alors écrire x (x | ß)

£T0, e étant une racine <5-ième de l'unité, et t0 étant un nombre complexe
entièrement défini par les deux conditions x0ô — œ (x | ß), 0 < arg (t0)
< In/ô. Le problème est donc de déterminer explicitement s: sauf pour

ô 2, ce dernier problème n'est pas résolu complètement à l'heure actuelle;
c'est ce qu'illustrent bien les deux exemples suivants:

Exemple 1. — Soientp un nombre premier impair, k Fp, (p le caractère
de Legendre de k, et ß le caractère additif de k défini par ß (x) e2nix/p

(x e k). Posons x t (cp | ß) ; x est un nombre complexe parfaitement
défini, et la proposition 7 montre que t2 cp (— \)p — — l)(p~1)/2 p, d'où

± P112, si p s 1 (mod 4)
(A.2.1) x — {

[ ± ip1/2, si p 3 (mod 4)

Problème (dit « du signe de la somme de Gauss »): dans les formules (A.2.1),
quel est, en fonction de p, le « bon » signe En fait, c'est toujours le signe + ;

mais, alors que le calcul de t2 est immédiat, la détermination du signe de x

est relativement difficile (Gauss lui-même mit, paraît-il, huit ans à trouver
une solution...). A ce sujet (et notamment pour une démonstration), voir
[8], pp. 469-478.

Exemple 2. — Reprenons les hypothèses et notations de l'exemple 1

(sect. A.l), et soit ß le caractère additif de k défini par ß (x) — e2ltlxlp (x e k).
Posons maintenant x x (x | ß) (cette somme de Gauss est dite
traditionnellement « somme de Kummer ») ; c'est un nombre complexe parfaitement
défini, et la proposition 9 (cor. 2) montre que x3 pn (x, x) _
(sect. A.l, prop. 11). Si alors x0 désigne la racine cubique de — Ap (dans C)
telle que 0 < arg (t0) < 2n/3, on a

(^4.2.2) x £Xq avec s 1, p ou p2

Problème (dit « de la somme de Kummer ») : dans la formule (A.2.2), quelle
est la « bonne » valeur de £ Ce problème, posé dans les années 1840/1850

par Kummer (entre autres) n'est toujours pas résolu (voir [8], pp. 478-489).
Cassels a formulé récemment une conjecture conforme aux valeurs numériques

de x effectivement calculées pour p < 5 000 (et p 1 (mod 3)),
mais cette conjecture reste à démontrer (voir Cassels (1970)).

Le cas ô 4 est également examiné (mais non résolu dans [8], pp. 489-

494.
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Notes sur le chapitre 5

§ 1: le fait que Fp+ est en dualité avec lui-même par (x,y) H» e2nlxylp est

évident, et connu « depuis toujours ». Les caractères multiplicatifs de ¥p

se sont introduits progressivement à partir du milieu du XVIIIe siècle avec

l'étude des restes quadratiques (Euler, Legendre, Gauss), cubiques (Gauss,

Jacobi, Eisenstein) et biquadratiques (Gauss, Jacobi).

§2: les sommes de Gauss apparaissent (sous la forme déguisée des

périodes cyclotomiques) dans la dernière section des Disquisitiones Arithme-
ticae : Gauss les utilise pour étudier, avant la lettre, le groupe de Galois de

l'extension Q(e2ni/p)/Q; à ce sujet, voir par exemple [8], pp. 453-460. Par
la suite, les sommes de Gauss reparaissent systématiquement dans les

travaux arithmétiques de Gauss, Jacobi, Eisenstein, Kummer, Stickelberger,
en relation notamment avec l'étude des lois de réciprocité, et avec la
représentation des nombres premiers par des formes quadratiques binaires à

coefficients entiers ; pour une synthèse de ces travaux, voir le livre centenaire
de Bachmann (Die Lehre von der Kreistheilung, Teubner, Leipzig, 1872),
ainsi que Stickelberger (1890). (L'utilisation de la somme de Gauss t

e2^lp p0ur démontrer la loi de réciprocité quadratique

est bien connue: voir [8], pp. 116-117, ou [17], chap. 1, sect. 3.3).

§ 3-4: les sommes de Jacobi apparaissent également dans les travaux
mentionnés ci-dessus ; elles y sont définies à partir des sommes de Gauss par
une formule qui coïncide avec la formule (3.3.2). Elles sont étudiées
systématiquement chez Stickelberger (1890), Davenport-Hasse (1934) et Weil
(1949) (ce dernier article contient d'ailleurs d'intéressantes indications
historiques).

Ce chapitre utilise les propositions 3 et 5 du chapitre 5 pour établir des
formules donnant le nombre exact N (b) de solutions dans kn d'une équation
diagonale alX1dl + + anXndn bk coefficients dans k (k désigne toujours
un corps fini à q éléments). Ces formules font intervenir des sommes de

Chapitre 6

ÉQUATIONS DIAGONALES (II)
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Gauss et de Jacobi ; si on sait calculer ces sommes, on obtient explicitement
N (b); sinon, l'évaluation du module des sommes de Gauss et de Jacobi
donnée au chapitre 5 (prop. 8, prop. 9, cor. 1 et prop. 10, cor. 1) permet
d'écrire une estimation approchée de N (b) ; cette estimation est (sauf dans
des cas exceptionnels) de la forme N (b) qn~x + O (#n_(3/2)), q étant
considéré comme « infiniment grand », et la constante impliquée par le O

ne dépendant que du nombre de variables n et des degrés partiels dp. c'est
là un type de résultat dont on a déjà vu un exemple au chapitre 4 (th. 6,

cor. 1), et qu'on retrouvera systématiquement au chapitre 8.

Dans tout le présent chapitre, les notations sont les suivantes : k désigne

un corps fini à q pf éléments; n est un entier >2; al9 an sont n
éléments de k, qu'on suppose tous différents de 0; dl9..., dn sont n entiers > 1 ;

F désigne le polynôme diagonal axXxdl + + anXndn; b est un élément

quelconque de k ; N (b) désigne le nombre de solutions dans kn de

l'équation F — b ; si b 0 (équation « sans second membre » ou « sans

terme constant»), on écrit N au lieu de N{0); enfin, pour i 1,

on pose <5f (q— 1, dt) et ht (q—l)/ôi.

§. 1. Equations diagonales sans terme constant.

On s'intéresse d'abord au cas où b 0, et on cherche à évaluer N
N (0). La lettre ß désigne un caractère additif non trivial de k, fixé une

fois pour toutes.

1.1. On aura besoin du résultat suivant:

Lemme 1. — Soient y un caractère additif non trivial de k, d un entier

> 1, et % un caractère multiplicatif de k, d'ordre 3 (q— 1, d). Alors

(i.i.i) X y(xi)Z T(z-/ly).
xek j- 1

Démonstration. — Si, pour tout aek, m (a) désigne le nombre de
solutions dans k de l'équation Xd a, le membre de gauche de (1.1.1) peut
évidemment s'écrire £ m (a) y (a); mais on a vu (chap. 5, prop. 5) que

aek
<5-1 <5-1

m (a) est égal à £ XJ (a) i ledit membre de gauche vaut donc £ £ xJ (a) 1 (a)>
j~0 j=0 aek

ce qui se décompose en

X y.' (°) y (0) + X x° (a) y («) + X X X («) y («) ;

j= 0 aek* j 1 a e k*
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dans cette somme de trois termes, le premier vaut 1 (chap. 5, convention

(1.4.1)), et le second, qui est une somme de Gauss correspondant au caractère

multiplicatif trivial x° au caractère additif non trivial y, vaut — 1

(chap. 5, sect. 2.2, (i)). Seul reste donc le troisième terme, évidemment égal

au membre de droite de (1.1.1): le lemme est ainsi prouvé.

1.2. Calculons alors N; partons de la formule (1.3.1) du chapitre 5,

et isolons, dans la somme de droite, les qn termes (égaux à 1) correspondant
h y 0; il vient

N q-i+q~i £ Yß(yF(x)),
yek* xekn

ou encore, compte tenu de la définition de F et du fait que ß est un caractère
additif,

(1.2.1) N q""1+ q~l£yek* i= 1

avec par définition B {i, y)£ ß(ya^f);le lemme 1, appliqué au carac-
X{ek

tère additif non trivial y ßya.,etla proposition 6 du chapitre 5,
permettent de transformer le second membre et d'écrire

i1-2-2) B(i,y)£ xJi (>'«;) (ïj1)
Ji i

Désignons alors par 9 un caractère multiplicatif d'ordre — 1 de fixé
une fois pour toutes (par exemple celui défini au chapitre 5 par (1.4.2)) et
faisons Xi 0Ai; (1.2.2) devient

<5,-1
(i-2-3) B(i,y) £ Biihi(yaßx(eiihi).

Ji 1

Notons / l'ensemble des vecteurs entiers j (j\, ...,/„) tels que 1 <
<<5; - 1 pour i 1pour tout je/, posons s(j) =j1/ô1 +
+ jJàn> désignons par Ilesous-ensemble de / formé des j tels que .y (j) soit
entier; enfin, pour tout je/, posons

(1.2.4) C(j) H (aß ;j) f) t(0^")-l-l {= 1

Avec ces notations, (1.2.1) et (1.2.3) donnent

(1.2.5) N q"-1 +Ç-1 £ S(j)C(j)r(j),
je J
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SQ) désignant (provisoirement) la quantité 0(q 1 is(,) (y) ; mais les
y ek*

relations d'orthogonalité (1.1.1) (chap. 5, sect. 1.1) montrent que S(j) 0,

sauf si (q— 1) s (j) est divisible par q — 1 (c'est-à-dire si ^(j) est entier, donc

par définition si j e I) auquel cas S (j) q — 1 ; cette remarque permet,
dans (1.2.5), de limiter la sommation aux je/, et de remplacer tous les

termes S (j) par q — 1; on arrive ainsi au résultat suivant:

Théorème 1. — L'ensemble I et les quantités C(j) et T(j) étant définis
comme ci-dessus, le nombre N de solutions dans kn de l 'équation diagonale
F 0 est donné exactement par

(1.2.6) N q-1 + q1 (q — 1) Y, C (j) T(j)
el

Corollaire 1. — Si A^ card (/), on a l'inégalité

(1.2.7) | N - q"-1 | <Ai(q-l)q(n/2)~1
Démonstration. — Il suffit de remarquer que, dans la formule (1.2.6),

chaque quantité C (j) est une racine de l'unité, donc un nombre complexe
de module 1, et que chaque quantité T (j) est un produit de n sommes de

Gauss non triviales relatives à k, donc un nombre complexe de module
qn/1 (chap. 5, prop. 8).

Corollaire 2. — Si A2 card (/) (ô^ — 1)... (<5n— 1), on a
l'inégalité

(1.2.8) \N - q"'1 | < A2qn/2

Démonstration. — C'est une conséquence immédiate de (1.2.7), puisque
A i < A 2 (en effet, I c: /) et que q — 1 < q.

La constante A2 ne dépend essentiellement que du degré d sup dt
de F, et du nombre de variables n figurant dans F; d'autre part, pour n > 3,

on a évidemment nj2 < n — (3/2); le corollaire 2 permet donc d'énoncer
ceci:

Corollaire 3. — Il existe une constante A2ne dépendant que du degré et

du nombre de variables de F, et telle que (si « > 3)

(1.2.9) \N -q"'1| <42q"-(3/2).

Ainsi, pour n > 3, l'hypersurface F 0 (qui est alors absolument
irréductible, ce qui ne serait pas le cas pour n < 2) a un nombre N de points
rationnels sur k qui est voisin (en un sens bien précis) de qn_1: ce qn~x
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est lui-même le nombre de points rationnels sur k de n'importe quel hyper-

plan défini sur k. Ce corollaire 3 montre également que si q est supérieur à

une certaine constante ne dépendant que de d et n, alors N > 1 : l'équation
F — 0 admet donc une solution dès que q est assez grand.

Le corollaire 3 est un cas particulier d'un résultat très général qui sera

démontré au chapitre 8 (th. 4) : on examinera plus en détail à cette occasion
les conséquences qu'on peut tirer d'une inégalité telle que (1.2.9).

Revenons au corollaire 1; si I est vide, ona^i 0; ainsi:

Corollaire 4. — Si l'ensemble I est vide, on a N qn~1.

Un cas où 1 est vide est celui où l'un des ôt est égal à 1 (on a même alors
A 2 0); mais dans cette situation, l'égalité N qtt~1 peut se prouver
directement: il suffit de remarquer (comme au chap. 4, sect. 3.1) qu'on
ne modifie pas N en remplaçant dans F les dt par les ôh et de noter par
ailleurs que si dans une équation diagonale l'un des exposants (disons dt)
est égal à 1, alors le nombre total de solutions de l'équation est q11"1: car
on peut se fixer arbitrairement les valeurs de X29 Xn dans k (d'où qn_1

possibilités), et F 0 devient alors une équation du premier degré en

l'unique variable Xx.
Un cas plus général où I est vide est celui où l'un des entiers ôt est

premier avec les n — 1 autres (on laisse au lecteur le soin de le vérifier);
ceci se produit notamment si l'un des d( est premier avec les n — 1 autres.
Exemple: quel que soit q, des équations telles que

X2 + y3 + Z 3 0 ; X2 + Y2 + z 5 0

admettent exactement q2 solutions sur k Fr
Un autre cas où / est vide est celui où n est impair, et où dt 2 pour

i 1,...,«; ce cas a déjà été vu au chapitre 4, section 4.3, (3), et sera
examiné à nouveau dans la section 3.1 ci-dessous.

§ 2. Equations diagonales avec terme constant.

On suppose maintenant ù # 0, et on cherche à évaluer N (b).

2.1. Désignons par L (U) L (Uu Un) la forme linéaire b~1a1U1
+ + b~ 1anUn, et pour tout i (1 < / < n) et tout ut e k, notons mt (ut)
le nombre de solutions dans k de l'équation à une variable Ut: Utdi ut
(chap. 5, sect. 1.5); Xi désignant un caractère multiplicatif de k d'ordre ôt

(q— 1, dt), on a alors (loc. cit., prop. 5)
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(2.1.1) (iq) Y Xiji Oh) ;
Ji 0

par ailleurs, il est clair que

(2.1.2) IV (fc) X mj (uj) m„ (u„),
ueH

H désignant l'hyperplan affine de kn formé des points u (w1?un) tels

que L (u) 1 ; (2.1.1) et (2.1.2) donnent alors

(2.1.3) N(b)E n'iV'OO-
ueff i=l jfj 0

Isolons dans le membre de droite les 1 termes (égaux à 1) correspondant
à j 0 (c'est-à-dire à (Ju ...,jn) (0,..., 0)) et, pour les autres, intervertissons

l'ordre des sommations; il vient

(2.1.4) N(b) q--1 +E I n XtJ,(ud>
j^O ueH i= 1

Or, un raisonnement analogue à celui fait au chapitre 5, section 4.2, montre

que si j n'est pas nul, mais si l'une au moins des composantes jt de j est nulle,
n

alors Y FI %iJi ~ 0» (2.1.4) se réduit donc à

u e H i= 1

(2-1.5) N(b) q"'1 + E Eli X;Ji("i),
je / u eH i= 1

J ayant la même signification qu'au paragraphe 1.

Effectuons alors le changement de variables u x défini par xt
b~1aiui (1 < i < n), et désignons par H1 l'hyperplan affine de kn formé

des x (xu xn) tels que xx + + xn 1; (2.1.5) devient

(2.1.6) N(b) =qn~t +E .fl x/'(b-'ad E fi
\e J i 1 x e iîi i 1

n

La quantité Y El XiJi (xù n'est autre que la somme de Jacobi n (x\jl-> -,
xe//i i — i

X„jn) (chap. 5, déf. 3), qu'on notera n (j) pour alléger l'écriture;
convenons d'autre part, pour tout j e J, de poser

(2.1.7) C(è,j) fl x/'ib-'ad;
i= 1
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(si on fait 0*£ comme au paragraphe 1, on a en particulier C (1, j)
C (j)) ; on arrive alors à ceci :

Théorème 2. —Le second membre b étant supposé non nul, fes* quantités

C(b, j) 7i (j) eta/7? définies comme ci-dessus, /e nombre N (b) de solutions

dans kn de l'équation diagonale F b est donné exactement par

(2.1.8) Nib) q*-1 + £ C (b, j) n (j)
i eJ

Corollaire 1. — Posons (comme dans le corollaire 2 du théorème 1

A2 card (/) (ô1 — 1)... (<5„ — 1); on a alors l'inégalité

(2.1.9) | N(b) - qn~1 | <^(n_1)/2
Démonstration. — Il suffit de remarquer que dans la formule (2.1.8),

chaque quantité C (b, j) est une racine de l'unité, donc un nombre complexe
de module 1, et que chaque quantité n (j) est une somme de Jacobi non
triviale à n caractères relative à h, donc un nombre complexe de module au

plus égal à g("~1)/2 (chap. 5, prop. 10, cor. 1).

Pour n > 2, on a évidemment {n—1)/2 < n — (3/2); ainsi:

Corollaire 2. — Il existe une constante A2, ne dépendant que du degré
et du nombre de variables de F, et telle que (si n > 2)

(2.1.10) | N{b) - q»-1 | <A2qn~(3/2).

Ce corollaire appelle naturellement les mêmes remarques que le corollaire

3 du théorème 1.

2.2. Supposons toujours b ^ 0, et soit Nt le nombre de solutions dans
kn+1 de l'équation diagonale sans second membre

(2.2.1) + + a„Xnd»- bX^+l 0 ;

on vérifie sans peine que N, N (b) et 7V\ sont liés par

(2.2.2) Nj, N +(q-l)N(b);
mais le théorème 1 permet d'exprimer et à l'aide de sommes de Gauss :

(2.2.2) permettrait donc également d'exprimer N (b) à l'aide de sommes de

Gauss; la formule qui en résulterait est peu maniable, et il est inutile de
l'écrire ici explicitement: signalons simplement que cette formule est identique

à celle qu'on pourrait déduire de (2.1.8) en appliquant la proposition 10

du chapitre 5 à chacune des sommes de Jacobi n (j) qui y figurent.
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§ 3. « Exemplis gaudeamus ».

A titre d'application des théorèmes 1 et 2, on va calculer dans ce

paragraphe le nombre de solutions de certains types simples (et classiques)
d'équations diagonales.

3.1. On s'intéresse d'abord aux équations de la forme

a^Xf2 + -h a„X„2 b ;

on peut se limiter au cas où p est impair; q — pf est alors impair, et on a

Si 2 pour i 1,..., n; l'ensemble J des paragraphes 1 et 2 est formé
du seul élément j (1, 1); enfin, les caractères Xi Q{q~1)lôi sont tous

égaux à l'unique caractère d'ordre 2 de /:*, c'est-à-dire au caractère de

Legendre de k, qu'on notera cp (voir chap. 5, sect. 1.5).

(1) Supposons d'abord n impair. Si b 0, on utilise le corollaire 1 du
théorème 1, en remarquant que / est vide: on a donc N — q11'1. Si b A 0,

on utilise le théorème 2, qui donne ici

(3.1.1) N(b) =qn~1 +(p(b-na1...an)7t((p,...,(p);

comme cpn cp ^ s et que cp cp, on a n (cp,..., cp) t (cp)n~1 et t (cp)2

qcp (—1) (chap. 5, prop. 10, (ii) et prop. 7); ainsi,

(3.1.2) n(<p,..., (p) (qcp

le rapprochement de (3.1.1) et (3.1.2), et le fait que cp vaut 1 sur les carrés

et — 1 sur les non carrés de &*, permettent alors de conclure:

Proposition 1. — Pour n impair (et p ^ 2), le nombre N de solutions

dans kn de Véquation a1X12 + + anX2 b (où les at sont supposés

tous différents de 0) est donné par les formules suivantes :

(i) Si b 0 ,N 4m-1.

f qn~x + q(n~~1)/2 si — l)(n~1)/2al ...anbek*2
I q"'1 - q(n~1)l2 9 si — l){n~1)l2a1...anb$k*2.

(ii) Si b # 0 N

(2) Supposons maintenant n pair. Si b 0, on utilise le théorème 1, en

remarquant que / /; on trouve

N q"'1 + q~1{q-l)(p{al... an)z (cp

mais z(<p)n (t ((p)2)"'2(l<P ainsi
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(3.1.3) N qn~l+q-1(«-l)<p((-l)"/2«i
Si b # 0, on utilise le théorème 2, en remarquant que

n(<p, ...,<p) - (p(-l)T((p)n~2 - ç>(-l)(^(-l))(B"2)/2

(chap. 5, prop. 10, (i) puis (ii), et prop. 7; noter que (pn s). Au total:

Proposition 2. — Pour n pair (et p # 2), N est donné par les formules
suivantes :

q»-i + qn/2 — g(/,/2)~S si (~l)n/2a1 ...anek*2

g""1 - q"72 + g(w/2)_1 si (-l)"72^ a„ ^ fc*2 ;

qn~i -^(n/2)-1, si (-l)"72^ ...anek*2

g"-1 + <î("/2)~1, si — l)"72«! $k*2

On retrouve ainsi, et de manière plus naturelle, les résultats du chapitre 5,

section 4.3, (3) et (4).

3.2. On s'intéresse maintenant aux équations de la forme alXldl
+ a2X2d2 b, avec ax, ö2 et b ^ 0. Pour simplifier, on écrira X", F au
lieu de Xl9 X2, et on se limitera au cas où a1 a2 b 1 ; on supposera
d'autre part q — 1 divisible par et (on a toujours le droit de le faire:
voir chap. 4, sect. 1.3 et 3.1). Si alors on note Xi et %2 des caractères

multiplicatifs d'ordre d1 et d2 de k, et si J désigne l'ensemble des couples d'entiers

0*1,72) te^s fiue 1 — 1, 1 <7*2 < d2 — 1, le théorème 2 permet
d'énoncer:

Proposition 3. — Le nombre N de solutions sur k de l'équation Xdl
4- Yd2 — 1 est donné par

(3.2.1) N^q + Zn (x/W2).
je J

3.3. La proposition 3 permet notamment de calculer le nombre de

points rationnels sur k de certaines courbes de genre 11).

(1) La courbe Y2 1 — X3 (avec q 1 (mod 6)). Si (p désigne le caractère

de Legendre et si x est un caractère d'ordre 3 de k* (donc tel que x2

£), (3.2.1) donne

(3.3.1) iVi q+n(<p, y) +n(<P,

(ii) Sib#0 N

Les exemples ci-dessous resserviront aux chapitres 8 et 9.
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(2) La courbe Y2 1 — X4 (avec q 1 (mod 4)). Si cp désigne toujours
le caractère de Legendre, et si xj/ est un caractère d'ordre 4 de k* (donc
tel que \j/2 <p et ïj/3 ïp), (3.2.1) donne

(3.3.2) N2 q - 1 + n(q>9\p) + it(<p9}p)

(Se rappeler que n(ç, cp) — (p (— 1), et noter que cp — 1) 1, puisque

q 1 (mod 4), et que — 1 est donc un carré dans k).

(3) La courbe Y3 1 — X3 (avec q 1 (mod 3)). Si x désigne un caractère

d'ordre 3 de k* (donc tel que x2 — z)> (3.2.1) donne

(3.3.3) N3 q - 2 + n(x,x) + n(x,x).

(Noter que n (;x, x) x) - X (~ 1)* chap. 5, prop. 9, (i); et remarquer

que x(— 1) 1? puisque — 1 (—l)3).

3.4. Considérons maintenant la courbe VA d'équation Y2 X — X3;
elle est également de genre 1 (on suppose pour simplifier q 1 (mod 4));
l'équation, en revanche, n'est plus diagonale: on peut toutefois, grâce à

(3.3.2), calculer le nombre N4 de points de C4 rationnels sur en fait (et

avec les notations de la section 3.3, (2)):

(3.4.1) N4 q + 7i (<p,#) + n((p,\j/)

Un procédé de démonstration est le suivant (on laisse au lecteur le soin

de régler les détails); tout d'abord, la congruence q 1 (mod 4) entraîne

que — 1 est un carré dans k, et que — 4 est une puissance 4-ième dans k:

pour vérifier ce dernier point, appliquer les « lois complémentaires »

(_i)<*-n/\ Q (_i)o>2-i>/8

([17], p. 15), et se rappeler que q pf\ soient donc a et i deux éléments de k
tels que i2 — — 1, a4 — 4, et a2 2i. Soient d'autre part V29 V'2 et V4

les courbes d'équations respectives Y2 1 — X4, Y2 a4 — X4 et
2a2 Y2 X + X3, et soient N2, N2 et N4 leurs nombres de points rationnels

sur k (toutes ces courbes sont considérées comme affines). Il est clair que

N2 7^2, et comme la2 — Ai, on voit également sans peine que N4 — N4:

compte tenu de (3.3.2), il suffit alors de prouver que N4 N2 + 1, ce qui
se déduit facilement de l'existence d'une application birationnelle k : V2

V4, définie par

^ (*, J) (x2l(y + a2) +a2)).
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La relation (3.4.1) (c'est-à-dire l'égalité N4 N2 4- 1) peut aussi se

démontrer en appliquant aux deux polynômes P2 (2Q 1 — X4 et P4 (X)
X — X3 le lemme suivant (qui se prouve sans difficulté):

Lemme 1. — On suppose p ^ 2). Soit P (X) un polynôme à une variable

X et à coefficients dans k. Si (p désigne le caractère de Legendre de k, le

nombre NP de solutions sur k de l 'équation Y2 P (X) est donné par

(3.4.2) NP q + X (p (P (x))
xek

Au sujet de cette seconde méthode, voir Morlaye (1972).

3.5. Dans la section 3.3, on a supposé q congru à 1 modulo 6 (ou

modulo 4, ou modulo 3) pour pouvoir calculer Nu N2 et N3 par application
directe de la proposition 3. On laisse au lecteur le soin de vérifier (ce qui est

immédiat) les assertions suivantes:

si q - 1 (mod 6), on a N± q; si q - 1 (mod 4), on a N2 q

+ 1 ; si q — 1 (mod 3), on a N3 q; enfin, si q — 1 (mod 4), on a

N4 — q>

Notes sur le chapitre 6

§1-2: le lien entre nombre de solutions d'une congruence diagonale
modulo p et sommes de Gauss et de Jacobi avait déjà été remarqué par
Gauss et Jacobi eux-mêmes, notamment pour les congruences aX3 — b Y3

1 (mod p), aX4 — b Y4 1 (mod p), Y2 aX4 — b (mod p) ; à ce sujet,
voir Weil (1949), pp. 497-498. La congruence Xn + Yn + 1 0 (mod p)
a été étudiée par Libri (1832) pour n — 3, 4, puis, beaucoup plus tard, par
Pellet, Jacobsthal, ainsi que Dickson (1909), Hurwitz (1909), Schur (1916),

I Mordell (1922), etc., pour n quelconque, en relation avec le théorème de

Fermât. La congruence Xxk + + Xsk m (mod p) a été étudiée notam-
| ment par Hardy-Littlewood (1922) dans leurs travaux sur le problème de
j Waring. Le théorème 2, pour deux variables, est dû à Davenport-Hasse
j (1934), et, indépendamment, à Hua-Vandiver (1949, a; b) et Weil (1949)
| pour un nombre de variables quelconque.

§ 3: les propositions 1 et 2 (pour q p) figurent déjà dans Lebesgue
j (1837), où elles sont d'ailleurs démontrées d'une autre manière. La propo-
j sition 3 et les exemples de la section 3.3 sont empruntés à Davenport-Hasse
j (1934). Le lien entre nombre de solutions de Y2 X — X3 et de Y2 1

j — X4 semble avoir été remarqué (incidemment) pour la première fois par
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Jacobsthal (1907). Pour q p 1 (mod 4), la formule (3.4.1) peut, avec les

notations de l'appendice du chapitre 5 (sect. A.l, exemple 2) et compte de

la proposition 12 (ibid.), s'écrire 7V4 p — X — 1. Plus généralement, si

De Z, et si 7V4(D) désigne le nombre de solutions de la congruence Y2

DX — X3 (mod p) (ou, ce qui revient au même, de Y2 X3 — DX
(mod p)), on a

cette formule est due à Davenport-Hasse (1934), et a été redémontrée par
Rajwade (1970); Morlaye (1972) vient de donner une version élémentaire
de la démonstration de Davenport-Hasse. La courbe Y2 X3 — DX,
considérée comme variété abélienne de dimension 1 définie sur Q, a servi
de « banc d'essai » aux conjectures de Birch et Swinnerton-Dyer; voir Birch-
Swinnerton-Dyer (1965), ou Cassels-Fröhlich, Algebraic Number Theory,
chap. XII (Academic Press, 1967).

Le résultat central de ce chapitre est le théorème suivant, dû à Ax (1964),
et qui précise le théorème de Chevalley-Warning (chap. 3, sect. 1.1):

Théorème 1. — Soient k un corps fini à q pf éléments, F un polynôme
de degré d, à n variables et à coefficients dans k, et b le plus grand entier
strictement inférieur à njd. Si alors N désigne le nombre de zéros de F dans

kn, N est divisible par qb.

La démonstration de ce théorème est un peu analogue à celle du théorème

1 du chapitre 6 (ou plus précisément de son corollaire 1): elle consiste

(du moins en principe) : (1) à exprimer N à l'aide de sommes de Gauss, donc
d'entiers du corps L des racines p {q— l)-ièmes de l'unité; (2) à calculer la

« valeur absolue ^3-adique » de ces sommes en chaque idéal premier $ de

L au-dessus de p; (3) à en déduire enfin l'inégalité | N \p < | qb \p, où | \p

Chapitre 7

THÉORÈME D'AX
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désigne la valeur absolue j?-adique dans Q : cette dernière inégalité équivaut
bien à qb | N.

En fait, on travaillera avec les valuations ^3-adiques, et non avec les

valeurs absolues; d'autre part, la phase (2) de la démonstration (qui est

indépendante de la phase (1)) sera traitée en premier, au paragraphe 1 ;

les phases (1) et (3) seront traitées au paragraphe 2. Quelques conséquences

ou généralisations du théorème 1 (et notamment l'extension du théorème 1

au cas d'un système d'équations) sont indiquées au paragraphe 3.

§ 1. Relations de Stickelberger.

1.1. Soit k un corps fini à q pf éléments. Notons co et Ç une racine

primitive («q— l)-ième et une racine primitive j^-ième de l'unité dans le corps
des nombres complexes, posons K Q (co), L Q (co, Z) — K (Q, et
soient A l'anneau des entiers de K et B l'anneau des entiers de L. Les
théorèmes généraux sur la décomposition des idéaux premiers dans les corps
cyclotomiques (voir [3], chap. 3 et 5, ou [11], chap. IV) permettent d'énoncer:
(1.1.1) L'idéal pX est non ramifié dans K, il se décompose dans A en

produit de g idéaux premiers de degré f:pA pxp2 pg; g est déterminé

par l'égalité fg [K: Q], et chaque corps résiduel A/pt est isomorphe à k.
(1.1.2) Chaque idéal pf est totalement ramifié dans L, l'indice de ramification

étant égal à [L: K] p — 1 ; la décomposition de pf dans B est de la
forme iptB %p"lm9 le degré résiduel en | p4 est égal à 1, et le corps
résiduel B/Vßi s'identifie au corps résiduel A/yb donc à k.
Il résulte de (1.1.1) et (1.2.2) que l'idéal pX se décompose dans B de la
façon suivante:

(1.1.3) pX

Dans ce qui suit, on suppose choisis une fois pour toutes un idéal % et
l'idéal pf correspondant; on les note simplement $ et p, et on identifie B/*p
et A/p au corps k.

1.2. Soit maintenant J* le sous-groupe de L* engendré par œ; E* est
cyclique, d'ordre q - 1, et la restriction à T* de l'homomorphisme B
-+B/SÇ k est évidemment un isomorphisme de T* sur k* ; l'isomorphisme
inverse k* -> T* est un caractère multiplicatif d'ordre q — 1 de /t, qu'on
notera 0.

1.3. Une dernière notation: pour tout élément non nul a de L, on
notera ord (a) l'exposant de dans la décomposition en facteurs premiers
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de l'idéal fractionnaire ocB de i?.(ord est donc tout simplement la « valuation
^-adique normalisée » de L) ; les propriétés suivantes sont alors évidentes :

(1.3.1) Quels que soient oc, ß non nuls dans L, on a

ord (ocß) ord (oc) + ord (ß) ; ord (oc+ß) > inf (ord (a), ord (/?))

(1.3.2) Si a e B, on a ord (a) > 0.

(1.3.3) Si oceK, on a ord (oc) 0 (mod p— 1).

(1.3.4) Enfin, ord (p) p - 1.

((1.3.4) résulte de (1.1.3); pour prouver (1.3.3), commencer par décomposer
dans K l'idéal premier ocA de A, puis utiliser (1.1.2)).

1.4. Soit alors j un entier rationnel, et considérons la somme de Gauss

(1.4.1) T(0->I/O E e~J(x)ß(x),
xek*

ß étant le caractère additif de k défini par ß (x) ÇTr(-x) (xek; Tr désigne

comme toujours la trace relative à l'extension k/¥p); le choix de co, Ç, ty,
et d'une identification entre B/Sß et k, détermine entièrement 6 et ß; la

somme de Gauss introduite en (1.4.1) ne dépend donc en fait que de j:
on posera pour simplifier t (j) % (9~J \ß); en outre, on pourra se borner
à étudier t (J) pour 0 <y < q — 1, puisque 6 est d'ordre q — 1. Cela

étant, la valuation ^3-adique ord (t (j)) de t (j) est donnée par la proposition
suivante, due à Stickelberger :

Proposition 1. — Soit j un entier tel que 0 < j < q — 1, et soit

j io +hV + ••• +jf-iPf~1
l'écriture de j en base p, avec 0 < /£ <p — 1 pour i — 0, 1; posons
a (j) j0 + j\ + + jf_1 (somme des chiffres de j en base p); on a alors :

(1.4.2) ord (t (j)) a(j).Démonstration. — Pour tout entier j, posons a priori 5(7) ord (t (j)) ;

il s'agit alors de prouver que si 0 <7 < q — 1, on a s (/) <7 (y); or, la

fonction s possède les propriétés (i) à (vi) ci-dessous :

(i) Quel que soit j, s (j) > 0 ; de plus, s (0) 0.

En effet, t (j) est un entier de L, et t (0) — 1 est une unité de L.
(Pour l'égalité t (0) - 1, voir chap. 5, sect. 2.2, (i)).
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(ii) Quels que soient j et k, on a s (j+k) < .s (j) + s (k). (k désigne ici un

entier: aucun risque de confusion avec le corps k).

Pour j ou k 0, il n'y a rien à prouver, puisque ^ (0) 0 ; pour j + k

q - 1, on a s {j+k) s (0) 0, et là encore, il n'y a rien à prouver,
puisque s (j) et s (k) sont non négatifs. Supposons donc 0 <j < q — 1,

0 < k < q — 1, Qtj + k + q— 1; ona dans ce cas

(1.4.3) T(;)T(fc) TC(0-',0-*)T (j+k)
(chap. 5, prop. 9, (ii)), et l'inégalité à démontrer résulte de la première
formule (1.3.1) et de (1.3.2), puisque la somme de Jacobi n (9~j, 9~k) est

dans B.

(iii) Quels que soient j et k, on a s (j+k) s (j) + s (k) (mod p — 1).

Pour j ou k — 0, il n'y a rien à prouver, puisque s (0) 0; pour j + k
q — 1, on a t (j) t (k) q9J — 1) pf6j(— 1), donc, compte tenu de

(1.3.1) et (1.3.4), s(j) + s (k) f(p— 1) 0 (mod p — 1); on a d'autre

part s (j+k) s (0) 0; la congruence à démontrer se trouve donc
établie dans ce cas particulier (la valeur de t (j) t (k) résulte de la prop. 7 du

chap. 5). Supposons maintenant 0 < j < q — 1, 0 < k < q — 1 et j + k
+ q — 1; l'égalité (1.4.3) et la première formule (1.3.1) donnent

s(j)+ s (k) s (j+k) + ord ;

la congruence à démontrer résulte alors de (1.3.3), puisque la somme de

Jacobi 7i (9~J\ 6~k) est dans K.

(iv) Quels que soient j, et i > 0, on a s (jpl) s (j).

En effet, pour tout x e k, on a 6~jpl (x) 9~j (xpl); on a également
Tr (xpl) Tr (x), puisque x et xpi sont conjugués sur Fp (chap. 1, prop. 8);
il suffit alors de faire le changement de variable y xpl dans la formule de

définition de la somme de Gauss t (jpl) pour obtenir t (j) t (//?'), d'où
évidemment l'égalité à démontrer.

(v) Pour la valeur particulière j — 1, on a s (\) 1.

Posons 2 Ç — 1 ; le polynôme minimal de Ç sur (ou sur Q) étant
Xp~1 + + X + 1 (Xp— l)/(X— 1), le polynôme minimal de X est
évidemment ((X+l)p-l)/X Xp~x + pXp~2 + + p, donc un
polynôme d'Eisenstein relativement à p ([11], chap. II, § 5): il en résulte que

(1.4.4) ord (2) 1

L'Enseignement mathém., t. XIX, fasc. 1-2. 5
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(utiliser (1.3.4) et la deuxième formule (1.3.1)). Ecrivons d'autre part la
définition de x (1) en y remplaçant Ç par 1 -f X:

T(1) Ys r1(x)(i+A)r'<»),
xek*

soit, en développant (l + X)TrM par la formule du binôme et en utilisant
(1-4.4):

(1.4.5) t(1) s £ r1 (*)(!+Ar (x)) (mod iß2),
xek*

r (x) désignant l'unique entier rationnel compris entre 0 et p — 1 et dont
l'image dans Fp soit égale à Tr {x). Dans le second membre de (1.4.5), faisons
le changement de variable t 6 (x); comme r (x) t + tp + -f tp^~l

(mod $) (chap. 1, (3.2.1)), la congruence (1.4.5) devient

(1.4.6) t(l) s X rl + E r1(t+tp(modip2);
teT* teT*

mais T* est le groupe des racines (q — l)-ièmes de l'unité dans le corps des

nombres complexes; on a donc, pour tout entier rationnel w,

iq
— 1 si u ~ 0 (mod q — 1) ;

n0, sinon;

comme par ailleurs q pf 0 (mod 'p2), la congruence (1.4.6) se réduit à

(1.4.7) t (1) — À (mod^2);

d'où évidemment, compte tenu de la deuxième formule (1.3.1), s(l)
ord (r (1)) ord(A) 1 (utiliser (1.4.4)), C.Q.F.D.

(vi) On a enfin l'égalité ]T s (j) f(p — 1) (q — 2)/2.
0?=j<q-1

En effet, on a déjà remarqué (voir la démonstration de (iii)) que

(1-4.8) s(j)+ s(q-l-j) =f(p-ï);
comme £ (0) — £(#—1) 0, la relation (1.4.8) donne, en faisant varier j
de 1 à q — 2 et en additionnant,

E (s(j) + s(q-l-j))2 Y s(j) f(p-l)(q-2),
0^j<q~l 0^j<q~l

ce qui implique (vi).
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Ces diverses propriétés étant établies, prouvons maintenant (toujours en

supposant 0 <7 < q - 1) que a (/) s (7); les propriétés (i), puis (v), puis

(ii) et (iii), montrent d'abord que pour 0 <7 <7? — 1, on a ^ (7) j
y0 (7(7); les propriétés (ii) et (iv) donnent d'autre part

s(j)<s(jo) + s(ji) + + sO/-i);

comme 0 <y'f <77 - 1 pour i 0, 1, ces deux remarques
impliquent, pour 0 <7 < q — 1,

(1.4.9) s(7) <7o +7i + ..• + Jf-i Ö"(7) ;

l'égalité s (7) cr (7) résulte alors de (1.4.9), de la propriété (vi), et de l'égalité

£ a (7) f{p— 1) (<7 — 2)/2, qui se vérifie facilement par récurrence sur
0^7<g-l
/. La proposition 1 se trouve ainsi démontrée.

§ 2. Démonstration du théorème 1.

Cette démonstration se fera en quatre étapes.

2.1. Introduction du polynôme C(Y). Soit T le sous-ensemble de B
formé de 0 et des éléments de T* ; pour tout t eT, soit t l'image de t dans k

B/ty; l'application t K t est alors une bijection de T sur k (sect. 1.1 et

1.2), dont la bijection inverse est le caractère 6, prolongé comme toujours
par 9 (0) 0. Soit d'autre part ß le caractère additif de k défini par ß (x)

ÇTr(x) (x e k); comme card (T) q, il existe évidemment un polynôme
à une variable Y et un seul, soit C (7), de degré q — 1, à coefficients dans

L, et tel que C (t) ß (t) pour tout t e T; posons

(2.1.1) C (Y) c0 +Cly+ + cq_1 Y«"1

Lemme 1. — Avec les notations du paragraphe 1, on a

(2.1.2) c01 ; cq_1 -ql(q-l); et Cj t(j)l(q-l)
pour 1 < j <

En effet, pour 0 <j < q- 1, on a, par définition de t (j), de 9 et de

C(E),

*(;') Z 0~j(x)ß(x)Z Z t~jC(t);
xek* teT* teT*
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il suffit alors, pour obtenir les relations (2.1.2), de remplacer, dans le membre
de droite, C (t) par son expression développée c0 + cxt + +
et de remarquer comme au paragraphe 1 que

Iq
— 1 si u 0 (mod q — 1) :

0, sinon.

Lemme 2. — Avec les notations du paragraphe 1, on a, pour tout j tel que
0 <y < q — 1, l'égalité

(2.1.4) ord (Cj) <r (j).

Si 0 <y < q — 1, il suffit d'appliquer le lemme 1, la proposition 1, et
de remarquer que ord (l/(q— 1)) 0. Si j # — 1, on a y0 j\

p — 1, donc ö" (j) =f(p—l); on a d'autre part (lemme 1)

°rd (cj) oxd(-q/(q-l)) ord ordQ/) /ord (/>) f(p-l)
(sect. 1.3); d'où ord (c,) a (j) également pour j — q — 1.

2.2. Evaluation de N à l'aide des Cj. Commençons par introduire un
supplément de notations; x (x0, xn) désignera un point quelconque
de kn+1; U désignera l'ensemble des suites u (ul9...,un) d'entiers
rationnels non négatifs telles que ||u||=w1 + + w„<<i deg(F);
enfin, si u e U, Xu désignera le monôme X±ul XnUn, u' désignera la suite

(1, ul9 un), et Xw désignera le monôme X0X±U1 XnUtl X0XU;
convention analogue pour xu et xu si xekn+1, etc.

Cela étant, on a (chap. 5, prop. 3)

(2.2.1) N=q~l X ß{x
xekn +1

d'autre part, on peut écrire (en notant öu(ue U) les coefficients de F)
F(XU Xn) donc X0F(XU Xn) ***''> comme ß est

ueU usU
un caractère additif, (2.2.1) peut se réécrire

(2.2.2) N^q'1 £ Ylß(ay).
xet» +1 ueU

Posons alors, quels que soient u e U et e k, bu 6 (au) et tt 0(xt);
posons également t (t0,...,tn); on a bueT, butu'eT, et 5utu'

auxu'; ainsi,

ß(ay)c(but"')X
O^j^q ~ 1



— 69 —

tjV signifiant évidemment t0Jt1Jul...tnjUn; et (2.2.2) devient

(2.2.3) N q'1£ 11 E CjbJtjW.
teTn + l ||6 t/ O^j^q—l

Soit M l'ensemble de toutes les applications de U dans { 0, 1,..., q — 1 }

(c'est-à-dire l'ensemble de toutes les « façons d'associer un j à chaque u ») ;

la distributivité de la multiplication par rapport à l'addition permet de

mettre le second membre de (2.2.3) sous la forme

4-11 z n^(u)V(u)t^u'.
je M teTn +1 ueU

Pour chaque j e M, posons MJ) J} &UJ(U) (bU) est donc un élément de T),
xx eV

et désignons par e/ la suite

£ j(u) u' (I)(u), Xi(u)"i> / (»)<)•
u eP

L'égalité (2.2.3) peut alors s'écrire

(2.2.4) <Tl E *ü) n <V(u) I te/-
jeM us 1/ teTn + l

2.3. Réduction du problème. Dans (2.2.4), tous les termes du membre
de droite (abstraction faite du facteur q'1) sont dans l'anneau B des entiers
de L; il suffit donc pour prouver le théorème 1 de montrer ceci:

(2.3.1) Quel que soit j e M, l'entier algébrique J^[ cj(u) £ fi' est divisible
ue U te Tn +1

(dans B) par qb+1.

Convenons d'écrire q — l \ e/ si q — l divise chacune des n + 1 composantes

de e/, et q — 1 J( e/ dans le cas contraire; d'après (2.1.3), on a

(2.3.2) X te/
te Tn + 1

nn+ 1 si e/ (0,0,..., 0) ;

0, si q— 1 Xe/ ;

(q- l)s+1 q"~s,si e/ # (0,0,..., 0) si 1 | e/,
et si e, (c'est-à-dire e/ privé de sa première composante)

possède exactement 5 composantes non nulles ;

et il suffit en fait, pour établir (2.3.1), donc le théorème 1, de prouver ceci:
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Lemme 3. — Si y g M est tel que e/ soit différent de (0, 0, 0), soit
« divisible » par q — 1, et que e7- possède exactement s composantes non nulles;
alors rentier algébrique qn s Y\ cj(u) est divisible (dans B) par qb+1.

ueU

2.4. Démonstration du lemme 3. Pour tout u e £/ et tout y e M, écrivons
l'entier y (u) en base p :

;(«) io («) +J'i(u)jP + ••• + J/-1 (u)/^'
(0 <./i (u) — 1 ; o <1 </ — 1); ceci définit jt (u) pour 0 < / < /;
étendons cette définition en convenant de poser, pour tout entier rationnel

zjz (u) yi(z) (u), où i (z) est le reste de division de z par/; enfin, pour tout
entier rationnel h, posons

j(h\u)=7-a(m) +Ji~h(»)p + ••• +jf-i-h(») Pf~'

(les y(/,) (u) sont les entiers rationnels déduits de y (u) par permutation
circulaire des chiffres de y (u) en base p). Il est clair qu'on ne change rien aux
égalités (2.3.2) en y remplaçant y par ßh\ ce qui équivaut à effectuer sur T
la permutation t tph; en particulier, cette substitution ne modifie pas la
valeur de s; ainsi, sous les hypothèses du lemme 3, on a

(2.4.1) s(q-l)<II e,(Ä) 11 11 X u) u 11 < £ 7(A)(ii)
ue U ue U

Mais £y(A)(u) est la première composante de e^: c'est donc (toujours
ue U

avec les hypothèses du lemme 3) un entier strictement positif divisible par
q — 1; si (sjd)* désigne le plus petit entier supérieur ou égal à s/d, (2.4.1)

implique alors

E /"Vu) ;
ue U

dans cette égalité, donnons à h les valeurs 0, 1, ...,/ — 1, et additionnons;
compte tenu de la définition de y(A) (u), il vient

/(«-i) («A0* < E E E
O^h^f-l ue U

ou encore (en intervertissant l'ordre des sommations, en utilisant la notation

o (y), et en remplaçant q par pf),

f(pf<(p/_1 + ...+jP + l) E ff0'(«))-
ue U
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Comme £ a (7(u)) ord f] ci(u)) (lemme 2 et première formiile (1.3.1)),
u eU ueU

cette dernière inégalité peut s'écrire, après division par pf 1 + + p + 1,

f(p -1) (s/d)* < ord n O(u)) '
ue U

compte tenu de (1.3.1) et (1.3.4), on a alors

(2.4.2) f(p-l)(n-s+(s/dr) < ord(^"s nO(u))-
u eU

Mais le symbole ord est relatif à n 'importe quel idéal premier ^3 de B divisant

p, et on a (sect. 1.1, (1.1.3)) pB n^p l> donc> Puisclue <1 Pf>

J"] 1}; ainsi, étant donné (2.4.2), il suffit, pour prouver le lemme 3

$1*
(donc le théorème 1), d'établir la propriété suivante:

(2.4.3) Pour tout entier s tel que 0 </7, on a l'inégalité

n — s + (sjd)* > b + 1

Démontrons (2.4.3); il est clair que pour tout entier positif t, on a

t >((j+ 0/d)* — (sjd)*: car, pour t 0, les deux membres sont égaux,
et d'autre part le membre de droite, considéré comme fonction de t, croît
« moins vite » que t; dans cette inégalité, faisons alors t n — s; il vient

n — s + (sjd)* > (n\d)* ;

mais par définition même (;n/d)* b + 1 : ce qui prouve (2.4.3) et achève la
démonstration du théorème 1.

§ 3. Généralisations et compléments,

3.1. Le théorème 1 s'étend sans difficulté au cas d'un système d'équations

:

Théorème 2. — Soit Fu Fs une famille de s polynômes de degrés
respectifs du ds, à n variables et à coefficients dans k ; posons d1 di +
+ ds, et soit b le plus grand entier strictement inférieur à n/d. Si alors N
désigne le nombre de solutions dans kn du système d'équations

(3.1.1) F,0,

N est divisible par qh.

Démonstration. — On se sert du lemme combinatoire suivant:
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Lemme 1. — Soit Vl9 Vs une famille de s ensembles finis. Posons

V fi Vp eU pour toute partie R de S {1,s}, posons UR

— U Vj (pour R 0, UR — 0). On a alors
je R

(3.1.2) card (F) £ (-!)«"*(*>-1 card (UR)
RcS

Ce lemme se prouve facilement par récurrence sur .y. Appliquons-le à la
démonstration du théorème 2: pour tout j e S { 1, s }? soit Fy
l'ensemble des zéros dans kn de l'unique polynôme Fj\ avec les notations du

lemme, F est alors l'ensemble des solutions dans kn du système (3.1.1), on
a N card (F), et (3.1.2) montre qu'il suffit de prouver que, pour chaque

RcS, card (UR) est divisible par qb. Si R 0, UR 0, card (£/Â) 0,

et il n'y a rien à démontrer; sinon, posons FR Y[Fj : UR est alors l'en-
jeR

semble des zéros dans kn du polynôme FR, et si bR est le plus grand entier
strictement inférieur à n/deg (FR), le théorème 1 montre que card (UR) est

divisible par g6*; mais deg (FÄ) £ deg (Fy) < deg (Ffi <7, d'où
je -R je S

njd < "/deg (FÄ) et b < ô#; card (F^), divisible par est divisible a
fortiori par qb, C.Q.F.D.

3.2. Le théorème 1, pour wrce équation, est « le meilleur possible » au

sens suivant: quels que soient n et d, il existe F, degré d, à n variables et
à coefficients dans k, tel que (avec les notations du théorème 1 qb soit la

plus haute puissance de q divisant N. (Prendre par exemple pour F le
polynôme Gn d Xt Xd + Xd+l X2d + + ^(0-1)^+1 ••• %bd "F Xbd+1

Xn; pour ce polynôme, le nombre N peut être déterminé explicitement à

l'aide du théorème 6 du chapitre 4: on laisse au lecteur le soin de faire les

calculs en détail). En revanche, le théorème 2, pour un système de s équations,

peut être amélioré; en fait, on a le résultat suivant, dû à Katz (1971):

Théorème 3. — Mêmes données et notations que dans le théorème 2. Si
ô — sup dj, et si b± désigne le plus grand entier supérieur ou égal à

1 ^j^s
(in — d)/ô, alors N est divisible par qbl.

Ce théorème 3 (qui, pour s 1, coïncide évidemment avec le théorème 1)

est lui-même « le meilleur possible » ; en fait, on peut montrer (en utilisant
des polynômes du type Gn> d ci-dessus et des polynômes normiques, et en

raisonnant comme au chapitre 4, section 4.3) que, quels que soient n, s, et

dx, ds, il existe une famille Fu Fs satisfaisant aux hypothèses des
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théorèmes let 3 et telle que N soit égal exactement à qbl. Pour la construction

d'une telle famille de polynômes, et pour la démonstration du théorème 3,

voir Katz (1971) (respectivement § 4 et § 3); voir également les Notes en fin
de chapitre.

3.3. Pour des équations de forme particulière, le théorème 1 peut dans

certains cas être amélioré. Ainsi, en combinant le théorème 1 du chapitre 6

avec les « relations de Stickelberger » (prop. 1), on obtient sans difficulté
le résultat suivant:

Théorème 4. — Soit F axXfY + + anXndn un polynôme diagonal
à coefficients dans le corps premier k — Fp. Pour i 1, n, posons <5t-

(p—\,di), et soit h2 le plus grand entier strictement inférieur à l/ôl
+ + l/ôn. Alors, si a ek, et si N désigne le nombre de solutions dans kn

de l'équation F a, N est divisible par pb2.

Ce résultat reste d'ailleurs vrai sur un corps fini quelconque k à q pf
éléments, à condition de supposer que chaque ôt (q— 1, dt) divisep — 1 :

N est alors divisible par qb2; cet exposant b2 peut encore être « amélioré »

si a 0 (voir Joly (1971)). On notera l'analogie entre le théorème 4 ci-dessus

et le théorème 3 du chapitre 4.

Notes sur le chapitre 1

§ 1 : la démonstration de la proposition 1 donnée ici est due à Hilbert
(« Zahlbericht »); cette proposition est en fait une conséquence d'un résultat
plus précis (« congruences de Stickelberger ») :

tO") - l"U)!p (j)(modrtf)+I)

(avec par définition p (j)j0\j10; voir Stickelberger (1890),
Davenport-Hasse (1934), ou [11], chap. IV, § 3. Pour une interprétation
analytique p-adique de ces congruences, voir Dwork (1960).

§ 2-3: dans Ax (1964), le cadre de la démonstration du théorème 1 est,
non pas le corps de nombres LQ (co,mais le corps Qp (eu, Ç) des
racines p (q- l)-ièmes de l'unité dans une clôture algébrique du corps
p-adique Q„ (avec les notations du § 1, ce corps Qp (eu, Ç) est d'ailleurs
isomorphe à Lty, complété iß-adique de L); à cette différence près, la
démonstration donnée ici est exactement celle d'Ax; elle est (selon Ax
lui-même) « suggérée par certaines idées de Dwork [dans sa démonstration
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de la rationalité des fonctions zêta des variétés algébriques] » (à ce sujet, voir
chap. 9, § 2). La démonstration du théorème 3 donnée par Katz (1971) utilise
également (et directement) les méthodes analytiques /?-adiques de Dwork.

Chapitre 8

« HYPOTHÈSE DE RIEMANN »

Soient k un corps fini à q éléments, n un entier >1, F un polynôme
à n variables et à coefficients dans k, et N le nombre de solutions dans kn

de l'équation F 0. On a remarqué aux chapitres 4 (sect. 4.2, th. 6, cor. 1)

et 6 (sect. 1.2, th. 1, cor. 1, 2, 3; sect. 2.1, th. 2, cor. 1, 2) que, lorsque F
est multilinéaire ou diagonal (et qu'il satisfait en outre à certaines hypothèses
qui équivalent à supposer qu'il est absolument irréductible), alors N est de

l'ordre de grandeur de qn~*, l'exposant n — 1 s'interprétant d'ailleurs
comme dimension de l'hypersurface affine F 0. Le but du présent
chapitre est d'étendre ce résultat à n'importe quel ensemble algébrique, affine

ou projectif, absolument irréductible, défini sur k — autrement dit, à

n'importe quelle variété définie sur k; si V est une telle variété, et si N désigne
maintenant le nombre de points de V rationnels sur fc, on a en fait (§ 4, th. 4)

N qr + 0(qr~(1/2))

q étant considéré comme « infiniment grand », et la constante impliquée

par le symbole O ne dépendant que de r dim (V), du degré de V, et de la
dimension de l'espace affine ou projectif où V se trouve plongée.

Le théorème 4 (pour r quelconque) se déduit par récurrence sur r du

cas particulier où r 1, et où F est donc une courbe : ce cas est examiné en

détail aux paragraphes 1 (courbes de genre 0), 2 (courbes de genre 1) et 3

(courbes de genre quelconque). Le résultat central de ce chapitre est d'ailleurs
le théorème 3 (§ 3), dit « hypothèse de Riemann » pour la courbe V: on
verra en effet (chap. 9, sect. 3.2) que ce théorème est équivalent au résultat
suivant: tous les zéros de la fonction Ç (F; s) ont une partie réelle égale à 1/2.

Le langage géométrique utilisé dans ce chapitre (et dans le suivant) est

essentiellement celui des Foundations de Weil, c'est-à-dire le langage
« classique » (à une différence près : si F est un ensemble algébrique défini

sur k, on identifie V à l'ensemble de ses points algébriques sur k] il en résulte
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notamment que si F est une variété de dimension ^ 1 et si x est un point

générique de F, x n'est pas considéré comme un élément de F: autrement dit,

on n'a pas le droit d'écrire x e F). Pratiquement, pour la terminologie et les

résultats de géométrie algébrique dont on aura effectivement besoin, le

lecteur pourra se reporter au livre de Lang [12] ou à celui de Samuel [15].

Dans ce chapitre, k désigne (comme toujours) un corps fini à q pf
éléments, et k une clôture algébrique de k. An et P„ désignent respectivement

l'espace affine et l'espace projectif de dimension n sur k. Enfin, si F est un
ensemble algébrique défini sur k, / 'ensemble des points de V rationnels sur k
est désormais noté Vk.

§ 1. Courbes de genre 0 (*).

1.1. Théorème 1. — Si V est une courbe projective non singulière de

genre 0 définie sur k, elle est birégulièrement équivalente (sur k) à la droite

projective définie sur k.

Démonstration. — D'après un théorème classique de Poincaré (voir
[18], pp. 71-72), F, de genre 0, est birégulièrement équivalente sur k soit à

une droite, soit à une conique (ceci, sans hypothèse sur k; ce théorème de

Poincaré peut d'ailleurs se déduire facilement du théorème de Riemann-
Roch: voir par exemple [2], chap. XVI, th. 6). On peut donc se borner à

démontrer le théorème 1 lorsque F est une conique définie dans le plan
projectif P2 par une équation homogène et de degré 2, F (X0, Xu X2)

0, à coefficients dans k: le théorème de Chevalley (chap. 3, th. 1, cor. 1)

montre alors que cette équation admet une solution (a0, al9 a2) non triviale
dans k3, donc que F admet un point a rationnel sur k. Soit maintenant A

une droite projective du plan P2, définie sur k et ne passant pas par a
(si par exemple a0 #= 0, on peut prendre pour A la droite d'équation X0

0); pour tout point y de A, notons (p (y) le second point d'intersection de

F et de la droite joignant a à y; alors l'application y (-> <p (y) est évidemment
une équivalence birégulière A -> F définie sur k, et le théorème 1 est
démontré.

1.2. Corollaire 1. — Si N désigne le nombre de points de V rationnels
sur k, on a exactement N q + 1.

*) Pour un résumé rapide et élémentaire des propriétés des courbes algébriques
(genre, théorème de Riemann-Roch), voir Samuel (1967).
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Démonstration. — Le théorème 1 permet de se limiter au cas où F A

(la droite projective); mais l'ensemble Ak des points de A rationnels sur k
comporte évidemment q éléments « à distance finie » (correspondant bijec-
tivement aux éléments de k), plus un élément « à l'infini » — soit au total
q + 1 éléments, C.Q.F.D.

§ 2. Courbes de genre 1.

Pour la géométrie des courbes de genre 1, voir [4], notamment pp. 209-

233.

2.1. Théorème 2 (théorème de Schmidt). — Si V est une courbe

projective non singulière de genre 1 définie sur k, F admet au moins un point
rationnel sur k.

Démonstration. — D'après un théorème de Châtelet (voir par exemple

[4], pp. 230-233), il existe une courbe projective non singulière G (la jaco-
bienne de F), définie sur k, ayant un point o rationnel sur k, et biréguliè-
rement équivalente à F sur k (ce qui permet d'identifier k (G) à k (V)).
G est évidemment de genre 1, comme F, et on peut la munir d'une loi de

groupe rationnelle, définie sur k, notée additivement, ayant o pour élément

neutre, et faisant de G une variété abélienne de dimension 1 sur k ([4],

pp. 210-211). De plus, l'identification k (G) — k(V) permet de munir F
d'une structure d'espace homogène principal sur G ([4], pp. 226-227),
c'est-à-dire de construire deux applications rationnelles jâ: V x G -> V,

et v: F x F-> G, définies sur k, et possédant les propriétés suivantes:

(i) quel que soit x e F, on a [i (x, o) o ;

(ii) quels que soient x e F et a, b e G, on a ^ (p (x, a), b) p (x, a + b);

(iii) quels que soient x, y e F, il existe un a e G et un seul tel que n (x, a)

y, et a est égal à u (y, x).

Concrètement, G opère sur F par translations : \i (x, a) est le transformé de

x par la translation a, et v (y, x) est la translation qui transforme x en

y; ainsi, il n'y a aucun risque de confusion à écrire x + a au lieu de ji (x, a)

et y — x au lieu de v (y, x); on adoptera cette écriture dans le reste de la

démonstration.
Convenons d'autre part, pour tout point x (x0, xu d'un espace

projectif de dimension quelconque sur k, de noter x(q) le point (x0q, xxq,

Il est clair que x est rationnel sur k si et seulement si x(g) x (chap. 1,

prop. 2 ou prop. 8). Il est clair également que si U est un ensemble algébrique
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défini sur k et si x g U9 alors x{q) e U (représenter U par un système d'équations

à coefficients dans k, et remarquer que l'élévation à la puissance

#-ième est un automorphisme de k qui laisse invariante lesdits coefficients).

Appliquons ceci à F et G. Soit x un élément quelconque de F, et posons
a x — x(<z). Considérons d'autre part l'application rationnelle z (-» z(q)

— z de G dans G; elle n'est certainement pas constante (sinon, on aurait
z(q) _ 2 o(<z) — 0 0, soit z(^ z, pour tout z e G; tout point de G

serait rationnel sur k, et G serait de dimension 0: absurde); comme G est

irréductible, projective (donc complète), non singulière et de dimension 1,

cette application est surjective. En particulier, il existe b e G tel que a
b(9) — b, donc, en revenant à la définition de a, tel que x + b xiq)

+ b(<z) (x + b)(g) (cette dernière égalité parce que l'application rationnelle

fi: V x G V, qui à (x, b) associe x -h b, est définie sur k); mais alors

x + b est un point de F rationnel sur k, C.Q.F.D.

2.2. Corollaire 1 (théorème de Hasse). — Si N désigne le nombre de

points de V rationnels sur k, on a l'inégalité

(2.2.1) \q + 1 - N\ <2q1/2

Démonstration. — Soit o un point de F rationnel sur k (th. 2), et munissons

F de sa structure de variété abélienne définie sur k et ayant o pour
élément neutre. Soit M l'anneau des endomorphismes de F, et, pour tout
A g M, soit deg (A) le degré de l'application rationnelle A ([4], pp. 215-216).
Soit enfin F l'endomorphisme x f-» x(<z) de F. Alors F — 1 (c'est-à-dire
l'endomorphisme x K xiq) — x de F) est un élément non nul de M
(raisonner comme dans la sect. 2.1), donc une isogénie de F ([4], pp. 215-216)
dont le noyau est exactement l'ensemble des points de F rationnels sur k
(voir sect. 2.1). On peut démontrer que cette isogénie est non ramifiée
([4], p. 217), donc que l'ordre du noyau de F — 1 est égal au degré de
F — 1 ; ainsi,

(2.2.2) N deg (F — 1)

On peut démontrer également que M est un Z-module libre de rang fini,
sans diviseurs de zéro, et qu'il est muni d'un anti-automorphisme A 1—> A'
tel que AAr deg (A) pour tout A g M (voir par exemple Deuring (1941));
il en résulte notamment que, quel que soit m g Z, on a

(2.2.3) deg(F — m.l) (F — m.l) (F — m.iy m2 — tm + q

avec t F + Fr g Z, et q FFr deg (F) (puisque F(x) x(q)). Etant
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donné sa définition, le polynôme m2 — tm + q est toujours positif, d'où
t2 — Aq < 0, ou encore

(2.2.4) 1t1 < 2q1'2

Mais faisons m 1 dans (2.2.3) et utilisons (2.2.2); il vient

(2.2.5) t q + 1 - N,
et il suffit de porter (2.2.5) dans (2.2.4) pour obtenir l'inégalité (2.2.1).

2.3. La démonstration esquissée ci-dessus est essentiellement la démonstration

originale de Hasse (voir Hasse (1933, 1934, 1936)). Manin en a donné

une version « élémentaire » dont voici le principe (Manin (1956); pour les

détails des calculs, voir [6], chap. 10, pp. 197-206). On suppose pour
simplifier p 2, 3 (mais cette restriction n'est pas essentielle). Comme V admet

un point rationnel sur k, on peut supposer V écrite sous forme normale de

Weierstrass

(2.3.1) Y2 X3 - aX - b,

a, bek, 4a3 — 21b2 ^ 0. Soit alors £ un élément transcendant sur L,
et soit W la courbe définie sur K — k (Ç) et ayant pour équation

X3 - aX -b
<2-3-2) 7 Ï3 7 IT'<T - aÇ - b

C'est une courbe de genre 1, dont on connaît (au moins) deux points
rationnels sur K: a0 (Çq, (avec r\ £3 — aÇ — b) et b (£, 1).

Munissons W de sa structure de variété abélienne définie sur K, ayant le

point à l'infini o pour élément neutre, et pour laquelle trois points ont une

somme nulle si, et seulement si, ils sont alignés ([4], pp. 211-214); pour tout
me Z, posons am a0 — m.b, puis définissons un entier dm de la façon
suivante: si am o, posons dm — 0; si au contraire am # o, donc si le point
am est « à distance finie », de coordonnées affines xm, ym9 avec xm Pm(Ç)/
Qm (£) et Pm9 Qm premiers entre eux, posons dm deg (Pm). On peut alors
démontrer (à l'aide des formules d'addition sur une cubique de Weierstrass :

voir [4], p. 214) les deux relations suivantes:

d-i — dQ N — q ; dm_ 1 + dm + 1 2dm + 2 ;

ces deux formules permettent de calculer dm:

(2.3.3) dm m2 — (q + 1 —N) m + q;
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comme par définition dm 0, le polynôme en m figurant au second membre

de (2.3.3) est positif; d'où

(q + 1 — TV)2 < 4q

ce qui implique bien l'inégalité (2.2.1).

La parenté entre ces deux démonstrations tient au fait que dm deg (F
—m. 1).

2.4. On a vu au chapitre 6 (sect. 3.3, (1) et 3.5) que la courbe affine
Y2 1 — X3 (qui est de genre 1 pour p ^ 2, 3) a un nombre de points
rationnels sur k égal à q si q — 1 (mod 6) et à # + a + ä (avec

a n((p, x)) si # 1 (mod 6). Si on remarque que cette courbe, considérée

maintenant comme projective, admet un point à l'infini rationnel sur k, on
voit que le nombre total TV de ses points rationnels sur k satisfait à | q + 1

— TV | 0 dans le premier cas, et à | # + 1 — TV | < | a | + | ä | 2#1/2

dans le second cas (voir chap. 5, prop. 9, cor. 1) : le théorème de Hasse se

trouve ainsi vérifié directement pour cette courbe.

Raisonnement analogue pour la courbe Y2 X — X3, qui admet un

point à l'infini rationnel sur k, et pour la courbe Y3 1 — X3, qui admet

un ou trois points à l'infini rationnels sur k selon que q est congru à — 1

ou à 1 (mod 3) (on suppose naturellement p ^ 3).

Considérons enfin la courbe affine Y2 — 1 — X4 (qui est de genre 1 pour
p 2) et dont le nombre de points rationnels sur k est égal à q + 1 si

q — 1 (mod 4) et à# — 1 + a + â (avec a n (cp, x): chap. 6, sect. 3.3,

(2), et 3.5) si q 1 (mod 4). Dans le premier cas, cette courbe, envisagée
maintenant comme projective, admet à l'infini un point double rationnel
sur k, mais ce point est « isolé » (par désingularisation, il donnerait deux

points conjugués sur k, mais non rationnels sur k) : ce point ne doit donc pas
être pris en considération; on a donc ici TV q + 1, ou | q + 1 — TV | =0.
Dans le second cas, la courbe admet encore un point double à l'infini,
rationnel sur k, mais « non isolé » (par désingularisation, il donnerait deux
points rationnels sur k) : ce point doit donc être compté deux fois, d'où
maintenant TV=<7+l + a+â, donc, comme précédemment, | q + 1 — TV |

< 2q1/2: le théorème de Hasse se trouve également vérifié directement pour
cette courbe *).

*) En fait, on a raisonné ici, non sur la courbe Y2 1 - X4, mais sur sa normalisée
(voir d'ailleurs chap. 9, sect. 5.2, (2) et (4)).
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§ 3. Courbes de genre quelconque.

3.1. L'égalité N q + 1, pour une courbe de genre 0, et l'inégalité
| q + 1 — N | < 2q1/2, pour une courbe de genre 1 (th. 1, cor. 1, et th. 2,

cor. 1), sont des cas particuliers du résultat suivant, dû à Weil (1940, 1948):

Théorème 3 (« hypothèse de Riemann » pour F). — Si V est une courbe

projective non singulière de genre g définie sur k, et si N désigne le nombre de

points de V rationnels sur k, on a

(3.1.1) \q + 1 -N\ <2gq112.

Démonstration. — Soit W V x V la surface produit de F par elle-

même, c'est-à-dire le lieu sur k du point (x, y), où x et y sont deux points
génériques de F, indépendants sur k (voir [20], p. 29, ou Samuel (1967),
§ I et II). On appelle correspondance sur F ([20], p. 29) tout diviseur sur F,
donc tout cycle de dimension 1 sur F; si X est une correspondance sur F,

on appelle symétrique de X et on note X' la correspondance image de X
par la symétrie (x, y) b» (y, x) de W; si X et Y sont deux correspondances
sur F, on appelle somme de X et Y et on note X + Y leur somme en tant que
diviseurs sur F; on appelle produit (de composition: rien à voir avec le produit

d'intersection) de X et Y et on note X o Lia correspondance déduite de

X et Y par l'opération de composition des graphes dans le produit F x F
(pour une définition précise, voir [20], pp. 35-38); enfin, on écrit X Y
s'il existe deux diviseurs rrt et n sur la courbe V et une fonction rationnelle/
sur la surface W tels que

X - Y mxF) + (F x n) + (/),

(/) désignant le diviseur de la fonction /. On peut alors montrer ([20],

pp. 38-41) que la relation est une relation d'équivalence dans l'ensemble
des correspondances sur F, et qu'elle est compatible avec les opérations
somme et produit introduites ci-dessus: l'ensemble quotient par de

l'ensemble des correspondances sur F se trouve ainsi muni d'une structure
d'anneau; on le note A (F), et on l'appelle anneau des correspondances de F;
si £, r\ e A (F) sont les images de correspondances X et Y sur F, leur somme
Ç + rj et leur produit Çr\ sont par définition les images dans A (F) de X
+ Y et de X o Y; noter que la symétrie IbT est évidemment compatible
avec la relation ; elle définit donc par passage au quotient une involution
Ç K de A (F) qui est en fait un anti-automorphisme de A (F): si £,

r/eA(V), on a (Ç + rj)' + rj' et (Çrj)' rj't;'; noter aussi que si A
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désigne la diagonale de W, c'est-à-dire le lieu sur k du point (x, x), alors A

est birégulièrement équivalente à F sur k, et Ô, classe de la correspondance A

sur V', est l'élément neutre de A (V) pour la multiplication.
Pour toute correspondance X sur V, notons maintenant dx (X) et

d2 (X) les degrés des cycles prx (X) et pr2 (X), projections de X sur le

premier et sur le second facteur de W V x F; notons d'autre part i (X • A)

le nombre d'intersection de X et A sur W (qui est défini même si A est une

composante de X: voir par exemple Samuel (1967), p. 307), et posons

(3.1.2) S(X) d±(X) + d2(X) - i(XA)

S (X) est un entier rationnel, qui ne dépend que de la classe de la

correspondance X; si alors £ g A (V), et si X désigne n'importe quelle correspondance

d'image £ dans A (F), on peut définir un entier rationnel a (£), ne

dépendant que de £, par l'égalité a (£) S (X); g (£) est dit trace de Ç;

et on peut montrer ([20], pp. 41-54) que la trace possède les propriétés
suivantes :

Lemme 1. — Quels que soient Ç,rj e A (V), on a g (£ + rj) cr (£) + a (rj),

o(Çrj) (T(rjO, et o (£') <r (Ç).

Lemme 2. — S désignant toujours la classe de A, on a o (S) — 2g.

Lemme 3. — Quel que soit Ç # 0 dans A (F), on a a (££') > 0.

Le lemme 1 est immédiat; le lemme 2 résulte du fait que dx (A) d2 (A)

— 1, de la formule classique z (A - A) 2 — 2g (Samuel (1967), p. 307, (2)),
et de la définition (3.1.2) de o (<5) S (A). Le lemme 3 est la « clef de voûte »

de la démonstration: c'est de l'inégalité a (££') >0 convenablement appliquée

que va résulter l'inégalité (3.1.1). Soit en effet r le lieu sur k du point
z (x, x(q)) (la notation x(q) a été définie dans la sect. 2.1); F est une
correspondance sur F (« correspondance de Frobenius »), et sa symétrique

r' est le lieu sur k du point z' (xiq\ x); on a évidemment [k (x): k (x)]
1 et [k (x): k (x(4))] q, donc d± (F) 1 et d2 (F) q; on peut d'autre

part montrer que chacun des points du cycle intersection F • A a pour
multiplicité 1: comme les composantes de ce cycle sont exactement les

points (a, a) de Fx F avec a a(9), c'est-à-dire avec a rationnel sur k,
on voit que i (F • A) N; si alors y désigne la classe de la correspondance
F, la formule de définition (3.1.2) permet d'écrire

(3.1.3) g (y) q + 1 - iV

L'Enseignement mathém., t. XIX, fasc. 1-2. a
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On peut démontrer par ailleurs que yy' — qô; soit maintenant m un
entier rationnel et posons | y — mô; on a £' y' — mô, et

££' m2ô - m (y + y') + yy' ;

prenons les traces des deux membres, tenons compte de la valeur de yy' et
utilisons les lemmes 1 et 2; il vient:

<r(ÇÇ') 2gmz - cr(y + y') m + 2## ;

mais <7(y+y') 2<r(y) 2(q+\ — N) (lemme 1 et formule (3.1.3));
ainsi :

o (££') Igm1 - 2 (q + 1 -N) m + 2gq ;

le lemme 3 montre que le polynôme en m figurant dans le membre de droite
de cette dernière égalité est positif ; on a donc

(<2 + 1-IV)2 - 4g2q < 0

ce qui implique l'inégalité (3.1.1) et prouve le théorème 3.

3.2. On peut également démontrer le théorème 3 à l'aide de la théorie
des variétés abéliennes (structure de l'anneau des endomorphismes,
propriétés du polynôme caractéristique d'un endomorphisme, etc.; voir par
exemple [20], § VII à XI, ou [9], chap. 5) appliquée à la jacobienne de la
courbe V. Pour g — 1, cette seconde démonstration coïncide avec la démonstration

du « théorème de Hasse » donnée dans la section 2.2 (dans ce cas

en effet, F, admettant un point rationnel sur k par le théorème de Schmidt,
s'identifie à sa propre jacobienne); dans le cas général (g quelconque), cette
seconde démonstration n'est pas essentiellement différente de celle esquissée
dans la section 3.1, du fait que l'anneau des correspondances sur V est

isomorphe à l'anneau des endomorphismes de la jacobienne de V ([20],

pp. 161-163, th. 22 et cor. 2).

3.3. Revenons à l'inégalité (3.1.1). Considérons à titre d'exemple la
courbe plane X4 + Y4 1, et supposons q 1 (mod 4). Si i// est un caractère

d'ordre 4 de k*, la proposition 3 du chapitre 6 montre que le nombre de

points « à distance finie » sur cette courbe est égal à q + £ n x//32) ;

la somme comprend neuf termes, dont trois sont des sommes de Jacobi
triviales (pour j\ + j2 — 4) et valent — 1 (chap. 5, prop. 9, (i)), les six

autres (notons-les al9 oc6) étant des sommes de Jacobi non triviales,
de module qi/2: le nombre de points «à distance finie» est donc
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q -3 + «! + + a6. Maintenant, la courbe étudiée, considérée comme

projective, est non-singulière, de genre g (4—1) (4—2)/2 3, par la

formule de Pliicker, et elle admet quatre points à l'infini; ainsi,

N q— 3 + 4 + + + a6, et on a

| q +1 - IV | < | at | + + | a6 | 6

ce qui vérifie directement le théorème 3 dans ce cas particulier.
La même vérification est possible plus généralement, grâce à la proposition

3 du chapitre 6, pour la courbe Xdl + Yd2 1, avec q — 1 divisible

par d1 et d2 : on laisse au lecteur le soin de faire les calculs, et notamment de

montrer que le genre est égal à ((^ — 1) (d2 — 1) — {d—1))/2, avec d

(du d2).

3.4. Le théorème 3 admet deux conséquences importantes:

Corollaire 1. — Soit Nm le nombre de points de V rationnels sur km

Fçm. Alors, quand m tend vers l'infini, Nm tend lui-meme vers l'infini ; en

particulier, pour tout m assez grand, Nm > 1.

Démonstration. — En effet, le théorème 3 appliqué au corps de base km

donne Nm > qm -f 1 — 2gqm!2, et le membre de droite tend vers l'infini
avec m.

Corollaire 2. — La courbe V possède un diviseur de degré 1 rationnel
sur k.

\

Démonstration. — Le corollaire 1 montre qu'on peut trouver deux entiers
successifs m et m + 1 tels que V admette un point rationnel sur km et un
point rationnel sur fcm+ x ; V admet donc un diviseur de degré m et un diviseur

de degré m + 1 rationnels sur k, et il suffit de retrancher le premier du
second pour obtenir un diviseur de degré (m+ 1) — m 1 rationnel sur k.

Pour g > 2, V ne possède généralement pas de point rationnel sur k: le
diviseur de degré 1 dont l'existence est affirmée par le corollaire 2 ne peut
donc généralement pas (sauf pour g 0 ou 1: th. 1, cor. 1, et th. 2) être
supposé positif.

§ 4. Variétés de dimension quelconque.

4.1. Soit V une variété projective définie sur k, de dimension r, et
supposée plongée dans P„, espace projectif de dimension n sur k\ rappelons
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qu'on appelle degré de V le nombre de points d'intersection de V avec une
sous-variété linéaire de P„ de dimension n — r « en position générique »

(voir [15], chap. I, § 8.4); une variété projective plongée dans P„, de degré d
et de dimension r sera dite « de type (n, d, r) ».

Cela étant, on a le théorème suivant, dû à Lang et Weil (1954) (voir
aussi Nisnevich (1954): Nisnevich se limite au cas où le corps de base k est
le corps premier Fp):

Théorème 4. — Si V est une variété projective de type {n, d, r) définie

sur k, et si N Nv désigne le nombre de points de V rationnels sur k, on a

(4.1.1) \N - qr | <B(d)4r"(1/2) + Ain, d,r)qr~1

A{n,d,r) désignant une constante qui ne dépend que de n, d et r, et B(d)
désignant une constante qui ne dépend que de d (et qu *on peut prendre égale à

(d-l)(d-2)).

Démonstration. — On raisonne par double récurrence, d'abord sur n,

puis sur r. Si n 0, on a N < d, et le théorème est évident; supposons donc

n > 1 : si V est contenue dans un hyperplan de P„ défini sur k, V peut être

considérée comme de type {n— 1, d, r), et l'hypothèse de récurrence sur n

permet d'écrire | N — qr | < B (d) #r_(1/2) + A (n— 1, d, r) qr~1 : le théorème

est également établi. Ainsi, on peut désormais supposer n fixé (> 1),

faire l'hypothèse suivante:

(H) V n 'est contenue dans aucun hyperplan de Fn défini sur k,

et raisonner par récurrence sur r. Pour r 0, on a N < d, et le théorème

est évident. Supposons maintenant r — 1 ; V est alors une courbe projective,
éventuellement singulière: soit V± une courbe projective non singulière définie

sur k et birationnellement équivalente à V sur k (via une équivalence biration-
nelle <p:V1-+ V), et soit N± le nombre de points de V1 rationnels sur k;
le théorème 3 montre que | q + 1 — N1 | <2gqlf2, g désignant le genre
de Vl9 donc de V; mais le genre de V et le nombre de points singuliers de V
sont tous deux majorés par {d— 1) (d— 2)/2 (projeter V sur un plan, ce qui ne

modifie ni g, ni d, et ne peut qu'augmenter le nombre de points singuliers ;

puis appliquer la formule de Plücker à cette projection); d'autre part, la

correspondance birationnelle cp: Vx -» V est bijective en dehors des points
singuliers de V (et fait correspondre, à des points rationnels sur k, des points
rationnels sur k, puisqu'elle est définie sur k), et elle associe, à chaque point
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singulier de F, au plus d points de V1 ; ainsi, | N — Nx | < d {d— 1) (d— 2)/

2, et finalement | N - q \ <B(d) q1'2 + A(n, d, 1), avec B(d) 2g

<(J-l)(d-2) et A(n,d,l) d(d-l)(d-2)/2 + l: le théorème est

établi pour les variétés de type (n, d, l).
Supposons alors r > 2, et le théorème démontré jusqu'à la dimension

r — 1. Soit P^ un second exemplaire de l'espace projectif P„ sur k; à tout
point w (w0,w„) de P^, associons l'hyperplan Hw de PM d'équation
w0X0 + + wnXn 0; les hyperplans Hw définis sur k correspondent

bijectivement aux points w de P^ rationnels sur k, et il y en a exactement

Qn (qn+1-l)/(q~l) =qn + ...+q + 1.

Calculons de deux manières différentes le nombre C des couples (x, i/w),
où x est un point de V rationnel sur k, et où w est un point de P^ rationnel sur
k et tel que x appartienne à Hw:
(1) Vk contient par définition N points, et par chacun d'eux passent

Qn-1 hyperplans définis sur k: d'où C NQn^1;
(2) pour chaque hyperplan Hw défini sur k, le cycle intersection V • 7/w

(voir [15], chap. II, § 6.1) est, en un sens évident, de type {n, d, r — 1), en

vertu de l'hypothèse (H) ; notons 7VW le nombre de points de V • Hw (c'est-
à-dire de F n Hw) rationnels sur k\ on a alors évidemment C iVw, w

w

parcourant l'ensemble des Qn points de P^ rationnels sur k.
Le rapprochement des résultats de ces deux calculs donne NQn_l £ Nw,

w

ou encore

(4.1.2) N Q-_\£1VW + X Nw,
weI we R

I (resp. R) désignant l'ensemble des points weP^ rationnels sur k et tels

que le cycle F • Hw soit (resp. ne soit pas) une variété. On posera Nr
card (/) et NR card (R); il est clair que Nj + NR Qn.

On a alors ces deux lemmes :

Lemme 1. — Il existe une constante A1{n,d,r) ne dépendant que de n, d
et r et ayant la propriété suivante : quel que soit Z, cycle positif de type
(;n, d, r) rationnel sur k, on a

(4.1.3) Nz < A1 (n, d, r) qr,

Nz désignant le nombre de points de Z rationnels sur k (un point de Z est un
point de la réunion des composantes de Z).
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Lemme 2. — Il existe une constante A2(n,d,r) ne dépendant que de n, d
et r et possédant la propriété suivante : quelle que soit V, variété de type
(«, d, r) définie sur k et vérifiant (H), le nombre NR défini ci-dessus satisfait à

(4.1.4) NR<A2(n,d,r)qn~1

Le lemme 1 est élémentaire; il se démontre par récurrence sur r, en

coupant Z par les éléments rationnels sur k d'un faisceau d'hyperplans
convenablement choisi dans P„. Le lemme 2 est plus technique; on le déduit
du lemme 1 en construisant, grâce à la théorie de la forme de Chow (à ce

sujet, voir par exemple [15], chap. I, § 9.4), un ensemble algébrique E défini
sur k, de type (w, e, n — 1), plongé dans P^, dont le degré e ~ e(n, d, r)
ne dépend que de n, d et r, et qui contient l'ensemble R ; comme les points de

R sont tous rationnels sur k, on a donc NR < Ne < A1 (n, e, n — 1) qn

et la constante du lemme 2 est donnée par

A2 (n, d, r) At (n, e (n, d,r) ,n — 1)

(L'ensemble algébrique E dépend de V; pour une démonstration détaillée
de ces deux lemmes, voir Lang-Weil (1954), pp. 820-821).

Achevons alors la démonstration du théorème 4. Dans le membre de

droite de (4.1.2), chaque terme iVw de la première somme est le nombre de

points rationnels sur k de F* //w, qui est une variété de type («, d,r— 1)

définie sur L, puisque we/; par hypothèse de récurrence (sur r), on a donc

\NW - qr'1| <B(d)qr~(3,2) +

D'autre part, le nombre de termes de cette première somme est Qn — NR;
les valeurs de {?„_ 1 et Qn sont connues, et celle de NR est majorée par
A2(n, d9r) (lemme 2); un calcul facile montre alors que

(4.1.5) lôn-1 E N* -4r--B(d)<f~(1/2)| <A3(n,d
we/

A3 (n, d, r) étant une constante qui ne dépend que de n, d et r. Considérons

maintenant la seconde somme figurant dans le membre de droite de (4.1.2);
chacun des termes Aw qui y apparaissent est le nombre de points rationnels

sur k d'un cycle, V • i/w, positif, rationnel sur k, et de type («, d,r — 1);

le lemme 1 donne donc Aw < A1 (;n, J, r - 1) #r-1; comme cette seconde

somme comporte NR termes, le lemme 2 montre qu'elle est majorée par
A4 («, dy r) qn+r~2, avec v44 (/?, d,r) A1 (n, d, r - 1) (;n, d, r) une

constante qui ne dépend que de n, </et r. Mais ôn_! qn~x + + q + 1 ;

ainsi, Qnl\ <#1-n, et on arrive à la majoration



— 87 —

(4.1.6) I Qn-\£ Nv\<A4(n,d,rL
we R

Il suffit alors de porter les inégalités (4.1.5) et (4.1.6) dans la formule (4.1.2)

et de poser A {n, d, r) A3 (n, d, r) + A4 {n, d, r) pour obtenir l'inégalité

(4.1.1). Le théorème 4 se trouve ainsi établi.

4.2. Le théorème 4 admet la conséquence suivante, qui généralise le

corollaire 1 du théorème 3, et se démontre de la même manière:

Corollaire 1. — Soit Nm le nombre de points de V rationnels sur km

F^m. Alors, quand m tend vers l'infini, Nm tend lui-même vers l'infini ; en

particulier, pour tout m assez grand, Nm > 1.

La propriété « Am > 1 pour tout m assez grand », c'est-à-dire « V admet

un point rationnel sur toute extension algébrique de k de degré assez grand »,

est évidemment fausse en général sur un corps de base quelconque. Ainsi,
l'hyperquadrique projective X02 + + Xn2 0, définie sur le corps Q,
n'admet de point rationnel sur aucune extension de Q de degré impair m,
si grand que soit m; en effet, Q est un corps formellement réel ([10], chap. XI,
§2); si KjQ est de degré impair, K est alors lui-même formellement réel

{ibid., prop. 2, (ii)), et une égalité x02 + + xn2 avec x0, xn eK n'est

possible que si x0 xn 0. Un argument de ramification montrerait
de même que la variété X0n+1 -f pX1n+1 -f + pnXnn+1 0, définie sur
le corps Qp des nombres rationnels /?-adiques, n'admet de point rationnel sur
aucune extension de Qp de degré m non divisible par n + 1, si grand que soit m.

Cette propriété « Nm > 1 pour tout m assez grand » est également fausse

en général, même sur un corps de base fini, si on ne suppose pas V absolument
irréductible. Ainsi, considérons le polynôme P défini par (4.1.1) (chap. 4, § 4),
et supposons n >2; l'équation P (X0, Xn_ fi 0 définit alors une
k-wariété projective V(de type (n— 1, n, n — 2)), mais cette k-variété n'est pas
absolument irréductible, donc n'est pas une variété (elle se décompose en n

hyperplans définis sur K kn et conjugués sur k); et il est facile de vérifier
que si m est premier avec n, le nombre Nm de points de V rationnels sur km

est nul, si grand que soit m (noter que si (m, n) 1, km et kn sont linéairement

disjoints sur k (chap. 1, prop. 4, cor. 2); œu con est alors une base
de kmn sur k„v et on peut raisonner comme au chapitre 4, section 4.1, en
remplaçant k par km et K kn par kmn).

4.3. Remarquons enfin que le théorème 4 reste vrai pour des variétés
affines, moyennant une modification de la constante A {n. d, r). Soit en effet
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V cz An une variété affine de type (n, d, r) ; plongeons An dans Pn de manière

que l'hyperplan « à l'infini » H0 ait pour équation (par exemple) X0 0 ;

adjoignons alors à V ses points « à l'infini » de la façon habituelle, et notons
Wla variété projective ainsi obtenue; elle est de type (n, d,r), et on a, avec
des notations évidentes, Nv Nw — Nw.Hq; il suffit dans ces conditions
d'appliquer le théorème 4 à et le lemme 1 à Nw.h0 pour obtenir

(4.3.1) | Nv - qr | <B(d)qr~(1/1) + A' (n, d, r) q1"1

avec A' (n, d,r) — X («, d, r) + ^ («, d, r) une constante qui ne dépend

que de n, d et r.

Notes sur le chapitre 8

§2: le théorème 2 est dû à Schmidt (1931) (méthode analytique); ce

théorème est un aspect d'un résultat général relatif aux espaces homogènes

principaux sur un corps de base fini (Lang (1956); voir aussi Serre, Groupes

algébriques et corps de classes, p. 119 (Hermann, 1959)). L'application
x f-> x(^} utilisée dans la démonstration du théorème 2 est souvent dite
« endomorphisme de Frobenius » (voir d'ailleurs chap. 1, prop. 8); le fait
que les points fixes de cet endomorphisme sont exactement les points
rationnels sur k Fq est un trait caractéristique de la « géométrie diophan-
tienne » sur un corps fini.

Un certain de nombre de cas particuliers du théorème de Hasse avaient

déjà été remarqués au cours du XIXe siècle ; citons notamment la « dernière

inscription du journal de Gauss » (« letzte Eintragung im Gauss'schen

Tagebuch», reproduite dans Deuring (1941), pp. 197-198), relative au
nombre de solutions de la congruence X2 Y2 + X2 + Y2 — 1 =0 (mod p),

pour p 1 (mod 4) (à ce sujet, voir également [5], p. 307, et [4], p. 242,

note 3). Pour la démonstration originale du théorème de Hasse, voir Hasse

(1933, 1934, 1936).

Les courbes (projectives, non singulières) de genre 1 sur un corps fini k
ne sont autres (d'après le théorème de Schmidt) que les variétés abéliennes de

dimension 1 définies sur k ; les variétés abéliennes de dimension quelconque
définies sur un corps fini ont été étudiées notamment par Honda, Milne,
Serre, Tate, Waterhouse: pour une bibliographie sur ce sujet, voir Water-
house (1969).

§ 3: le théorème 3, annoncé par Weil en 1940, est démontré dans Weil
(1948) [20], lère partie) par voie «géométrique»: c'est cette démonstration

qu'on a résumée ici ; pour des démonstrations « arithmétiques »,
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voir Igusa (1949) et Roquette (1953) (voir aussi [5], chap. V, §§ 1-5); dans

tous les cas, le point essentiel est l'inégalité cr(ÇÇ') > 0 (inégalité (23),

p. 292, dans [5], par exemple); pour un commentaire sur cette inégalité

(dite « de Castelnuovo »), voir Weil (1954), p. 553. Pour une application

aux « sommes exponentielles », voir Weil (1948, b).

§ 4: la constante A1 (n, d, r) (lemme 1) peut être prise égale à (2d)r (en

fait, elle ne dépend donc pas de n)\ en revanche, la constante A2(n9 d, r)
(lemme 2) et par conséquent la constante A (n, d, r (th. 4) dépendent de n ;

on ne sait d'ailleurs pas en général les majorer explicitement, faute de

renseignements précis sur le degré e (;n, d, r) de l'ensemble algébrique E.

Pour d'autres remarques sur les résultats ci-dessus, voir également le

chapitre 9.

Chapitre 9

FONCTIONS ZÊTA

Dans ce dernier chapitre, on se donne comme toujours un corps fini k
à q pf éléments, de clôture algébrique k; pour tout entier m > 1, km

désigne l'unique extension de degré m de k contenue dans k (chap. 1, § 1).

A tout ensemble algébrique V défini sur fc, on peut alors associer la série

formelle Z (V; t) exp £ où Nm désigne le nombre de points

de V rationnels sur km, et où t est une indéterminée. Il se trouve que cette
série formelle est en fait une fraction rationnelle en t, et que, moyennant
des hypothèses convenables sur F, cette fraction rationnelle peut être décrite

avec précision. Le paragraphe 1 de ce chapitre énonce diverses définitions
équivalentes de Z (F; t), et justifie le nom de « fonction zêta de V» qui lui
est attribué. Le paragraphe 2 donne une esquisse de la démonstration de la
rationalité de Z(F; t). Le paragraphe 3 montre comment le théorème de

Riemann-Roch et le théorème 3 du chapitre 8 permettent d'obtenir une
description très complète de Z(F; t) quand F est une courbe projective
non singulière. Le paragraphe 4 indique sans démonstration diverses
généralisations des résultats du paragraphe 3. Enfin, le paragraphe 5 donne des

exemples de calcul explicite de fonctions zêta; ce paragraphe peut d'ailleurs
être lu directement après le paragraphe 2 : on y utilise uniquement les défi-
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nitions de Z (V; t), l'énoncé (mais non la démonstration) du théorème 2,

et le corollaire 1 de ce théorème 2 (on y utilise également les résultats des

chapitres 5 et 6).

§ 1. Definitions, propriétés élémentaires.

1.1. Soit V un ensemble algébrique (affine ou projectif) défini sur k, et
soit M l'ensemble des cycles de dimension 0, premiers rationnels sur k, et
portés par V (voir [15], chap. I, §§ 9.2 et 9.3); rappelons qu'un tel cycle m
est une combinaison linéaire formelle xx + + xw de points de V
(algébriques sur k) satisfaisant aux deux conditions suivantes :

(i) k(xj) k (xm) km;

(ii) les Xy (1 <y < m) sont permutés transitivement par le groupe de

Galois de kjk\
l'entier m s'appelle degré de m, on le note deg (m) ; l'entier gdeg(m) card (km)

est noté Nm; cela étant:

Définition 1. — On appelle fonction zêta « minuscule ») de V la fonction
d'une variable complexe s définie par

(1.1.1) UVis) n 1/(1
rrteM

(On verra plus loin que ce produit infini converge quand la partie réelle de s

est suffisamment grande.)
Si V est une k-variété affine, il existe une bijection canonique de M sur

l'ensemble des idéaux maximaux de l'anneau de coordonnées A k [V]
(conséquence facile du théorème des zéros de Hilbert); faisons l'identification

correspondante; si alors m g M, A/m est isomorphe à km, avec m

deg (m), et on a Nm card (A/m); la définition (1.1.1) de Ç (V; s)

à partir de A k [V] et de l'ensemble M des idéaux maximaux de A est

dans ce cas entièrement analogue à celle de la fonction (K; s) d'un corps de

nombres K à partir de l'anneau A — 0K des entiers de K et de l'ensemble des

idéaux maximaux de A. (Ces deux définitions sont en fait des cas
particuliers de la notion générale de fonction zêta d'un schéma de type fini sur Z:
voir [16], pp. 82-86).

1.2. La relation Nm gdeg(m> incite à faire le changement de variable

t q~s et à poser une seconde définition:
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Définition 2. — On appelle fonction zêta « majuscule ») de V lafonction
d'une variable complexe t définie par

(1.2.1) Z(V;t)n l/(l-lde8(m))-
rrteM

(On verra que ce produit infini converge quand | t1 est suffisamment petit.)
On a alors évidemment

(1.2.2) UV;s) Z(V;q-s).

1.3. On va transformer la définition (1.2.1) de Z(V;t). Pour tout

j > 1, soit dj le nombre de cycles m e M tels que deg (m) — y: le nombre

de points xeV tels que [fc(x):/c] j est évidemment égal à jdj. Soit

maintenant m un entier > 1 ; le nombre de points x e V rationnels sur km

(c'est-à-dire tels que A: (x) cz km, donc que [fc(x):/:] divise m : chap. 1,

prop. 4) est alors donné par

(1.3.1) Nm£ jdj.
j'lm

D'autre part, l'égalité (1.2.1) peut s'écrire

(1.3.2) Z(F;0 El 1/(1

Considérons provisoirement t comme une indéterminée; dans l'anneau de

séries formelles Q [[t]], le produit infini figurant au second membre de

(1.3.2) est évidemment convergent, et il est de la forme 1 + tG (t), avec
G (t) e Z [[*]]. Si Dj désigne le nombre de cycles positifs de dimension 0

et de degré d rationnels sur k (mais non nécessairement premiers) et portés

par V, un calcul facile (analogue à celui qui permet de transformer en série

de Dirichlet la fonction zêta de Riemann, supposée définie comme produit
« eulérien » infini) montre d'ailleurs qu'on a de façon précise

(1.3.3) Z(V;t)1 + X Dmtm.
m 1

Prenons alors, dans Q [[t]], les logarithmes des deux membres de (1.3.2);
il vient

logZ(V;t) X Z djtnj/n

soit, en multipliant par j le numérateur et le dénominateur du terme général,
en posant m nj, et en tenant compte de (1.3.1),
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logZ(F;0 £ Nmtmlrn
m^l

Ainsi:

Proposition 1. — Considérons Z (V; t) comme élément de Q [M]- Alors

(i) Z (F; f) appartient à 1 + fZ [[*]], ef e//<? donnée explicitement par
la formule (\33).
(ii) Si Nm désigne le nombre de points de V rationnels sur km, on a

(1.3.4) Z(V;t)exp( £ Nmtmlrn).
m^l

La formule (1.3.4) est plus maniable que la formule (1.2.1), et c'est elle

qu'on prend généralement comme définition de Z (V; t); (V; s) est alors

définie par la formule (1.2.2).

1.4. Considérons à nouveau t comme une variable complexe, et

Z (V; t) comme une fonction de variable complexe. Si on suppose V affine,

plongé dans A„, l'entier Nm est majoré par le nombre de points de A„
rationnels sur km \ on a donc Nm < (qn)m (qn)m, et la série entière Nmtmjrn

m^l
admet pour majorante la série entière £ (qnt)mjm log 1/(1— #"0, ffi-û

m^l
est holomorphe dans le disque | 11 < q~n; ainsi, Z (F; t) est holomorphe
(au moins) dans le disque | 11 < q~n. Même raisonnement et même conclusion

si V est projectif, plongé dans P„; on a alors Nm

+ qm +1, et la série £ Nmtmlm admet pour majorante la fonction log 1/

— qui est holomorphe dans | 11 < q~n. Compte
tenu de (1.2.2), on peut donc énoncer:

Proposition 2. — Si V désigne un ensemble algébrique défini sur k et

plongé dans l'espace affine ou projectif de dimension n sur k, la fonction

Z(V\t) (supposée définie par (\3A)) est holomorphe (au moins) dans le

disque | 11 < q~n ; la fonction (V; s) est holomorphe (au moins) dans le

demi-plan Re (s) > n.

On laisse au lecteur le soin de vérifier, en passant par l'intermédiaire de la

formule (1.3.3), que le produit infini (1.2.1) converge pour | 11 < q~n (au

moins) et que le produit infini (1.1.1) converge alors pour Re (s) > n (au

moins). Notons d'autre part que les majorantes introduites ci-dessus ne sont

autres que les logarithmes des fonctions zêta de A„ et P„ ; ainsi
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Proposition 3. — Considérons An et P„ comme variétés définies sur k ;
alors

(1.4.1) Z (A„; t) 1/(1-«"0;

(1.4.2) Z(P„; t) 1/(1 —0 (1 —qt) (1 —qnt) -

Si F est une variété, le théorème 4 du chapitre 8 permet d'en dire plus:

Théorème 1. — Soit V une variété (affine ou projective) de dimension r,

définie sur k. Alors

(i) Z (V;t) est holomorphe dans le disque | 11 < q~r.

(ii) Elle se prolonge analytiquement en une fonction méromorphe dans le

disque \ 11 < q~r+(-1/2).

(iii) Ainsi prolongée, elle n \admet aucun zéro, et elle a pour seule singularité

un pôle simple en t q~r.

Démonstration. — D'après le chapitre 8 (sect. 4.1, th. 1, pour le cas

projectif; sect. 4.3, pour le cas affine), on peut, pour tout m > 1, écrire

(1.4.3) JVm (qmY+-Bm(«mr(1/2),

et la suite Bm (m=1, 2,...) est alors bornée ; posons

H (h) £ Bmumlrn;

H (u) est holomorphe dans le disque | u | < 1, et (1.4.3), joint à (1.3.4),

permet d'écrire

(1.4.4) Z(V;t) exp (H (qr~a/2)t))l(l ~qrt) ;

le numérateur et le dénominateur du membre de droite sont holomorphes
dans le disque | 11 < q~r+(1/2\ et le numérateur ne s'y annule évidemment

pas; comme par ailleurs le dénominateur ne s'annule dans ce disque qu'en
t q~r, qui est un zéro simple, le théorème 1 se trouve établi.

Les assertions (i) et (ii) du théorème 1 restent vraies pour un ensemble

algébrique V quelconque (en ce qui concerne (ii), on a déjà annoncé, et on
démontrera au paragraphe 2, que Z (V; t) est une fraction rationnelle: elle
se prolonge donc analytiquement à C tout entier ; tel n'est plus le cas pour
l'assertion (iii): par exemple, si q 3 (mod 4), la k-variété projective définie
dans P2 (rapporté à un système de trois coordonnées homogènes x, y, z)

par l'équation X2 + Y2 0, et qui est formée de deux droites définies sur
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k2 et conjuguées sur k, a pour fonction zêta 1/(1 — r) (1 — ^r) (1 -h qt), fraction
rationnelle qui admet, dans le disque | t1 < q~1/2, les deux pôles t q'1
et t — q~\

§ 2. Rationalité des fonctions zêta.

2.1. Théorème 2 (théorème de Dwork). — Quel que soit V, ensemble

algébrique défini sur k, Z (V; t) est une fraction rationnelle en t.

Démonstration. — Soient Qp la clôture algébrique du corps /?-adique

Qp, Q le complété /?-adique de Qp, ord : Q* -> Q, la valuation ^-adique de Q,

normalisée par ord (p) 1, et | \p: Q -» R, la valeur absolue /?-adique de

Q, normalisée par \p\p p~1 ; Q est un corps algébriquement clos, complet

pour | |p: c'est l'analogue j^-adique de C. Soit maintenant R un nombre
réel positif (ou + oo), et soit D le « disque » de Q défini par | 11

p < R.

Une fonction (définie dans une partie de Q, à valeurs dans Q u { oo }) sera

dite holomorphe dans D si elle est représentable dans ce disque comme
somme d'une série entière convergente; elle sera dite méromorphe dans D
si elle est égale dans ce disque au quotient de deux fonctions holomorphes.
Cela étant, la démonstration du théorème 2 repose essentiellement sur le

résultat suivant:

Proposition 1. — Z (V; t) est méromorphe dans Q tout entier.

Indiquons le principe de la démonstration (d'après Dwork (1960), et

Serre (1959)). La formule (1.3.4) montre que si V1 et V2 sont deux sous-
ensembles algébriques d'un même ensemble algébrique, et si on pose
V3 — V1 kj V2, V1 nV2, les fonctions zêta de ces quatre ensembles

algébriques sont liées par Z (V1 ; t) Z (V2 ; t) Z (V3 ; t) Z (V4; t) (remarquer

qu'on a, avec des notations évidentes, N1>m + 7V2 m 7V3 m + N4ftn).

Un argument combinatoire simple prouve alors qu'on peut se ramener au

cas où V est une hypersurface affine d'équation F(X1, Xn) £ auXn
ueU

0 (notation analogue à celle du chapitre 7, section 2.2), et qu'on ne

modifie pas le problème en remplaçant Z(V;t) par Z*(V;t)
exp J] N*tmlm), TV* désignant le nombre de points x (xu xn)

m^l
e V, rationnels sur km et tels que x1x2 xn ^ 0. Soit ßm un caractère additif
non trivial de km, à valeurs dans Q (*) ; un calcul semblable à celui fait au

chapitre 5, section 1.3, montre qu'on a

*) C'est-à-dire un homomorphisme non trivial km + H*.
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(2.1.1) qmN* (qm-lT+ ^ ßm(x0F (xl
X

la sommation étant étendue à tous les x (x0, xn) e (k*)n+
On va transformer le second membre de (2.1.1). Soit une racine

primitive p-ième de l'unité dans Q, notons Trm la trace dans l'extension km/¥p,

et prenons pour ßm (comme d'habitude) le caractère défini par

ß _ çTrm(y) _ ^y + yP +... +ypfm~1

(yekm). Ce caractère peut se «factoriser» grâce au résultat suivant:

Lemme 1. — II existe une fonction Bit) holomorphe dans le disque ord (/)
> — l/(/7— 1) de Q, et possédant les deux propriétés ci-dessous :

(i) Si b0 -h bxt + + bmtm + est le développement en série entière de

B (t) dans ce disque, on a b0 1, et ord (bm) > mj{p— 1) pour tout m.

(ii) Si on identifie le corps résiduel de Q à k, et si, pour tout yek*, on

désigne par y l'unique racine (qm-l)-ième de l'unité contenue dans Q et

ayant y comme image résiduelle dans km cz k, on a

(2.1.2) ßjy) =B(y)B(y")...B

Une telle fonction B(t) peut se construire directement (voir Serre (1959),

pp. 4-5, ou Dwork (1960), pp. 634-636); on peut aussi la définir à partir de

l'exponentielle d'Artin-Hasse (voir Dwork (1960), p. 636; pour les

propriétés de l'exponentielle d'Artin-Hasse, voir par exemple Yamamoto
(1959)) ou même à partir de l'exponentielle 77-adique ordinaire: en fait, si

71 e Q est tel que tzp — p, on peut prendre B (t) exp (nt — 7itp).

Cela étant, (2.1.1) peut s'écrire successivement

qmN* 0 qm-l)n+ Z n
x ue U

(pour la notation Xu\ voir chap. 7, sect. 2.2), puis, compte tenu de (2.1.2),

fm- 1

(2.1.3) qmNt (qm-lf +Z n n B(aS-u'pi)
x ue U j 0

(x signifie évidemment (x0,...,x„);si a„ 0, âu vaut par définition 0;
enfin, la sommation est étendue à tous les xe(^)"+1). Ici, faisons un
changement de notation: pour tout yek*, écrivons y au lieu de y (ce qui
revient à identifier les éléments y de k* avec leurs « représentants multi-
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plicatifs » j^dans Q); notons par ailleurs Tm le groupe des racines (qm— 1)-
ièmes de l'unité dans Q. La relation (2.1.3) devient

fm- 1

(2.1.4) qmN* {qm — 1)" + £ ïl B (aux^J)
xeT"m+1 ue U j 0

f-1
Posons alors C (t) ]^[i?(?pl) (si on a pris B (t) exp (jit — ntp), on

i 0

a tout simplement C (t) exp (nt — 7itq)); on vérifie immédiatement (à
l'aide de la partie (i) du lemme 1) que C (t) est elle-même holomorphe dans
le disque ord (t) > — lj(p—l) de Q, et que son développement en série

entière c0 + c{t + + cmtm + dans ce disque satisfait à

(2.1.5) c0 1 ; ord (cm) >ra/(/?—1) pour tout m ;

comme auq au pour tout ne U (le polynôme F est à coefficients dans

k k±), la relation (2.1.4) peut s'écrire

m — 1

(2.1.6) qmN*=(qm-l)"+ X [1 11 C(a^).
xe r"+ *

ue U j 0
m

Introduisons alors la série formelle h n + 1 variables

Gff) EI C(«u^u') X <7v*v
uet/

(v parcourant Nn+1). La relation (2.1.6) devient

(2.1.7) qmNt («"-I)" + S G (x) G (x*) G (x^m ~*)
Tn +1xe m

et (2.1.5) permet d'autre part de vérifier que G (X) possède la propriété
suivante :

(2.1.8) Il existe un nombre réel M > 0 tel que pour tout v (v09 vn),

on ait ord (gv) > M(v0 +...+vn).

Soit alors E l'anneau de séries formelles à n + 1 variables Q [[X]~],
considéré comme espace vectoriel sur Q, et définissons de la façon suivante
deux endomorphismes # et W de E: si H (X) YKX^ est un élément

quelconque de E, on a $ (H) YKX\ e* ?(ff) $(<?#); pour
m > 1, soit également Wm le m-ième itéré de T. Alors

Lemme 2. — (i) La série qui donne la trace Tr *Fm) de la matrice (infinie)
de Wm par rapport aux Xy (vgN" + *) est convergente dans Q et on a
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(2.1.9) (qm-l)n+1 TrÇ¥m) £ G(x) G(x«) G(x«m *).
^«+1xe m

(ii) Le déterminant caractéristique de ÎP ei? donné par

(2.1.10) dét(l-fY) exp(- £ (Tm) ?m/m).

(iii) Enfin, A (t) dét (1 -?'L) est une fonction holomorphe dans Q tout

entier.

Pour une démonstration de ce lemme, voir Serre (1959), pp. 7-9 (la

démonstration utilise essentiellement la propriété (2.1.8) des coefficients de

G (X); la partie (i) du lemme est presque immédiate; la partie (ii) généralise

une formule bien connue en dimension finie).
Démontrons alors la proposition L Les relations (2.1.7) et (2.1.9)

donnent

qmNt (qm - 1)" + (qm -l)n + 1 Tr (Ym) ;

si on développe (qm-l)n et (<qm-l)n+1 par la formule du binôme et si on
utilise la définition de Z* (V; t) et la formule (2.1.10) (voir le lemme 2, (ii)
et (iii)), on trouve

(2.1.11) Z*(V;t) K^K^t),
avec

Kfit) n (i
i 0

K2(t) nY[A(pn-ity-1)i+1(n+i
i=0

Kt (t) est une fraction rationnelle; comme A (t) est holomorphe dans Q

tout entier (lemme 2, (iii)), K2 (t) est évidemment méromorphe dans Q tout
entier; (2.1.11) montre alors que Z* (V;t) est elle-même méromorphe dans

Q tout entier, et la proposition 1 est établie.

La démonstration du théorème 2 utilise également le résultat suivant:

Proposition 2 (critère de rationalité de Dwork). — Soit F (t) une série

formelle en t à coefficients entiers rationnels, et supposons qu 'il existe deux
nombres réels positifs R et Rp tels que (i) F(t) soit méromorphe dans le

disque | t \ < R de C; (ii) F (t) soit méromorphe dans le disque | t \p < Rp
de Q ; (iii) RRp > 1. Alors F (t) est une fraction rationnelle.

L'Enseignement mathém., t. XIX, fasc. 1-2. 7
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On peut supposer Rp > 1. Si Rp 1 (et par conséquent R > 1), on
retombe sur le classique critère de Borel (voir Borel (1894)). Il suffit donc
d'examiner le cas où Rp > 1. Si alors F{t) a0 + axt + + amtm 4-

et si on pose pour tout h > 1

Dm,h dét (am + i + j)o^i,j<h 9

le principe de la démonstration consiste à déduire de (i), (ii) et (iii) l'existence

d'un entier h tel que | Dm h
| | Dmh |p < 1 pour tout m suffisamment

grand; comme Dm h est un entier, ceci n'est possible que si Dm h 0 pour
m suffisamment grand, donc si, à partir d'un certain rang, les am satisfont
à une relation de récurrence linéaire de longueur h : mais ceci équivaut à dire

que F(t) est une fraction rationnelle. Pour les détails de la démonstration,
voir par exemple Serre (1959), pp. 2-4.

Cela étant, le théorème 2 est immédiat: d'après la section 1.4, il existe un
entier n tel que Z(V;t) soit holomorphe dans le disque | t \ < q~n de C;
posons R q~n et (par exemple) Rp qn+1; on a RRp q > 1, et

Z(V;t) est évidemment méromorphe dans le disque \t\p < Rp de Q

(prop. 1); la proposition 2 est donc applicable à Z(V;t), qui est
effectivement une fraction rationnelle, C.Q.F.D.

2.2. On sait (voir Fatou (1906)) que si F(t) est une fraction rationnelle

en t à coefficients dans Q, si F (0) 1, et si le développement en série entière
de F{t) a tous ses coefficients entiers, alors les zéros et les pôles de F(t)
sont des inverses d'entiers algébriques. Ceci s'applique à Z (V; t) et montre
qu'on peut écrire

(2.2.1) Z(V;t) ft (1-0,0/11(1-/^),
i=i j= i

les af et les ßj étant des entiers algébriques (respectivement les inverses des

zéros et des pôles de Z (F; t)). Prenant les logarithmes des deux membres et

utilisant la formule (1.3.4), on arrive alors au résultat suivant:

Corollaire 1. — Il existe deux familles (oq)^^,. et (ßj)i^j^s d'entiers

algébriques telles que pour tout m > 1, on ait

(2.2.2) Nm ßf1 + + ßsm - aim - - arM.

Remarquons qu'inversement, si V est un ensemble algébrique défini sur

k et si (oq)l£Éi^r, (ßj)i^j^s sont deux familles d'entiers algébriques telles
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qu'on ait (2.2.2) pour tout m > 1, alors la fonction zêta de V est donnée par

(2.2.1): on utilisera cette remarque à plusieurs reprises aux paragraphes 3,

4 et 5.

§ 3. Fonction zêta d'une courbe projective non singulière.

3.1. Si V est une courbe projective non singulière définie sur k, la

fonction Z(V;t) est décrite avec précision par le théorème suivant, dû à

Weil (1940, 1948) (voir aussi [19], chap. VII, p. 130):

Théorème 3. — Si V est une courbe projective non singulière de genre g
définie sur k, on a

(3.1.1) Z(V;t) P(0/(1-0(1-40,
P étant un polynôme à coejficients entiers rationnels vérifiant les propriétés

suivantes :

(i) Le degré de P est égal à 2g ; son coefficient dominant est égal à q9 et

son terme constant à 1.

(ii) P satisfait à l'équation fonctionnelle

(3.1.2) P (1/qt) q~9t~2gP{t)

(iii) Les zéros de P (qui sont des inverses d'entiers algébriques, d'après (i)J,
ont tous pour module q~1/2.

Démonstration. — On utilise essentiellement le théorème 3 du chapitre 8

et le résultat suivant:

Proposition 3. — Mêmes hypothèses que dans le théorème 3 ; la fonction
zêta de V satisfait à l'équation fonctionnelle

(3.1.3) Z(F; 1/qt) q1~9t2~2dZ{V\ t)

Prouvons cette proposition (et convenons, pour simplifier, d'écrire Z (t)
au lieu de Z(V; t), et de dire systématiquement diviseur au lieu de diviseur
rationnel sur k). La formule (1.3.1) montre que Z (t) Dmtm, Dm

désignant ici (puisque V est une courbe) le nombre de diviseurs positifs de

degré m sur V. Mais V possède un diviseur rrt0 (non nécessairement positif)
de degré 1 (chap. 8, th. 3, cor. 2); d'autre part, les diviseurs positifs de

degré g sur V forment un ensemble fini, et l'équivalence linéaire entre divi-
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seurs partage cet ensemble en classes d'équivalence: on peut donc trouver
une famille mu mh de diviseurs positifs de degré g sur V telle que tout
diviseur positif m de degré g sur V soit linéairement équivalent à un rrtj
(1 <J < h) et un seul ; et ceci reste d'ailleurs vrai même si on ne suppose pas
m positif (en effet, si deg (m) g, le théorème de Riemann-Roch donne

/(m) ^ 1, de sorte que tout diviseur m de degré g sur V est linéairement
équivalent à un diviseur positif de degré g sur V).

Pour tout m > 0 et tout j (1 <7 < h), posons alors

(3.1.4) m;>m m7 + (m - g) m0.

Il est clair que, quel que soit le diviseur positif m sur V, il existe un couple
(y, m) et un seul tel que rrt ~ mj>m (m étant d'ailleurs égal à deg (m)).
Calculons maintenant Dm\ si Dj m est le nombre de diviseurs positifs sur V
linéairement équivalents à m/Vw, il résulte de ce qui précède que

par ailleurs, on sait que les diviseurs positifs sur V qui sont linéairement

équivalents à un diviseur donné n forment un espace projectif de dimension

/ (n) — 1 sur k (c'est la série linéaire complète | n | associée à n); on a donc

(1.3.1), (3.1.5) et (3.1.6) donnent ainsi, après multiplication par q — 1:

h

(3.1.5) Dm I Dhm ;

(3.1.6) DJ m card (|my>m|) -l)l(q-l)

(3.1.7) =£ X
m^O j= 1

Posons alors

20-2 h

(3.1.8) F(0 X Z
m=0j=l

20-2 h

(3.1.9) R(t) YJtm+h-1 Y 1) ;

m — 0 1 j= 1

on a évidemment

(3.1.10) (q-l)Z(t) + ;

mais le théorème de Riemann-Roch montre que pour deg (m) m >
— 1, on a / (m) m — g + 1 ; ceci permet, dans R (t), de remplacer chaque



somme £ _ j) t»> par jr
1 _ i) et donne après somma-

j= 1

tion de deux séries géométriques

(3.1.11) R(t) — 1/(1 -0 + «'t2'-1/(l -«0 •

Un calcul direct prouve alors que

(3.1.12) Ä(l/«0 «1_'t2"2'Ä(0-

D'autre part, si m est un diviseur canonique sur F, le théorème de Riemann-

Roch donne

l (j,m) m ~ 0 + 1 + 1 fa ;

en outre, pour toute valeur de m telle que 0 < m < 2g — 2, il est clair

que les h nombres / (ro-rn^J (1 < j < A) sont les mêmes, à l'ordre près,

que les h nombres l (mj>2g-2-m) <J < h) 1 ^ résulte de ces deux remarques
(et de la définition (3.1.8) de F (t)) que

(3.1.13) F(llqt)

Le rapprochement de (3.1.10), (3.1.12) et (3.1.13) donne immédiatement

l'équation fonctionnelle (3.1.3), et la proposition 3 se trouve établie.

Démontrons alors le théorème 3. Posons par définition

P(0 (1-0 (l-qt)Z(t);

l'équation fonctionnelle (3.1.3) pour Z(t) (prop. 3) implique l'équation
fonctionnelle (3.1.2) pour P(t), ce qui prouve (ii). Les formules (3.1.10),

(3.1.8) et (3.1.11) (voir la démonstration de la prop. 3) montrent que P(t)
est un polynôme à coefficients entiers: (i) résulte alors de (ii), en ce qui
concerne le degré de P et la valeur de son coefficient dominant; et du fait
que P (0) Z (0) 1, en ce qui concerne son terme constant.

Reste à démontrer (iii). On a

log P(0 logZ(t) -log(1-0 (l-qt) £ (jV,„-l-qm)tm/m ;

le théorème 3 du chapitre 8 montre que la série entière de droite admet

pour majorante la série £ 2qm/2tm, qui est holomorphe dans le disque
m^O

|*| < tf~1/2 de C; log P(t) est donc holomorphe dans ce disque, de sorte

que P (;t) n'admet aucun zéro dans le disque | 11 < q~1/2 ; comme la
transformation t b> l/qt échange l'intérieur et l'extérieur de ce disque, (ii) montre
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que P (t) n'admet également aucun zéro dans le domaine | t1 > q~1/2 :

tous les zéros de P (t) sont donc sur le cercle 1t1 q~1/2, ce qui prouve (iii)
et achève la démonstration du théorème 3.

Corollaire 1. — Tom les zéros de la fonction £ (V; s) sont sur la droite
Re(s) 1/2.

Démonstration. — On a en effet £ (V; s) Z (V; q~s), et le changement
de variable t q~s transforme les t de module q~1/2 en les s de partie
réelle 1/2.

3.2. Ce corollaire 1 constitue l'analogue géométrique de l'hypothèse
de Riemann, et résulte directement du théorème 3 du chapitre 8.

Inversement, ce corollaire 1 (ou, ce qui revient au même, la partie (iii) du théorème

3 ci-dessus) implique le théorème 3 du chapitre 8: écrivons en effet

Z (V; t) P (0/(1 — t) 0 -qt), et soient oq (1 < i < 2g) les inverses des

2g zéros de P(t); on a alors Z{V\ t) (1 — a^)... (1 — (x2gt)/(l ~~0(1
donc (voir sect. 2.2), Nm qm + 1 — a1m — — a2; pour m 1, ceci

permet d'écrire | q + 1 — Nx | < | ol1 | + + | <x2g | ; si maintenant on

suppose que les 2g zéros de P ont pour module #~1/2, on a | oq | q112

pour i 1, 2g, et la dernière inégalité se réduit (puisque N Nj) à

\q +1 -N\<2
on retrouve bien l'inégalité (3.1.1) du chapitre 8.

3.3. Remarquons pour terminer que dans la démonstration du théorème

3 ci-dessus, la rationalité de Z (V; t) a été établie directement (à l'aide
du théorème de Riemann-Roch), indépendamment du théorème 2. Signalons
d'autre part que l'entier h qui s'est introduit au cours de la démonstration
de la proposition 3 est égal au nombre de classes de diviseurs de degré 0 du

corps de fonctions algébriques k (V)/k, et qu'on a P (1) h \ ainsi, dans le

cas géométrique comme dans le cas arithmétique, il y a un rapport étroit
entre nombre de classes et comportement de la fonction £ au point s 1

(à ce sujet, voir par exemple [19], chap. VII).

§ 4. Conjectures de Weil.

4.1. Soit maintenant V une variété projective non singulière de type
(in, d, r) (voir chap. 8, § 4) définie sur k. Une description de Z(V; t),
généralisant le théorème 3 (qui correspond h r 1), est donnée par les énoncés

suivants, dits «conjectures de Weil» (voir Weil (1949), p. 507):
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(CW1) (Théorème de Lefschetz). — Il existe 2 + 1 familles d'entiers

algébriques fajdi.7,-b;, 0 < i < 2r, telles qu'en posant, pour chaque i,
Bi

Pi (0 Il (1-aji0> on ait
j=i

p1(t)p3(t)...(0

de plus, P0 (0 1 — t et P2r (0 — 1 ~
2 r

(CW2) (Equation fonctionnelle). — on pose %— £ — 1)1^é> ^
i 0

(4.1.2) Z(F;l/4r0 ±^rX/2PZ(F;0.

(CW3) (« Hypothèse de Riemann »). —Pour tout couple d'indices j, z, on a

(4.1.3) I | îi/2

(CW4) (Rationalité des « polynômes de Weil » Pt). — Chacun des

polynômes Pt est à coefficients entiers rationnels, de terme constant égal à 1.

(CW5) (Interprétation des entiers Bt comme nombres de Betti). — Si V
se relève en caractéristique 0 (autrement dit, s'il existe un anneau de valuation
discrète £>, contenu dans C, et dont le corps résiduel s'identifie à k, et une

variété projective non singulière V0, définie sur £), et dont la variété réduite
modulo l'idéal maximal de £) s'identifie à V), alors les Bt sont égaux aux
nombres de Betti de V0, considérée comme variété topologique complexe

compacte de dimension complexe r, donc de dimension réelle 2r. (L'exposant
X, dans l'équation fonctionnelle (4.1.2), est alors la caractéristique d'Euler-
Poincaré de V0).

On remarquera que, compte tenu de la définition des Pu (4.1.1) équivaut
(voir th. 2, cor. 1 et remarque) à la collection d'égalités

Nm I(-ly«7, (m 1, 2, ;
i, J

de même, (4.1.2) équivaut à l'assertion suivante: quel que soit i (0 < z < 2 r),
les deux familles et sont identiques (à une
permutation près).

4.2. L'ensemble de ces conjectures a été démontré par Weil lui-même
lorsque V est une courbe (th. 3), et lorsque V est une variété abélienne (voir
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par exemple [9], notamment p. 140). Le cas où F est une hypersurface (c'est-
à-dire où r n — 1) a été traité par Dwork (1962, 1964; 1966, a) qui a

montré, en perfectionnant les méthodes />-adiques de son article de 1960,

qu'on a alors

(4.2.1) Z(V; t) P(0(-1}7(1 - 0 (1 ~q0 (1 *0

P(t) étant un polynôme de degré d~1 ((d—1)"+1 + (—1)"+1 (J—1)): ceci

prouve (CW1), (CW2) et (CW5) pour les hypersurfaces.

4.3. Les conjectures (CW1), (CW2) et (CW5) ont été démontrées en
toute généralité par Artin et Grothendieck (voir Grothendieck (1964, a; b))
et, de deux manières différentes, par Lubkin (1967, 1968). Le principe de ces

démonstrations est la construction, pour les variétés algébriques (ou plus
précisément les schémas), d'une cohomologie à coefficients dans un corps K
de caractéristique 0 (« cohomologie de Weil »), consistant en la donnée, pour
tout i > 0, d'un foncteur H1 de la catégorie des schémas projectifs non
singuliers dans la catégorie des espaces vectoriels de dimension finie sur K,
cette famille de foncteurs possédant (entre autres) les propriétés suivantes:

(4.3.1) Si dim (F) r alors H1 (F) 0 pour i > 2r.

(4.3.2) (Formule « des traces », ou « des points fixes », de Lefschetz). —
Sif est un morphisme F -> F, et si fi H1 (/) est Vendomorphisme
correspondant dans H1 (V), alors le nombre d'intersection i (F • A) du graphe F
de f avec la diagonale A de V x V est donné par

i(r-A)yc-1yrrCQ.
i 0

(4.3.3) (Formule de dualité). — L'espace vectoriel H2r (V) est isomorphe
à K (r désignant toujours la dimension de V), et il existe pour tout i tel que
0 < i < 2r une application bilinéaire H1 (V) x Hlr~l (V) -> Hlr (F) ~ K
mettant H1 (F) et Hlr~l (F) en dualité.

(4.3.4) Si V se relève en caractéristique 0 selon une variété complexe F0,

la « cohomologie de Weil » de V s'identifie à la cohomologie ordinaire de V0

(à coefficients dans K).

La « cohomologie de Weil » d'Artin-Grothendieck est -la cohomologie
/-adique étale, pour laquelle K Qh l désignant n'importe quel nombre

premier différent de la caractéristique p du corps de base k ; les « coho-

mologies de Weil » de Lubkin utilisent respectivement comme corps de
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coefficients K Qh lïp (Lubkin (1967)) et K Qp (Lubkin (1968)).

A titre d'exemple, montrons comment la formule (4.1.1) peut se déduire de

la formule des traces de Lefschetz: k et F étant fixés, soit/l'endomorphisme
de F défini par/(x) x(«} (x e F; voir chap. 8, § 2) et soit F le graphe de/
dans Fx F; on peut montrer que tous les points du cycle intersection

r • A ont pour multiplicité 1 ; comme ces points correspondent bijectivement

aux points de F invariants par /, donc rationnels sur k, la formule de

Lefschetz donne

Ni E(-iyTr(/);
i 0

appliquant le même raisonnement au corps de base km et à l'endomorphisme

/m, on trouve plus généralement, pour tout m > 1,

Z(-iyrr(//),
i 0

et par conséquent

(4.3.5) logZ (F ; /) I(-l)' £ Triff) tm/m.
1 0 m^l

Mais A.' étant de caractéristique 0, on a, dans K [[/]],

(4.3.6) dét (1 - tfd exp - I Tr (/fm) tm/m)
m^l

(c'est un résultat qui a déjà été mentionné au § 2, et qu'on peut prouver en

triangularisant/ sur la clôture algébrique Kde K); si alors on pose P/ (0
dét (1 — tfi), (4.3.5) et (4.3.6) donnent

(4 3 7) 2 (V.).
ceci prouve (CW1), moins le caractère algébrique des a/f; mais il suffit de

mettre le second membre de (4.3.7) sous forme irréductible, de noter P/(t)
« ce qui reste » de après cette simplification, et d'utiliser le théorème

2 et son corollaire 1, pour démontrer la totalité de (CW1).
Les conjectures (CW2) et (CW5) se démontrent de même à partir de

(4.3.3) et (4.3.4). A l'heure actuelle, en revanche, les conjectures (CW3)
et (CW4) ne semblent pas avoir été démontrées en toute généralité. Notons
qu'il résulte de (CW3) que les polynômes de Weil Pt ne dépendent que de k
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et V, et non du procédé, cohomologique ou autre, utilisé pour établir la
formule (4.1.1).

§ 5. Calcul explicite de certaines fonctions zêta.

5.1. Ce dernier paragraphe donne, à titre d'illustration de ce qui
précède, le calcul explicite des fonctions zêta de certaines variétés algébriques
(courbes ou hypersurfaces) définies par des équations diagonales. On utilise
essentiellement les résultats du chapitre 5, du chapitre 6 (§ 3), et le théorème

suivant, dû à Davenport et Hasse (1934), qui permet de comparer les

sommes de Gauss relatives à k et celles relatives à km (m > 1):

Théorème 4 (Davenport-Hasse). — Soient ß et % un caractère additifet un

caractère multiplicatif non triviaux de k ; pour m > 1, soient d'autre part
T(m) et iV(m) la trace et la norme dans l'extension kjk, et posons /?(m)

ß o T{m\ £(m) x o Alors

(i) ß{m) est un caractère additif non trivial de km; x(m} est un caractère

multiplicatif non trivial de kmy et %(m) a même ordre que %.

(ii) Si on désigne par x et r(m) les sommes de Gauss x (x | ß) et x (^(m) | ß(m))

relatives à k et km respectivement, on a

Démonstration. — (i) Il suffit de noter que T(m) : k* -» k+, et iV(m):

km - k*9 sont des homomorphismes surjectifs (chap. 1, prop. 9 et 10).

(ii) (D'après Weil (1949), pp. 503-505). Pour tout polynôme unitaire P (U)
Uh + a1t/Ä"1 + + ah appartenant à k[U] (resp. à km[U]), posons

<p(P) ß(ai)x(aj)(resp.<p(m) (P) jß(m) x(m) <p et cp(m) sont
évidemment des caractères multiplicatifs sur les anneaux principaux k [t/]
et km [U], et on peut leur associer, « à la Dirichlet », les « séries L »

suivantes :

(5.1.1) T<m> =(-!)'im—1 xm

ut)\ x (p> n i/(i -<?(p)ideg(p>)
p

unit.
P unit,
irréd.

Lm(t) x <p(m>(P)tde8(p> n i/(i-9(m)(p)tdeg(p)),
p

unit.
P unit,
irréd.

(P étant supposé appartenir à k [U] et km [U] respectivement, bien entendu.)
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Lemme 1. — On a L(t) 1 + tt, Lm (0 1 + ^(m) t.

Vérifions par exemple la première égalité. On a L(t) — 1 + cxt +
+ chth + avec ch £<p(P), cette somme étant étendue à tous les

Pek[U\ unitaires et de degré h, donc de la forme Uh + a^U11'1 +
+ an, les atek; pour h 1, on trouve ainsi ß (aj x(ai) T

a\ek
(noter que % (0) 0); pour Ä >2 au contraire, on trouve

ch<ih~2 I ß(aE* 0/.)) '
a\ek ahek

donc ch 0, chacune des deux sommes étant nulle (chap. 5, prop. 2 et 5).

Lemme 2. — Si œ désigne une racine primitive m-ième de l 'unité dans C,

on a
m— 1

(5.1.2) Lm(0 [I L(coJt).
j=o

Pour chaque P e k [U], irréductible et unitaire, considérons le produit fini

Lm,P(n n
Q

Q parcourant seulement l'ensemble des facteurs irréductibles et unitaires
de P dans km[U]; on a évidemment

(5.1.3) Lm(r)n
P unit,
irréd.

Transformons maintenant Lm P (tm), étant supposé fixé. Posons
h deg(P), et soit ç une racine de P dans on a [A: (ç): k] h, et bien
entendu [km:k] m; si alors d {h, m), le p.p.c.m. de et est égal à

hmjd, et on a (chap. 1, prop. 4, cor. 1) [km (ç)'.k] — donc [kjç): km]
hfd. Il en résulte que la décomposition de P en facteurs irréductibles et

unitaires de P dans km [£/] est de la forme

/An r«J\ ^ öd 'rcti/â- Q
{Jchacundes facteurs g; étant de degré r

hjd.Soit alors g celui des Q{ dont ç est
racine, et calculons (p(m> (g). Notons al et
la trace et la norme de — £ dans l'extension
k(Ç)/k, et et br la trace et la norme de

•fl/tV -£ dans l'extension km (Ç)/km; on a P (U)

^ Uh + a1+ + ah et g (17) Ur
+ b1Ur~1+ + br, et par conséquent

A
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(5.1.4) cp(P) ßiaJxian),<p(m)(ô) ß(ra)(&i)X(m)(M •

L'utilisation de la transitivité de la trace et de la norme dans le diagramme de

corps ci-dessus donne d'autre part

(5.1.5) (mld)at a^d.

(5.1.4), (5.1.5) et la définition de <p{m) permettent alors d'écrire

(5.1.6) <pC>(Q) ß((m/d)aß)x

Les d facteurs irréductibles Qt de P dans km [U] donnent donc la même valeur
à cp(m\ d'où

(5.1.7) LnhP(tm) 1/(1 -(p(P)m/dtmh/d)d

Mais, quel que soit a g C, on a

m- 1

(5.1.8) (1 -amldtmh/d)d (l-oc(œjt)h);
j=o

les deux membres sont en effet des polynômes unitaires en t, à coefficients

complexes, de même degré mh, et ayant les mêmes racines (toutes multiples
d'ordre d). Dans (5.1.8), faisons a cp (P), et portons dans (5.1.7); comme

m- 1

h deg(P), il vient Lm P(tm) — J^[ 1/1(—<p(P) (coJt)deg (p)), ce qui, compte
j=o

tenu de (5.1.3) et de la définition de L(t), donne (5.1.2) et prouve le lemme 2.

Démontrons alors le théorème 4. Les lemmes 1 et 2 permettent d'écrire

m— 1

1 + T0»)f* Yl (1 +tcjojt);
j= 0

la comparaison des termes de plus haut degré en t donne donc

m— 1

T<w> Yl (-1 )m_1Tm,
i=0

C.Q.F.D.

Corollaire 1. — Soient x et \j/ deux caractères multiplicatifs non triviaux
de k, et supposons également xnon trivial. Alors, si %(m) x° N(m) ^
^(M) =\jfO N(m\ on a

(5.1.9) 7i{x{m\^m)) « {-ir-'nix^T
Démonstration. — Il suffit d'appliquer le théorème 4 et la proposition 9,

(ii) du chapitre 5.
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5.2. Appliquons alors le théorème 4 et son corollaire 1 au calcul des

fonctions zêta des courbes de genre 1 étudiées au chapitre 6, sections 3.3

à 3.5 (dont on conserve les notations).

(1) La courbe V1 d'équation Y2 1 — X3 (p # 2, 3).

Supposons d'abord q 1 (mod 6); la formule (3.3.1) (chap. 6) appliquée

au corps de base km donne Nx% — qm + ti (cp(m\ x(m)) + ^(<P(m)5 X(m))

étant évidemment le nombre de points de V± « à distance finie » et

rationnels sur km ; posons a — 7i(cp, /), utilisons le corollaire 1 du théorème

4, et remarquons que V1 admet exactement un point à l'infini, rationnel

sur k; il vient alors N1>m qm + 1 - am - âm, d'où finalement (th. 2,

cor. 1):

(5.2.1) Z(F1;0 (1-af)(l-äO/(l -t){l-qt),
ce qui est évidemment conforme au théorème 3.

Supposons maintenant q — 1 (mod 6) (donc p — 1 (mod 6) et /
impair). On aura besoin du lemme suivant:

Lemme 1. — Soit p — 1 (mod 6), et soient cp2 et %2 deux caractères

multiplicatifs de K ~Fp2, respectivement d'ordre 2 et d'ordre 3 (noter que
p2 1 (mod 6)). Alors n(cp2, Xi) P•

Démonstration. — Comme K contient six racines 6-ièmes de l'unité, il
est facile de voir que le nombre N de solutions dans K2 de l'équation Y2

1 — Xs satisfait à N 5 (mod 6) (comparer avec le chap. 6, sect. A.l,
exemple 2). Posons n n((p2, Xi) \ on a N — P2 + 71 + k (chap. 6, (3.3.1)),
et la congruence relative à N donne

(5.2.2) n + îi 4 (mod 6)

Mais 7i, 7Ï e Z [p] (p=e2ltl/3), nn p2 (chap. 5, prop. 9, cor. 1), et p est

inerte dans Z [p] ; ainsi, n sp, n ëp, e étant une racine 6-ième de

l'unité. (5.2.2) donne alors (s+ë)p 4 (mod 6), puis s + ë —4 2

(mod 6), ce qui implique s 1 (examiner les six valeurs possibles de s).

Finalement, n ep p, C.Q.F.D.
Calculons alors Si m est impair, on a qm — 1 (mod 3), donc

Nffm (T- Supposons maintenant m pair, m 2m', et soient cp et % deux
caractères multiplicatifs de k2, respectivement d'ordre 2 et d'ordre 3; le
lemme 1 et le corollaire 1 du théorème 4 (appliqué à k2jYp2) donnent d'abord
7i(cp,x) (-I/"1/ Ie corollaire 1 du théorème 4, appliqué à

kjk2, donne d'autre part n x{m {—\)m ~1qm' — — q)m\
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donc (chap. 6, (3.3.1)) qm — 2 — q)m/2: Posons alors a iqi/2;
les calculs précédents montrent que, quelle que soit la parité de m, on a

Ni? ~ qm — am — âm, donc N1>nt qm + 1 — am — äm; finalement, on
trouve encore

(5.2.3) Z(Fi; t) ** (1 -at) (1 -50/(1 -0 (1 -qt) ;

compte tenu de la valeur explicite a iq1/2, on a même, dans ce cas,

(5.2.4) Z(V1; t) (1 +qt2)l(l-t)(l-qt).
(2) La courbe V2 d'équation Y2 — 1 — X4 (p¥=2).

Supposons d'abord q 1 (mod 4); la formule (3.3.2) (chap. 6) appliquée
au corps de base kmy combinée au corollaire 1 du théorème 4, donne, comme
en (1), 7V2?m qm — l — ocm — äm, avec a — n (<p, ij/); d'autre part, V2

admet à l'infini un point double rationnel sur k: comptons-le pour deux

(ce qui revient à remplacer V2 par sa normalisée V2* : voir d'ailleurs chap. 8,

sect. 2.4); on trouve ainsi N2*m qm + 1 — oem — âm, donc

(5.2.5) Z(V2*; t) (1-«0(1-«0/(1-0(1-«0,
ce qui est toujours conforme au théorème 3. Remarquer que la fonction zêta

de V2 non normalisée est Z(V2; t) (1— at) (1 — ât)/(l — qt).
Si on suppose au contraire q — 1 (mod 4), un calcul analogue à celui

fait en (1) (pour q ~ 1 (mod 6)) donnerait encore

(5.2.6) Z(F2*;0 (l+^2)/(l —0(1 —«0-

(3) La courbe V3 d'équation Y3 1 — X3 (/?#3).

On laisse au lecteur le soin de vérifier que les formules (5.2.5) et (5.2.6)
restent valides pour la normalisée F3* de V3, respectivement pour q 1

(mod 3) (et avec a — n (x, %): voir chap. 6, (3.3.3)), d'une part; et pour
q — 1 (mod 3), d'autre part.

(4) La courbe V4 d'équation Y2 X — X3 (pour q 1 (mod 4)).

Il résulte des calculs faits au chapitre 6 (sect. 3.4) que

(5.2.7) Z(V4;t) Z(V2*;t).

(En fait, V4 est un modèle projectif non singulier de V29 de sorte qu'on peut
choisir pour F2* la courbe V4.) L'égalité (5.2.7) reste d'ailleurs vraie pour
q — 1 (mod 4).
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5.3. Terminons par deux exemples simples d'hypersurfaces (dans P3).

(5) La quadrique d'équation homogène X2 + Y2 + Z2 + T2 0 {p^X).

Le nombre Nmc de points rationnels sur km du cône défini dans A4 par

l'équation ci-dessus est donné (chap. 6, th. 1) par

Nmc q3m +q-m(qm-l)ï((pim))\

cp désignant le caractère de Legendre de k\ mais t (<p(m))2 #m<p(m)( — 1),

et (qm-1) Nm + 1 Nmc (Nm étant le nombre de points de la quadrique
rationnels sur km); d'où immédiatement Nm — q2m + 2qm + 1, et (th. 2,

cor. 1)

(5.3.1) Z(V5;t) m-t)(l-qt)2(l-q2t),
V5 désignant la quadrique étudiée. (On aurait pu calculer Nmc à l'aide des

formules du chap. 6, prop. 2). Ce résultat est évidemment conforme à

(4.2.1) (sect. 4.2), c'est-à-dire au théorème de Dwork pour les hypersurfaces :

on aP (t) 1 - qt, de degré 1, et (- l)w (-1)3 — 1, ce qui « envoie »

P (t) au dénominateur.

(6) La surface cubique d'équation homogène X3 + Y3 4- Z3 + T3 0

(P^3).

On se limitera pour simplifier au cas où q 1 (mod 3). On pourrait
procéder comme en (5), et utiliser le théorème 1 du chapitre 6. Il est plus
commode de remarquer que (avec des notations évidentes) Nm —

+ iV^f; Nest le nombre de solutions rationnelles sur km de l'équation
X3 + Y3 + Z3 — 1 ; si x est un caractère multiplicatif d'ordre 3 de k,
le théorème 2 du chapitre 6, la proposition 10 du chapitre 5 et le théorème 4

ci-dessus donnent

(5.3.2) Nf=q2m+( -7z,)"1+ -^)m + 3 3 n2m

avec 7tin (j, x) -n(x, X, X) (chap. 5, prop. 10, (i)) et (x, x, £);
quant à N{, c'est le nombre de points rationnels sur km de la cubique
d'équation projective X3 +Y3 + Z3 0; d'où

(5.3.3) N'm«T + 1 -(--(-7
(chap. 6, (3.3.3); tenir compte des trois points à l'infini !): au total,

(5.3.4) Nm q2m + qm+ 1 + 3 7r2m + 3 7t2m

et (th. 2, cor. 1, une dernière fois)
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(5.3.5) Z(F6; t)1/(1 -0 (1 -qt)(1-q2t)(1-n(1-S2f)3

V6 désignant la surface cubique étudiée. Ce résultat est conforme aux conjectures

de Weil: on aP0(() 1 - t, PtP3 1, PA 1 — q2t,
et P2 (0 (1 —qt) (1 —n2t)3 (1 — 7i2t)3',l'hypothèse de Riemann se réduit à

| *2 | | S2 | 17t (x, x, X)| q (chap. 5, prop. 10, cor. 1, (ii>) ; la
« caractéristique d'Euler-Poincaré » est égale à 1 + 7 + 1 9, et l'équation
fonctionnelle s'écrit Z(V6; 1 /q2t) - q9t9Z(V6; t).

Notes sur le chapitre 9

§ 1-2-3-4: l'idée d'étudier arithmétiquement un corps de fonctions
algébriques d'une variable sur un corps fini semble apparaître nettement pour
la première fois chez Dedekind (1857). Mais c'est dans la thèse d'Artin
(1924), puis dans les travaux de Schmidt (1931) et Hasse (1933, 1934, 1936),

qu'est définie la notion de fonction zêta (« Kongruenzzetafunktion ») et

formulée 1'« hypothèse de Riemann » en caractéristique p (Artin, Schmidt,
Hasse utilisent le langage des corps de fonctions algébriques d'une variable,
et non celui des courbes : mais ces deux langages sont équivalents, ou plutôt,
le sont devenus depuis les «Foundations» de Weil; voir d'ailleurs Weil
(1949), Introduction). L'équation fonctionnelle pour £ (V; s) (c'est-à-dire,
aux notations près, la proposition 3) est due à Schmidt (1931); la démonstration

de l'hypothèse de Riemann pour g 1 est due à Hasse (1933, 1934),

et, pour g quelconque, à Weil (1940; 1948, a). Les diverses définitions de

Z (V; t) données au paragraphe 1 figurent, pour une courbe, dans Weil
(1948, a), et, pour une variété projective non singulière de dimension

quelconque, dans Weil (1949); cet article contient également l'énoncé (et, pour
des cas particuliers, la vérification) des « conjectures de Weil ». L'existence
d'une « formule de Lefschetz » en géométrie algébrique est conjecturée dans

Weil (1954) (p. 556): d'où la notion de « cohomologie de Weil» — cette

terminologie étant d'ailleurs considérée par Weil lui-même comme « tout
à fait inadéquate » (iwholly unsuitable). Au sujet du lien formel entre
théories cohomologiques des variétés algébriques et propriétés des fonctions
zêta, voir Demazure (1969), notamment §§7 et 9. Au sujet du lien entre
méthodes />-adiques et méthodes cohomologiques, voir Katz (1972) (cet

exposé contient une abondante bibliographie).
Signalons qu'à côté des fonctions zêta, on peut (comme en arithmétique)

construire, pour les variétés algébriques, des « séries L »; pour une définition
générale (en langage des schémas, et englobant d'ailleurs les séries L de la

théorie des nombres), voir [16], pp. 86-91. La rationalité des séries L des
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variétés algébriques a été établie par Grothendieck (1964, b); voir également

Dwork (1966, b). Pour l'application de ce résultat à l'étude des sommes

exponentielles, voir notamment Bombieri (1966).

§ 5: les exemples de ce paragraphe sont empruntés essentiellement à

Davenport-Hasse (1934) et à Weil (1949). Signalons que le lemme 1 (sect. 5.2)

peut aussi se démontrer à l'aide de la proposition 9, (ii) (chap. 5), et du

résultat suivant, dû à Stickelberger (1890): si x es^ un caractère multiplicatif

de ¥p2, et si 6 est un élément primitif de Fp2/Fp, on a x (x \ ß) — X (ß) P>

si p ^ 2, et x (x | ß) p si p =2; pour une démonstration de ce dernier

énoncé, voir aussi Carlitz (1956, a).

Pour V V1 et q — 1 (mod 6), ou V — V2* et q — 1 (mod 4),

ou V F3* et q — 1 (mod 3), on a trouvé la même expression

Z(V;t) (l+qt2)/(l-

ceci résulte (1) du fait que, dans les trois cas, ona^ q + 1, et (2) de la

relation Z{V;t) (1 + (A^-q-1) t + qt2)/(l -1) (1 —qt), valable pour
toute courbe V (projective, non singulière) de genre 1, définie sur k et

ayant points rationnels sur k (cette relation se déduit facilement du
théorème 3 et du théorème 2, corollaire 1 et remarque). En fait, si deux
courbes de genre 1, définies sur k, ont même nombre N1 de points rationnels
sur k, alors, elles ont le même nombre Nm de points rationnels sur km pour
tout m, puisqu'elles ont même fonction zêta (appliquer la formule ci-
dessus !): on peut prouver que ceci se produit si et seulement si les deux
courbes sont isogènes sur k (voir [4], p. 242, pour la partie « si », et Täte
(1966), pour la partie « seulement si ».)
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