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EQUATIONS ET VARIETES ALGEBRIQUES
SUR UN CORPS FINI

par Jean-René JoLY

INTRODUCTION

Cet article passe en revue les propriétés diophantiennes classiques des
corps finis. Ces propriétés peuvent se grouper en quatre catégories:

(1) Le théoréme de Chevalley, et ses variantes ou améliorations: théo-
rémes de Chevalley-Warning, Warning, Ax, Katz, Terjanian, ... Indiquons
(ou rappelons) que le théoréme de Chevalley (pour un polyndme a n variables
F(Xy, ..., X,) sur un corps fini k) est ’énoncé suivant: si F est sans terme
constant, et si deg (F) < n, alors ’équation F (X4, ..., X,) = 0 admet sur
k une solution autre que la solution « triviale» (0,0, ..., 0). Ces divers
théorémes sont étudiés aux chapitres 3 et 7.

(2) Les résultats de Hasse, Weil, Lang-Weil. Nisnevich, ..., concernant
I’« hypothése de Riemann » en caractéristique p. Le théoréme de Lang-Weil,
par exemple, peut s’énoncer grosso modo de la fagon suivante: si V est une
variété absolument irréductible de dimension r définie sur un corps fini k
a g ¢éléments, le nombre de points de ¥ rationnels sur k est voisin de ¢,
avec un « terme d’erreur » de I'ordre de grandeur de ¢"~(*/?). Les pro-
priétés de ce type sont étudiées au chapitre 8.

(3) Les résultats relatifs aux fonctions zéta des variétés algébriques sut
un corps fini, et notamment le théoréme de rationalité de Dwork: si V esf
une variété algébrique définie sur un corps fini k; si, pour tout entier positi-
m, N, désigne le nombre de points de V rationnels sur k,, (I’'unique extenr
sion de degré m de k); et si ¢ désigne une variable, alors il existe une fraction
rationnelle en #, & coefficients rationnels, soit Z (V; ¢) (c’est la « fonction
zéta» de V), telle qu'on ait Y N,t™/m = log Z (V;t); la connaissance

mx1
de la famille finie des coefficients de Z (V; t) est alors équivalente 2 celle de

la suite infinie (N,,) > 1. Les propriétés des fonctions zéta sont exposées au
chapitre 9.

L’Enseignement mathém., t. XIX, fasc. 1-2. 1
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(4) Enfin, les résultats spécifiques relatifs aux équations diagonales,
C’est-a-dire aux équations de la forme a, X, + ... + a,X,*" = b. L’étude
de ces équations (sur un corps fini, spécialement sur un corps de restes
modulo p) est traditionnelle, et remonte a Gauss et Jacobi. Les équations
diagonales se prétent & un calcul exact du nombre de leurs solutions, et ont
été utilisées de ce fait (notamment par Davenport-Hasse et Weil) pour
vérifier sur des cas particuliers, et avant leur démonstration par Dwork et
Weil, la rationalité des fonctions z€ta et ’hypothése de Riemann; elles ont
permis plus généralement d’étayer les « conjectures de Weil » relatives a la
forme exacte des fonctions z€ta. Les équations diagonales sont étudiées
aux chapitres 4 et 6.

Naturellement, ces diverses catégories de résultats ne sont pas indépen-
dantes: en particulier, les contenus des chapitres 8 et 9 sont étroitement liés,
et ce découpage en deux chapitres n’a été pratiqué que pour la commodité
de I’exposition. Indiquons d’autre part que les chapitres 1, 2 et 5, non men-
tionnés ci-dessus, sont consacrés respectivement a un rappel des propriétés
générales des corps finis, a I’étude des polyndmes sur un corps fini, et a
I’étude des sommes de Gauss et de Jacobi attachées & un corps fini. Voir
d’ailleurs la table des maticres.

X * x

Les chapitres 1 a 6 de cet article sont tout a fait élémentaires, et ne
supposent connus que les rudiments de la théorie des groupes finis et de la
théorie des corps: ce qui est largement couvert par les chapitres II, IV, V
et VII du Van der Waerden, par exemple; le chapitre 7 utilise (mais avec
tous les rappels nécessaires) quelques propriétés trés simples des corps
cyclotomiques. Les chapitres 8 et 9 sont plus techniques, et supposent connu
un minimum de géométrie algébrique: toutefois, le langage employé €tant
le langage classique des variétés affines ou projectives, 'intuition devrait
pouvoir suppléer le plus souvent a d’éventuelles lacunes en ce domaine.
Ainsi, la quasi totalité des neuf chapitres est en principe accessible a tout
lecteur (et notamment a tout débutant en théorie des nombres) ayant un
niveau équivalent au deuxiéme cycle des universités frangaises. Cet article
a d’ailleurs pour origine lointaine un cours de premiére année de troisiéme
cycle: « propriétés diophantiennes des corps finis », Grenoble, novembre/
décembre 1969.
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Les notations employées sont celles de Bourbaki, ou, plus simplement,
celles de 1’« Algebra » de Lang; rappelons seulement que Z, Q, R, C, F,
désignent respectivement I’anneau des entiers rationnels, le corps des
nombres rationnels, celui des nombres réels, celui des nombres complexes,
celui des restes modulo p; et que, si a et b sont deux entiers non nuls, (a, b)
représente leur p.g.c.d.

La bibliographie (en fin d’article) comporte deux parties: la premiére
est la liste des ouvrages généraux auxquels il est fait référence dans le texte
(par numéro entre crochets); la seconde est la liste des articles cités, qui sont
classés (et auxquels il est fait référence) par nom(s) d’auteur(s) et année de
publication. La premiére liste mentionne plusieurs monographies relatives
aux « vraies » équations diophantiennes (sur les corps locaux et globaux):
[4], [14], [18], ainsi que [3] (chap. 1, 2 et 4), [7] (chap. 7) et [13] (chap. 1 et 2):
pour l'application & ces équations des résultats examinés dans le présent
article, voir [4], 1T partie (notamment pp. 204-205), [13], chap. 2 (notam-
ment p. 29), et aussi [3], chap. 1, sect. 5 et 6.
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CHAPITRE PREMIER

CORPS FINIS (RAPPELS)

Ce chapitre résume les propriétés générales des corps finis. Rappelons
que d’aprés le théoréme de Wedderburn, tout corps fini est commutatif
(pour une démonstration, voir par exemple [1], pp. 35-37, ou [19], p. 1).

§ 1. Classification des corps ﬁnfs.

1.1. Soit k un corps fini. Sa caractéristique est certainement différente
de 0; c’est un nombre premier p, et le sous-corps premier de k s’identifie a
F, = Z/pZ. Notons f le degré de I’extension k/F,; k est isomorphe, en
tant qu’espace vectoriel sur F,, au produit direct de f exemplaires de F;
en particulier:

PROPOSITION 1. — Si q désigne le nombre d’éléments de k, on a q = p’.

Considérons alors k*, groupe multiplicatif de k; il est d’ordre ¢ — 1;
on a donc, pour tout élément a de k*, g?~1 = 1, et a fortiori a? = a;
comme cette égalité reste vraie pour a = 0, elle est vérifiée par tout élément
de k; en conséquence:

PROPOSITION 2. —- Si Q désigne une cléture algébrique de k (donc aussi de
F,), k est égal a l’ensemble des racines dans Q du polynéme X% — X. En
particulier, k est le corps de décomposition dans Q du polynéme X1 — X, et
tout corps fini ayant méme nombre d’éléments q (donc méme caractéristique p)
que k est nécessairement isomorphe a k.

Pour k = F,, l'identit¢ a? = g s’écrit a” = a, et constitue le petit
théoréme de Fermat sur les restes modulo p. Pour k quelconque, la propo-
sition 2 permet d’écrire

X' -1 =[] (X-a); X'-X =[][(X—a);
ack* aek
la premiére de ces deux égalités montre que les fonctions symétriques élé-
mentaires des éléments de k* autres que le produit sont toutes nulles, et que
le produit de tous les éléments de k* est égal & — 1; pour k = F,, cette
derniére propriété constitue le théoréme de Wilson sur les restes modulo p-
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1.2. Soient maintenant p un nombre premier, f un entier > 1, et
posons g = p’. Désignons par Q une cloture algébrique de F » €t notons k
Pensemble des racines dans Q du polyndéme X? — X. Ce polyndme ayant
toutes ses racines simples (son dérivé vaut — 1), on voit que card (k) = g¢;
de plus, g étant une puissance de la caractéristique, on a, quels que soient a et
b dans k,(a+b)! = a? + b? = a + b; on a évidemment aussi (ab)? =
a'd? = ab, et k est un sous-corps de Q; en particulier:

PROPOSITION 3. — Quels que soient p premier et f >> 1, il existe un corps
fini possédant exactement q = p’ éléments.

Ce corps est unique a isomorphisme prés (prop. 2); on le note généra-
lement F,.

1.3. Mémes données que dans la section précédente. Soient f; et f,
deux entiers > 1, et posons, pour i = 1, 2,

q; =q’; k =F, cQ;

on a alors évidemment [k; : F ] = f;. Si k; < k,, la multiplicativit¢ du
degré montre que f; divise f,. Inversement, supposons que f; divise f5;
on peut écrire f, = mf;, donc g, = ¢q,;™; si aek,, on a alors a” = a
(prop. 2), donc a" = g” = q, et par conséquent a € k, (prop. 2); ainsi,
k, < k,. Au total (et en conservant ces notations):

PROPOSITION 4. — L’inclusion k, < k, équivaut a la relation f, divise f,,
donc a la relation q, est une puissance de q,.

COROLLAIRE 1. — Soient respectivement f et f le p.g.c.d. et le p.p.c.m.de
fietf, Posons ¢ = q'',q = ¢,k =¥, , k" = F,. Alors l'intersection
et le composé de k, et k, sont respectivement k' et k.

§ 2. Groupe additif et groupe multiplicatif d’un corps fini.

Soit k un corps fini & ¢ = p’ éléments.

2.1. L’extension k/F, étant de degré f, k est isomorphe, en tant qu’es-
pace vectoriel sur F,, et a fortiori en tant que groupe additif, au produit
direct de f exemplaires de F,; en conséquence:

PROPOSITION 5. — Le groupe additif k* de k est un groupe de type

Py ) (f fols).
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2.2. Passons au groupe multiplicatif k*; il est commutatif, d’ordre
g — 1; si N désigne le p.p.c.m. des ordres des éléments de k*, on vérifie
sans peine qu’il existe dans k* un élément g d’ordre exactement ¢gal 4 N
(Cest 13 une propriété générale des groupes commutatifs d’ordre fini).
Tout élément de k* est évidemment racine du polyndme X — 1; ce poly-
ndme, de degré N, posséde donc au moins ¢ — 1 racines, dou N >¢q — 1;
or, par construction méme, N divise ¢ — 1; ainsi, N = g — 1; mais alors
g est d’ordre g — 1, c’est un générateur de k*, et on peut €noncer:

PROPOSITION 6. — Le groupe multiplicatif k* de k est un groupe cyclique
d’ordre q — 1.

Pour une autre démonstration de ce résultat, utilisant les propriétés de
I'indicatrice d’Euler, voir [17], pp. 12-13.

2.3. Soit d un entier > 1; on se propose d’étudier le groupe des puis-
sances d-iémes et le groupe des racines d-iémes de 'unité dans k*, c’est-
a-dire I'image et le noyau de I’homomorphisme u;: k* — k*, défini par
u; (x) = x4 (x e k*). Posons & = (q—1, d), u; (x) = x° (x € k¥) et notons
g un générateur de k* (prop. 6). L’identité de Bezout a(q—1) + bd = o
montre que u, et u; ont méme noyau (noter que x?~* = 1 pour tout x € k*);
k* étant fini, il en résulte que 'image de u, et celle de u; ont méme ordre;
mais la premiére est évidemment contenue dans la seconde: u; et u; ont
donc aussi méme image. Maintenant, comme ¢ divise ¢ — 1, il est clair que
I'image de u; est le sous-groupe de k* engendré par g°, et que le noyau de
u; est le sous-groupe de k* engendré par g~ /° (pour le voir, identifier
par exemple k* & Z/(q—1) Z, g s’identifiant & la classe de 1 (mod g—1)).
En résumé:

PROPOSITION 7. — Soient k un corps fini a q éléments, g un générateur de
k*, d un entier > 1, et posons 6 = (q—1, d). Alors:

(1) Dans k*, les puissances d-iémes et les puissances -iémes forment un
méme sous-groupe, cyclique, engendré par g°, et d’ordre égal a (q—1)/.

(i) De méme, les racines d-iémes et les racines d-iémes de 1’unité forment un
méme sous-groupe, cyclique, engendré par g4~V et d’ordre égal & 6.

COROLLAIRE 1. — Le groupe quotient k*|k*? est cyclique, d’ordre égal a .

COROLLAIRE 2. — Pour qu’un élément a de k* soit une puissance d-iéme, il
faut et il suffit que a4~V = 1.
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Pour k = F,, p impair, et d = 6 = 2, le corollaire 2 coincide avec le
critére d’Euler sur les restes et non-restes quadratiques modulo p.

§ 3. Extensions algébriques d’un corps fini.
Soit toujours k£ un corps fini a g éléments.

3.1. Soit K une extension algébrique de k, de degré fini m; il est clair
que card (K) = g™, et donc que K = F . Soit alors i un entier > 0;
comme ¢ est une puissance de la caractéristique de K, Iapplication o;:
K — K, définie par o;(x) = x¢ (xeK), est un automorphisme de K,
et méme, puisque k = F,, un k-automorphisme de K (prop. 2); si j est un
autre entier > 0, on a évidemment o,;,; = ¢; O 0;; enfin, si (par exemple)
i <J, 'ensemble des x € K tels que ¢; (x) = 0; (x), donc tels que X7 = x,
est évidemment égal & K n F ;_;, et ne peut par conséquent €tre égal a
K =F;m que si F,, = F,;_;, donc (prop. 4) si i =j (mod m); en par-
ticulier, les m k-automorphismes o; avec 0 <{i < m sont distincts, et on
peut affirmer:

PRrOPOSITION 8. — L ’extension K/k est galoisienne ; son groupe de Galois
est cyclique, d’ordre m, engendré par I’automorphisme (dit de Frobenius)
x > x%

Le fait que K/k est galoisienne peut se voir plus directement: en effet, k
étant évidemment parfait, K/k est séparable, et il suffit de prouver que K/k
est normale, ce qui résulte du fait que K est le corps de décomposition, dans
une cloture algébrique de k, du polyndme X4 — X (prop. 2).

3.2. Mémes données que ci-dessus. Soit 7r : K — k, I’application trace.
La proposition 8 montre que, pour tout élément x de K, on a

(3.2.1) Tr(x) = x + x? 4+ ... +x"7"
En outre:
PROPOSITION 9. — L’application Tr : K — k, est surjective. Si x €K,

les deux assertions suivantes sont équivalentes :
(@) Tr(x) = 0;
(b) il existe ye K tel que x = y* — y.
Démonstration. — Considérons K comme espace vectoriel sur k; Tr

est alors une forme linéaire, et cette forme linéaire n’est pas nulle (si elle
Pétait, (3.2.1) impliquerait que le polynéme X 4+ X? 4 ... + X ™= de
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degré g™~ 1, admet pour racines les g™ éléments de K: absurde): elle est donc
surjective, ce qui prouve la premiére assertion, et ce qui montre en outre
que le noyau de Tr est un hyperplan de K; comme 7r (y?—y) = 0 pour tout
élément y de K, il reste, pour établir I’équivalence de (a) et (b), & prouver que
I’ensemble des éléments de la forme y? — y (y € K) est également un hyper-
plan de K; et il suffit pour cela de remarquer que I’application y b y? — y
de K dans K est k-linéaire et de rang m — 1, puisque son noyau (formé des
¥y € K'tels que y? = y, donc égal a k: prop. 2, ou prop. 8) est de dimension 1.

3.3. Mémes données et notations que ci-dessus. Soit maintenant
N: K — k, Iapplication norme. La proposition 8 montre que, pour tout
¢lément x de K, on a

(3.3.1) N(x) = x.x2...x8"" " = x@"-D/G@-1
En outre:

PROPOSITION 10. — L ’application N: K* — k*, est surjective. Si x € K*,
les deux assertions suivantes sont équivalentes :

(@ N =1
(b) il existe y e K* tel que x = y*~ 1.

Démonstration. — N est un homomorphisme du groupe K* dans le
groupe k*, et il résulte de (3.3.1) et de la proposition 7 (avec d= (g"—1)/
(¢—1)) que le noyau de N est d’ordre (¢™—1)/(g—1); comme Pordre de K*
estégala g™ — 1,'image de N est nécessairement d’ordre ¢ — 1 = card (k*),
d’ot la surjectivité de N. Le noyau de N contenant évidemment tous les
¢léments de K* de la forme y?~ ! (y € K*), qui en constituent un sous-groupe,
il reste donc, pour établir I’équivalence de (a) et (b), & montrer que ce sous-
groupe est précisément d’ordre (g™ —1)/(g—1); mais il suffit pour cela de
remarquer que l’application y b 2~ ! de K* dans K* est un homomor-
phisme dont le noyau (formé des y € K* tels que y?~! = 1, donc égal & k%)
est d’ordre ¢ — 1, et dont I'image est alors effectivement d’ordre (g"—1)/
(¢—1), puisque K* est lui-méme d’ordre g™ — 1.

Notes sur le chapitre premier

Théoréme de Wedderburn: pour la démonstration originale, voir
Wedderburn (1905); I'idée d’utiliser (comme dans [1] ou [19]) les propriétés
des polyndmes cyclotomiques pour simplifier cette démonstration est due
a Witt (1931).
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§ 1: la classification des corps (commutatifs) finis (« champs de Ga-
lois ») remonte essentiellement & Galois (1830).

§ 2: le fait que le groupe multiplicatif du corps F, est cyclique est di a
Euler (1760); sa démonstration utilisait les propriétés de D'« indicatrice
d’Euler ». Ce résultat est un ingrédient essentiel de la théorie des restes
quadratiques (Euler, Legendre, Gauss), cubiques (Jacobi, Eisenstein),
biquadratiques (Gauss, Jacobi), et plus généralement des restes de puis-
sances quelconques (Kummer, etc.); a ce sujet, voir par exemple Dickson,
History of the Theory of Numbers.

§ 3: les propositions 9 et 10 sont des cas particuliers du théoréme 90 de
Hilbert relatif aux extensions cycliques (voir [10], pp. 213-215).

CHAPITRE 2

POLYNOMES ET IDEAUX DE POLYNOMES

On sait que si K est un corps infini, et si F est un polyndme a une ou
plusieurs variables, a coefficients dans K, et identiquement nul sur K, alors
F est nul: tous ses coefficients sont nuls. Ceci n’est plus vrai pour un corps
fini: ainsi, sur k = F,, le polyndme X? — X, non nul, est pourtant identi-
quement nul (chap. 1, sect. 1.1 et 1.2); c’est & cette particularité des corps
finis qu’est consacré le présent chapitre.

Dans tout le cours de ce chapitre (ainsi que dans les chapitres sui-
vants), k désignera un corps fini & ¢ = p’ éléments, n un entier > 1, X
= (X, ..., X,) une famille de n variables, et k [X] = k [X}, ..., X,] ’anneau

~ des polyndmes en X, ..., X, a coefficients dans k; d’autre part, les éléments

a = (aq,..,a,) de k" seront appelés points (ou points rationnels sur k, si
cette précision est nécessaire); si Fek [X], si a est un point de k", et si
F(a) = 0, on dira que a est un zéro de F.

§ 1. Polynomes réduits et polynomes identiquement nuls.

1.1. Soit F un élément de k [X].
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DEFINITION 1. — Si le degré de F par rapport @ chacune des n variables X
est inférieur ou égal @ q — 1, on dit que F est un polynome réduit.

Les polyndmes réduits forment évidemment un sous-espace vectoriel R
de k [X] (le corps des scalaires étant k); une base naturelle de ce sous-espace
est ’ensemble des mondmes X, ... X,%" tels que 0 < d; <gq — 1 pour
i =1,..,n; Rest donc de dimension ¢g" sur k.

1.2. Soit encore F un élément de k [X].

DEFINITION 2. — On appelle fonction polynomiale associée a F [’appli-
cation X b F (X) de k" dans k. Si cette fonction polynomiale est nulle (donc si
F (x) = 0 en tout point x de k"), on dit que le polynome F est identiquement
nul.

Les polynomes identiquement nuls forment un idéal 7 de k [X]; notons
d’autre part I' I'idéal de k[X] engendré par les éléments X7 — X;
(i=1, ...,n); comme chacun de ces polyndmes est identiquement nul
- (chap. 1, § 1), il est clair que I' = I: on va voir qu’en fait, il y a égalité.

1.3. THEOREME 1. — (1) Dans k [X], les idéaux 1 et I' sont égaux.

(11) En tant qu’espace vectoriel sur k, k [X] est somme directe de R (voir
sect. 1.1) et de I :

(1.3.1) k[X]=R®T.
Démonstration. — On aura besoin de deux lemmes.

LEMME 1. — Si un polynéme F de k [X] est a la fois réduit et identiqguement
nul, alors il est nul ; autrement dit :

(1.3.2) Rnl =(0).

Ce lemme se démontre par récurrence sur n. Tout d’abord, la propriété
est vraie pour n = 1: si en effet F, polyndme & une variable, est réduit et
identiquement nul, il est de degré << g — 1 (déf. 1) et il posséde d’autre
part au moins g racines: les g éléments de k (déf. 2); et ceci n’est possible
que si F = 0. Ensuite, si la propriété est vraie pour n — 1 variables (avec
n > 2), elle est encore vraie pour n variables: soit en effet F un polynéme
réduit a n variables; en I’ordonnant suivant les puissances décroissantes de
X, on peut le mettre sous la forme

Fy(Xo o, X) X0+ o+ Fl (X, 0, X)) Xy + Fy (X, .0y X))

’
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les F; (1 <j <g) étant g polyndmes réduits, @ n — 1 variables X,, ..., X,.
Supposons maintenant F identiquement nul: alors, quel que soit le point
(x2, ...y X,) de k"7 1, le polyndme f1 X4 + ... + f,— 1 X; + f, (o0, par
définition, f; = F; (x,, ..., x,) pourj = 1, ..., q) est lui-méme identiquement
nul; mais c’est un polyndme réduit, a une seule variable X, : la premicre
partie de la démonstration prouve donc qu’il est nul, c’est-a-dire que
fi=..=f,=0, ou encore que F,(x,,..,Xx,) =..=F (x5..,X%,)
= 0; or ceci a lieu, rappelons-le, quel que soit (x,, ..., x,) dans k"~ *: ainsi,
les ¢ polyndmes F; sont identiquement nuls, et I’hypothése de récurrence
permet d’affirmer qu’ils sont nuls; mais alors, F est lui-méme nul, C.Q.F.D.

LEMME 2. — Pour tout polynéme F de k [ X], il existe un polynéme réduit
F* tel que F = F* (mod I'); autrement dit :

(1.3.3) k[X] =R +T.

Prouvons ce lemme: par linéarité, on peut se ramener au cas ou F est
un mondme X;% ... X,%»; I" étant un idéal, on peut méme se limiter au cas
ol ce mondme ne contient qu’une seule variable, par exemple, au cas ou
F = X,"; mais alors, pour d; <gq — 1, il n’y a rien & démontrer (faire
F*=0);et pour d, > g, il suffit de raisonner par récurrence sur d,, en remar-
quant qu'on a la congruence X, = X, @D (mod I).

Démontrons maintenant le théoréme 1 lui-méme. Comme I' < 1, il
résulte du lemme 1 que

(1.3.4) RnI =(0).

Les égalités (1.3.3) et (1.3.4) montrent alors que £ [X] = R@® I': (ii) se
trouve ainsi établi. Reste & prouver (i), et il suffit évidemment de montrer
que / < I'; mais si F'el, on peut écrire (lemme 2)

(1.3.5) F =F* + G (F*eR, GeI');
comme I' = I, F¥ = F — G, différence de deux éléments de I, est un
élément de I, donc un polyndme identiquement nul; le lemme 1 montre alors

que F* est nul, et (1.3.5) donne F = G €I, ce qui prouve bien I’inclusion
I = I'. Le théoréme est ainsi démontré.

1.4. D’aprés le théoréme 1, tout polyndme F e k [X] s’écrit d’une fagon
et d’une seule F = F* + G, avec F* réduit et G identiquement nul.

DEFINITION 3. — On dit que F* est le polyndme réduit associé a F.
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| Ia démonstration du lemme 2 donne une méthode effective pour calculer
F* 3 partir de F, et permet en outre d’énoncer:

THEOREME 2. — Si F est un élément de k [X], et si F* est le polynémé
réduit associé a F, on a l'inégalité deg (F*) < deg (F).

§ 2. Fonctions polynomiales.

2.1. Soit A ensemble de toutes les applications de k" dans k, et soit
o lapplication qui, & tout polyndme F € k [X], fait correspondre sa fonction
polynomiale associée. Il est clair que A est muni naturellement d’une
structure de k-algébre (ainsi d’ailleurs que k [X]) et que @: k [X] — 4,
est un homomorphisme de k-algébres.

THEOREME 3. — (i) L *homomorphisme @ est surjectif et a povr noyau l’idéal
I'; @ donne donc lieu a un isomorphisme d’algebres

(2.1.1) k[X1T > A.

(ii) Soit @g la restriction @ R < k[X] de I’homomorphisme ¢; Qg est
un isomorphisme de l’espace vectoriel R sur l’espace vectoriel A. Si F est
un élément de k [X1, on a pg~ " (¢ (F)) = F*.

Démonstration. — (ii) est une conséquence immédiate de (i) et de ’'égalité
(1.3.1) (th. 1, (ii)). Prouvons (i): le noyau de ¢ est par définition égal a
I; mais I = I (th. 1, (i)); le noyau de ¢ est donc bien I'. Reste a établir la
surjectivité de ¢, c’est-a-dire le lemme suivant:

LeMME 3. — Pour toute application f- k" — k, il existe dans k [X] un
polynéme F tel que F (xX) = f(X) en tout point X de k".

Prouvons ce lemme; pour tout point a = (ay, ..., a,) de k", notons f,
Iapplication de k" dans k définie par

_ 1 Si X = a:
2.1.2 - >
( ) fa (¥) {0 sSi X # a.

La famille (f,),n st évidemment une base sur k& de I’espace vectoriel 4;
par linéarité, on peut donc se limiter au cas ol f est de la forme f,; mais il
suffit alors de prendre pour F le polynome

(2.1.3) F, = (1-(X;—a)" ) ...(1=-(X,—a,)*™Y)

(voir chap. 1, sect. 1.1). Ceci démontre le lemme 3, et achéve de prouver le
théoréme 3.
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2.2. Concrétement, le théoréme 3 signifie ceci: toute application
S k" — k, est une fonction polynomiale, et on peut supposer que le poly-
ndome F tel que F(x) = f(x) en tout point x de k" est réduit; F est alors
entierement déterminé par f. Si on remarque que le polyndome F, défini
par (2.1.3) est réduit, on voit qu’on peut méme écrire explicitement

(2.2.4) F(X) = ) f@F,(X).

aekn

2.3. On a remarqué (sect. 1.1) que la dimension de ’espace vectoriel R
est égale a ¢"; comme k [X] = R @ I', ’espace quotient k [X]/I" est aussi
de dimension ¢". Par ailleurs, I’espace vectoriel 4, qui admet pour base sur
k la famille (f,),cxn (sect. 2.1), est également de dimension g”. L’homo-
morphisme injectif (2.1.1) est donc en fait bijectif, ce qui donne une deuxiéme
démonstration de la surjectivité de ¢. Exercice pour le lecteur: donner une
troisitme démonstration de la surjectivité de ¢ en utilisant la théorie des
polyndmes d’interpolation.

2.4. Le théoréme 3 permet d’évaluer la « probabilité » pour qu’une
équation F = 0 (Fe k [X]) admette au moins une solution dans k". Tout
d’abord, on ne modifie pas I’ensemble des solutions de I’équation en rem-
plagant F par F*; on peut donc supposer F réduit, et on s’apergoit ainsi
qu’il existe essentiellement card (R) = ¢?" équations distinctes. D’autre
part, les polyndmes réduits F tels que I’équation F = 0 »’ait aucune solution
correspondent bijectivement par ¢z aux applications de k" dans k*; il y en
a donc exactement (g—1)7", et il existe ainsi ¢?" — (¢g—1)?" polyndmes
réduits F tels que ’équation F = 0 ait au moins une solution. En définitive,
la « probabilité » cherchée est donc égale & 1 — (1—gq~ )",

§ 3. Idéaux de polynomes.

3.1. Soit Fy, ..., F une famille de s éléments de k [X], et soit J I'idéal
de k [X] engendré par les F; (j=1, ..., 5); considérons le systéme d’équations

(3.1.1) F, =0,..,F, =0,

et soit ¥ ’ensemble des solutions de (3.1.1) dans k", c’est-a-dire ’ensemble
des zéros de J rationnels sur k. Soit enfin I (V') I’ensemble des polyndmes
G € k [X] qui s’annulent en tout point de V; I (V') est évidemment un idéal
de k [X]; I (V) contient J; et ausst I'; I (V') contient donc J + I'; en fait:
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THEOREME 4. — On a l’égalité

(3.1.2) (V) =J + r.

Démonstration. — Considérons le polyndome
(3.13) F=1-(=FY. .(1-F&Y;

F appartient a I’idéal J: en effet, considéré comme polyndme par rapport
aF,,..,F,le second membre de (3.1.3) ne contient pas de terme constant;
d’autre part, F prend constamment la valeur O sur V, et la valeur 1 en dehors
de V (voir chap. 1, sect. 1.1). Soit alors H un élément de I (V'), donc un
polyndme nul sur ¥; il est clair que le polyndme G = H — HF est identi-
quement nul, et appartient donc a I'; il est clair également, puisque J est
un idéal contenant F, que HF appartient & J; on voit ainsi que H = HF
+ G appartient 8 J + I', donc que I (V) <« J + I', C.Q.F.D.

3.2. Le théoréme de la base finie de Hilbert (voir [10], p. 144) montre
que tout idéal de k [X] peut étre engendré par un nombre fini de polyndmes:
le théoréme 4 est donc en fait applicable & n’importe quel idéal J de k [X]
(dans le méme ordre d’idées, on peut d’ailleurs remarquer que dans la
démonstration du théoréme 4, on a implicitement remplacé 1'idéal J en-
gendré par Fy, ..., F,, par I’idéal principal (F), contenu dans J, et dont
I’ensemble des zéros dans k" est le méme que celui de J).

Notons d’autre part que le théoréme des zéros de Hilbert ([10], p. 256,
[12], p. 32, ou [15], p. 4) implique que, dans I’anneau k [X]. I'idéal J + I
= I (V) est égal & sa racine, c’est-a-dire a I'intersection des idéaux premiers
qui le contiennent; comme dim (V) = 0 (V est un ensemble fini de points
rationnels sur k), ces idéaux premiers sont d’ailleurs tous maximaux, ce
sont exactement les idéaux de la forme M, = (X;,—ay, ..., X,—a,),
a = (ay, ..., a,) parcourant ’ensemble V.

Notes sur le chapitre 2

§ 1 et 2: les résultats contenus dans ces deux paragraphes sont essen-
tiellement dus a Chevalley (1935); ils donneront notamment (chap. 3,

sect. 1.1) une démonstration immédiate du « théoréme de Chevalley-
Warning ».

§ 3: le théoréeme 3 est dii a Terjanian (1966).
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CHAPITRE 3

THEOREMES DE CHEVALLEY ET WARNING

Ce chapitre est centré sur la propriété suivante: si un polynéme sans
terme constant sur un corps fini £ a un nombre de variables strictement
supérieur a son degré, alors il admet sur k£ un zéro non trivial (c’est-a-dire
autre que le point (0, ..., 0)); ce résultat, conjecturé par Artin vers 1934, a
¢té démontré par Chevalley en 1935, puis précisé par Warning la méme année
(pour plus amples détails, voir les Notes en fin de chapitre).

On conserve ici les conventions adoptées au début du chapitre 2.

§ 1. Le théoréme de Chevalley-Warning.
1.1. 1l s’agit du résultat suivant:

THEOREME 1. — Soit Fy, ..., F une famille de s polynémes appartenant a
k [X], de degrés respectifs d,, ..., d,, et soit V I’ensemble des solutions dans
k" du systéeme d’équations

(1.1.1) F,=0,.. F, =0;

soient enfin N = card (V') le nombre de solutions de (1.1.1) dans k", et
d=d; + ..+ dg la somme des degrés des polynémes F;. Alors, si n > d,
le nombre N est divisible par p (la caractéristique de k).

Démonstration. — Introduisons les deux polyndmes suivants:
(1.1.2) F=(0-F%Y..(1-F2Y;
(1.1.3) Fp =Y (1-(X;—a)™™ ) ...(1-(X,—a)"™Y);

aeV

(avec les notations du chap. 2, sect. 2.1, on a donc F, = ) F,). On voit
aeV

immédiatement que F et F} prennent la valeur 1 en tout point de V, et la
valeur 0 partout ailleurs; le polyndme G = F — Fj, est donc identiquement
nul; comme F, est manifestement réduit, et que F = F, + G, Fy, n’est
autre que le polyndme réduit associé a F (chap. 2, sect. 1.4), ce qui implique
(chap. 2, th. 2) deg (Fy) < deg (F), donc, en utilisant I’hypothése n > d,
deg (Fy) <d(g—1) < n(g—1). Mais F, comporte a priori un mondme
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en X971 ... X271, de degré n(q—1); le coefficient de ce mondme, égal a
(—1)" N, doit donc étre nul dans le corps k, de caractéristique p: en d’autres
termes, N doit étre divisible par p, C.Q.F.D.

On verra (§ 4) que I’hypothése n > d ne peut pas étre affaiblie: on peut
en effet, quels que soient k et n, construire un polyndéme de degré n, a n
variables et & coefficients dans k, et pour lequel on ait N = 1.

COROLLAIRE 1 (théoréme de Chevalley). — Mémes données et hypotheses
(notamment n > d) que dans le théoréme 1. Si de plus chacun des polynémes
F; (j=1, ..., 5) est sans terme constant, alors le systéme (1.1.1) admet dans
k" une solution autre que la solution triviale (0, ..., 0).

Démonstration. — L’absence ‘de termes constants implique que (0, ..., 0)
est solution du systéme (1.1.1): d’ou N > 1; mais N est divisible par p
(th. 1); on a donc N > p, et le nombre N — 1 de solutions non triviales est
donc >p—-1>2—-1=1, CQF.D.

Le théoréme 1 et son corollaire 1 s’appliquent en particulier au cas
s = 1 d’un seul polyndme de degré d, a n variables et tel que n > d. Ainsi,
toute forme quadratique a trois variables ou plus sur un corps fini £ admet
un zéro non trivial sur k; en langage géométrique, toute conique, quadrique,
... projective, définie sur un corps fini k, admet au moins un point rationnel
sur k. On aura I’occasion de revenir fréquemment sur ce genre de propriété.
Notons par ailleurs qu'un polyndme satisfaisant a n > d peut étre tel que
N = 0; ainsi, si p # 2, le polyndme (X; +...+X,)?"! + 1, de degré g — 1,
ne peut prendre que les valeurs 1 et 2 # 0 (chap. 1, sect. 1.1): donc, si
grand que soit n, et en particulier st n > d = g — 1, ce polyndme donne
lieu a N = 0. Pour un autre exemple, voir le chapitre 4 (sect. 2.3).

1.2. Le théoréme de Chevalley fournit une démonstration du théoréme
de Wedderburn autre que celles mentionnées au chapitre 1. Soient en effet K
un corps commutatif et » un nombre réel positif; on dit que K posséde la
propriété (C,) si tout polyndme homogeéne, de degré d, & n variables, a
coefficients dans K, et tel que n > d", admet dans K" un zéro non trivial

(voir par exemple [7], p. 6); avec cette terminologie, le théoréme 1 (ou son
corollaire 1) implique:

COROLLAIRE 2. — Tout corps fini (commutatif) posséde la propriété (C,).

Convenons d’autre part, toujours pour un corps commutatif K, de
désigner par (B,) la propriété suivante: tout corps gauche de centre K et de
degré fini sur K est égal a K. On a alors le résultat suivant:
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PrOPOSITION 1. — Si un corps commutatif K posséde la propriété (C,),
alors il posséde la propriété (B,).

Démonstration. — Soit en effet L un corps gauche de centre K et de degré
fini #n sur K. On sait que n est un carré (soit n=d?) et que si ey, ..., e, est
une base de L sur K (en tant qu’espace vectoriel), la norme réduite Nrd,g(x)
d’un élément quelconque x = x,e, + ... + x,e, de L est un polynéme
homogene et de degré d, a coefficients dans K, par rapport aux composantes
X1, .- X, de X, qui sont dans K (voir par exemple Bourbaki, Algébre, chap.
VIII, § 12; dans le cas bien connu du corps H des quaternions ordinaires
sur R, rapporté 2 la base canonique 1, 7, j, k, on a n = 4 = 2% et Nrdy r(X)
= x;2 4+ %% + x3% + x,%); cette norme réduite ne s’annule que pour
x = 0, donc pour x; = ... = x, = 0; comme K est supposé¢ posséder la
propriété (C,), on a nécessairement n = d*> <d, donc d =1, n =1 et
L = K, C.QF.D.

Redémontrons alors le théoréme de Wedderburn; soit L un corps fini,
non supposé commutatif, et soit k son centre; k est un corps fini commutatif,
et il posséde la propriété (C,) (cor. 2), donc la propriété (B,) (prop. 1);
mais comme L est évidemment de degré fini sur k, on a alors L = k (par |
définition de (B,)), et par conséquent L est commutatif, C.Q.F.D.

§ 2. Seconde démonstration du théoréme de Chevalley-Warning.

2.1. Cette seconde démonstration, indépendante de la théorie des
polyndmes réduits, repose sur le théoréme suivant (dont on aura également
besoin au § 3):

THEOREME 2. — Soit Fe k [X] un polynéme a n variables, et de degré d.
Alors, si d < n(g—1), on a
(2.1.1) Y, F(x) =0.
xekn

Démonstration. — Par linéarité, on peut se ramener au cas ou F est un
mondme X, ... X,*", avecd = u; + ... + u, < n(g—1); on a alors

n
(2.1.2) YF® = [1(Y x");
xekn i=1 x;ek
I’inégalité relative & d montre que pour un i au moins, ¥; < g — 1, et il
suffit évidemment de prouver que, dans (2.1.2), le i-¢me facteur du membre
de droite est alors nul, ce qui résulte du lemme suivant:
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LEMME 1. — Soit u un entier >0, et posons S, = Y x“; alors

xek
(i) si u est non nul et divisible par ¢ — 1, S, = — 1;
(i1) sinon, S, = 0.

En particulier, siu < q — 1, S, = 0.

Prouvons ce lemme; comme x? = x pour tout x € k, on ne restreint pas
la généralité de la démonstration en supposant 0 << u < g — 1; on est ainsi
amené a distinguer trois cas:

(1) u = 0:8S, est alors somme de ¢ termes égaux a 1; comme ¢ est divi-
sible par la caractéristique p de k, on a bien S, = 0;

(2) u=gq — 1: alors x* = 0 pour x = 0, et x* = 1 sinon; S, est donc
somme de ¢ — 1 termes égaux a 1, et on conclut comme en (1);

(3) 0 <u<g— 1:la proposition 7 (chap. 1) avec d = u montre qu’il
existe dans £* un élément a tel que @* # 1;comme x > ax est une bijection
de k sur k, on peut écrire S, = Y, (ax)* = a"S,; mais ceci donne (a*—1) S,

xek

= 0, donc, en simplifiant par a* — 1 # 0, S, = 0, C.Q.F.D.

On aurait également pu régler les cas (2) et (3) de la fagon suivante: soit
g un générateur de k*; les éléments x de k sont alors O, et les g* avec 0 < i
<q —2; S, est donc égal & la somme de la progression géométrique
1 +g"+ g+ .. +g@ 2 dou §,=0-g" Y%(1—-g"), ce qui
vaut bien 0, puisque g?' = 0. Remarquons par ailleurs que la nullité
des ¢ — 2 quantités S, (O<u<g—1) équivaut, compte tenu des formules
de Newton, a la nullité des g — 2 fonctions symétriques élémentaires des
éléments de k* autres que le produit (voir chap. 1, sect. 1.1).

2.2. Utilisons maintenant le théoréme 2 pour redémontrer le théoréme
de Chevalley-Warning. Considérons le polyndme F défini par (1.1.2)
(sect. 1.1); il est de degré d(g—1) < n(g—1), puisqu’on a supposé n > d;
le théoréme 2 permet donc d’écrire

(2.2.1) Y F(x) = 0;

xekn
mais F (x) vaut 1 si xe V, et 0 si x ¢ V; d’olt une seconde égalité:
(2.2.2) Y F(x) = N.1;

xekn

(2.2.1) et (2.2.2) donnent alors N.1 = 0, soit, puisque & est de caractéristique
p, N = 0 (mod p), C.Q.F.D.
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§ 3. Le «second» théoréme de Warning.

3.1. 1II s’agit du résultat suivant, établi par Warning, en méme temps
que le théoréme 1, dans son article déja cité (Warning (1935)):

THEOREME 3. — Mémes données et hypothéses (en particulier n > d)
que dans le théoréme 1. Alors, si N > 0 (donc si le systeme (1.1.1) admet au
moins une solution), on a en fait N > q" .

Démonstration. — Plagons-nous dans I’espace affine k", et soit toujours
V I'ensemble des solutions de (1.1.1); pour abréger, convenons (dans cette
section seulement) de dire variété au lieu de sous-variété affine de k"; alors :

LEMME 1..— Si W, et W, sont deux variétés paralléles de dimension d
=d; + ..+ d (voir th. 1), on a la congruence '
(3.1.1) - card (W, nV) = card (W,nV) (mod p).

- Prouvons ce lemme. On peut se limiter au cas ou W, # W,, puis, quitte
a effectuer un changement de coordonnées dans k" (ce qui ne modifie pas
les d;), supposer que W et W, sont définies respectivement par les systémes
d’¢quations X; =0, X, =0,..,X,_,=0,et X, =1, X, =0, .., X,_,
= (. Introduisons le polyndme (2 une seule variable 7") ’

R(T) = Tt —1 = [[(T-a),

ack*
puis le polynéfne (a2 n variables X 15 ...‘, X,, mais ne dépendant en fait que de
Xl, ey Xn_d) v '
G(X) = (=D""R(X) ... R(X,_)) 1_[ (Xy—a);

a¥0,1

G est un polynéme de degré total (n—d)(g—1) — 1; de plus, il vaut évi-
demment — 1 sur W, 1 sur W, et 0 ailleurs; F désignant tdujours le poly-
néme défini par (1.1.2) (sect. 1.1), H = GF est donc un polyndme 3 n
variables, de degré total (n—d)(g—1) — 1+ d(g—1) =n(g—1) — 1
<n(g—1), et ce polynome vaut — 1 sur W, nV, 1 sur W, nV, et 0
partout ailleurs; d’ou:
3.1.2) Y. H(x) = (card(W,nV) — card (W,nV)).1;

xekn ? ‘
mais le théoréme 2 est applicable & H: le second membre de (3.1.2) est donc
égal a 0, dans le corps k de caractéristique p, ce qui équivaut a (3.1.1), et
prouve le lemme 1. ‘
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Passons & la démonstration du théoréme 3, et distinguons deux cas:

(1) 1 existe au moins une variété W de dimension d telle que card (W ' V)
= 0 (mod p): le lemme 1 montre alors que pour toute variété W' paralléle
3 W et de méme dimension d, on a également card (W' nV) = 0 (mod p);
comme il existe exactement g" ¢ telles variétés W' (W comprise), qu’elles
forment une partition de k", et que chacune d’elles contient évidemment au
moins un point de V, 'inégalité N > ¢"~¢ se trouve immédiatement établie
dans ce premier cas. | |

(2) Pour toute variété W de dimension d, on a card (WnV) = 0 (mod p);
puisque ¥ contient (par hypothése) au moins un point, on peut cependant
affirmer ceci: il existe un entier m (1 <m << d) possédant la propriété
suivante:

pour toute variété M de dimension m, on a card (M nV) = 0 (mod p),
mais il existe une variété L de dimension m — 1 telle que card (LnV)

= 0 (mod p).

Fixons une telle variété L, et désignons par a le reste de division de
card (LN V) par p; on a donc 1 << a <p — 1. Considérons maintenant les
variétés M de dimension m passant par L; il y en a exactement

(@ =Dlg-1D =q¢""+ ... +q+1

(nombre de points rationnels sur k dans I’espace projectif -de dimension
n — m); chacune de ces variétés M contient au moins a points de V (ceux
qui sont dans L n V), et comme par ailleurs card (MnV) = 0 (mod p),
chaque différence ensembliste M — L contient au moins p — a > 1 points
de V'; mais les différences M — L forment une partition de k" — L; ainsli,

N=card(V) >¢" ™+ ... + ¢+ 1> ¢4,

ce qui regle le second cas et achéve de prouver le théoréme 3.

3.2. On verra au paragraphe suivant (sect. 4.3) que, sous les hypothéses
du théoréme 3, I'inégalité N > ¢" ¢ est la meilleure possible.

§ 4. Polynémes normiques et théoréme de Terjanian.

4.1. Le théoréme 1 utilise de fagon essentielle I’hypothése n > d. Si
n < d, il tombe en défaut, comme on peut le voir sur I’exemple suivant (dans

cet exemple et dans tout le reste de ce chapitre, on se limite au cas d’un seul
polyndme: s = 1):
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soit # un entier > 1, et soit K 'unique extension de degré » de k, C’est-
a-dire le corps F,; soit oy, ..., w, une base de K sur k, et posons

n—1

(4.1.1) P(X) = [] (%X, +...+0,7X,);
j=0

les 0 (0 <j<n-— 1) étant les conjugués de w; dans ’extension galoi-
sienne K/k (chap. 1, prop. 8), P est a coefficients dans k; de plus, P est un
polyndome de degré n, a n variables (on a donc n = d, n étant d’ailleurs
quelconque); enfin, P n’admet dans k" que le zéro trivial x = (0, ..., 0):
en effet, si x = (x,, ..., x,) est un point de k", et si on pose & = wx;
+ ... + o,x,, 1l est évident (voir chap. 1, sect. 3.3) que P (x) est égal a la
norme de ¢ dans ’extension K/k; I’égalité P (x) = 0 ne peut donc avoir lieu
que st & = 0, cest-a-dire si x; = ... = x, = 0. Ainsi, si N désigne le
nombre de solutions dans k" de I’équation P = O, ona N = 1, et N =£0
(mod p), comme annoncé.

(Notons au passage que le théoréme 3 reste vrai si n < d, mais qu’il perd
alors tout intérét, puisqu’il se réduit & I’énoncé suivant: si N > 0, on a
N > 1/¢""".

4.2. D’exemple donné dans la section 4.1 justifie 1a définition ci-dessous:

DEFINITION 1. — On appelle polyndme normique de degré n sur k tout
polynéme F de degré n a n variables, a coefficients dans k, et ayant pour
seul zéro dans k" le point (0, ..., 0) (un polynéme normique est donc sans
terme constant).

Les polyndmes normiques possédent la propriété suivante, mise en évi-
dence par Terjanian:

THEOREME 4. — Soit F € k [X] un polynéme normique de degré n, et soit
Gek [X] un polynome (quelconque) de degré strictement inférieur a n.
Alors 1’équation

(4.2.1) F(X) = G(X)
admet au moins une solution dans k".

Démonstration. — Introduisons ng variables notées X;; (1 <i <n,
1 <j < ¢g), et, pour tout i, soit S; € k [X4, ..., X;,] un polyndme normique
de degré g (de tels S; existent effectivement: utiliser ’exemple donné dans
la section 4.1, avec n = g). Introduisons une variable supplémentaire Y,
et considérons le polyndme R a n(R) = ng + 1 variables défini par
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R = F(Sy,...,S,) — G(Sy, .0, Sp) Y271

Son degré d (R) est < ngq, d’ou n(R) > d(R); de plus, R n’a pas de terme
constant, puisque F et les S; n’en ont pas, et que G (Sy, ..., S,) se trouve
multiplié par Y?~!. Le théoréme de Chevalley montre alors que R admet
dans k™" ! un zéro non trivial (X{y, ..., X, ¥); Si on pose s5; = S; (X5, -y
X;,), On a

(4.2.2) F(SgyeesSy) — G(5q5 ey sy 1 =0.

Mais y n’est certainement pas nul: sinon, on aurait F (s, ..., s,) = 0, donc
(F étant normique) s; = ... = §, = 0, donc (les S; étant eux-mémes nor-
miques) X;; = ... = X,, = 0, et en définitive (X 1, ..., X0, ¥) = (0, ..., 0, 0)
dans k™*1, ce qui est exclu par hypothése. Or, cette propriété (y#0)
implique 2~ = 1; il résulte alors de (4.2.2) que (54, ..., §,) est une solution
de (4.2.1) dans k", et le théoréme 4 est démontré.

COROLLAIRE 1. — Soit Fe k [X] un polynéme normique. Alors, quel que
soit a € k, I’équation F (X) = a admet au moins une solution dans k". Autre-
ment dit, la fonction polynomiale associée a un polynéme normique est sur-
jective.

Si on applique ce corollaire 1 au polyndme P défini par (4.1.1) (sect. 4.1),
on retrouve le fait, démontré différemment au chapitre 1, que la norme rela-
tive a I’extension K/k est surjective.

4.3. Terminons ce paragraphe en montrant que I'inégalité N > g" ¢

du théoré¢me 3 est la meilleure possible; de fagon précise: quels que soient
n, et d < n, il existe un polynome F € k [X], de degré d, et tel que l’équation
F = 0 admette exactement q"~* solutions dans k". En effet, soit P un poly-
ndme normique de degré d (donc & d variables) sur k£ (I’existence d’un tel P
est assurée par I'’exemple de la section 4.1, avec d au lieu de #); posons alors
F(X .y Xy) = P(Xy, ..., Xp) (les variables X, 4, ..., X, ne figurent donc
pas dans F); pour que F(x) = 0 (x € k"), il est évidemment nécessaire et
suffisant que les d premiéres composantes de x soient nulles; mais les points
x de k" possédant cette propriété sont exactement en nombre ¢" ¢, et
'assertion ci-dessus se trouve démontrée. Remarquons qu’un raisonnement
analogue permet d’ailleurs plus généralement de prouver le résultat suivant:

THEOREME 5. — Soit Fek [X] un polynéme a n variables, et soit N le
nombre de zéros de F dans k". Si m variables seulement figurent explicitement
dans F, alors N est divisible par q"~ ™.
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Notes sur le chapitre 3

§ 1: le théoréme de Chevalley-Warning a une histoire intéressante. En
1933, Tsen avait prouvé que le corps K = C (T) des fractions rationnelles
3 une variable 7 sur un corps algébriquement clos C posséde la propriété
(By) (autrement dit, a un groupe de Brauer nul: Tseun (1933)); Artin nota
que la démonstration de Tsen consistait: (1) & prouver que K posséde la
propriété (C,); puis (2) & déduire directement la propriété (B,) de la pro-
priété (C,), sans utiliser la définition particuliére de K; comme les corps finis
possedent la propriété (B,) (théoréme de Wedderburn !) et que par ailleurs
1ls « ne sont pas trop loin » de leur cloture algébrique (chap. 1, § 1), Artin
fut amené a conjecturer que les corps finis possédent la propriété (C,);
ce qui fut aussitdt démontré en caractéristique 2 par Voélsch, puis en carac-
téristique quelconque par Chevalley, sous une forme d’ailleurs plus forte
que celle prévue par Artin (Chevalley (1935)); c’est Warning qui, examinant
la démonstration de Chevalley, s’apergut que, pour les corps finis, la
« bonne » propriété n’était pas la propriété (C,), mais la divisibilité de N par
p (Warning (1935)): d’out finalement le nom de « théoréme de Chevalley-
Warning » attribué au théoreme 1. Ce théoréme a d’ailleurs été amélioré par
Ax (1964), qui a prouvé ceci (mé€mes notations que dans le th. 1): si b est
le plus grand entier strictement inférieur a n/d, N est divisible par ¢” (donc
par p’?). Ce résultat d’Ax a lui-méme été perfectionné récemment par Katz
(1971); a ce sujet, voir le chapitre 7.

Indiquons que 1’étude de la propriété (C,) (et plus généralement de la
propriété (C,)) a été reprise systématiquement dans les années cinquante par
Lang (1952) et Nagata (1957) et a connu depuis lors des développements
importants; a ce sujet, voir [7], ainsi que Terjanian (1972). Signalons par
ailleurs qu’il existe des corps possédant la propriété (B,), « trés proches »
de leur cloture algébrique (de fagon précise, quasi-finis), et ne possédant
pourtant pas la propriété (C,), ni méme la propriété (C,), si grand que soit r:
voir Ax (1965, a, b; 1968).

§ 2: le calcul modulo p de N par la formule (2.2.2) est parfois baptisé
« méthode de Kronecker » ou « méthode de Lebesgue » (voir Lebesgue
(1837, 1), th. 1); pour des généralisations de cette formule, voir Dwork
(1960, a; 1966, b); voir également les chapitres 7 et 9.

§ 3 et 4: comme indiqué dans le texte, les théorémes 3 et 4 sont dus
respectivement & Warning (1935) et Terjanian (1966). Pour des résultats
analogues au théoréme 5 (mais moins triviaux !), voir Carlitz (1953, b;
1954, b), et Redei (1946).



CHAPITRE 4

EQUATIONS DIAGONALES (I)

Une équation diagonale est une équation de la forme a,X % + ...
+ a,X =b;sid, =..=d, I'équation est (abusivement) dite romogéne;
ce chapitre est consacré a ’existence de solutions d’équations diagonales
homogeénes (§ 1) puis quelconques (§ 3) sur un corps fini k; le paragraphe 2
résout le « probléme de Waring » pour ., ce qui revient, pour un exposant d
fixé, a déterminer les entiers n et les éléments b de k tels que I’équation
X%+ ... + X,* = b admette une solution sur k; enfin, le paragraphe 4
donne quelques indications sur les équations multilinéaires (pour une défi-
nition, voir sect. 4.1), avec une application aux équations diagonales homo-
genes de degré 2. '

Les méthodes utilisées dans ce chapitre sont trés élémentaires: les
résultats obtenus sont en conséquence assez pauvres (et aussi assez dispa-
rates); pour des résultats plus précis sur les équations diagonales (et notam-
ment pour I’évaluation exacte ou approchée du nombre de solutions), se
reporter au chapitre 6; voir également les Notes en fin de chapitre. On
conserve 1ci les conventions en vigueur dans les chapitres 2 et 3: en par-
ticulier, k désigne toujours un corps fini & ¢ = p’ éléments.

§ 1. Equations diagonales homogénes.

1.1. Si Fek [X]est une forme (c’est-a-dire un polyndme homogéne) de
degré d > 1, il est clair que F (O, ..., 0) = 0; s’1l existe un point x de k"
autre que (0, ..., 0) tel que F (x) = 0, on dit que F est isotrope sur k, ou que
F représente (proprement) O sur k. Si d’autre part @ est un élément non nul
de k, et §’il existe un point x de k" tel que F (x) = a, on dit que F représente
a sur k; par homogénéité, F représente alors tout élément de la forme
ab® (b € k*); F représente donc en fait toute la classe de a (mod k*?) dans
le groupe multiplicatif k*.

THEOREME 1. — Soit F = a, X" + ... + a,X,* € k [X] une forme dia-
gonale de degré d > 1, a n variables. Si F n’est pas isotrope, elle représente
au moins n classes de k* (mod k*9).
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Démonstration. — On proceéde par récurrence sur n. Si n = 1, F repré-
sente a; (qui n’est pas nul, puisque F est non isotrope): F représente donc
une classe, celle de a;. Supposons alors le théoréme démontré pour n — 1
variables (n >2) et prouvons-le pour n variables. Posons G = a;X,*
+ ... + a,_; X,2,; en tant que forme & n — 1 variables, G est non isotrope,
et représente donc, par hypothése de récurrence, au moins n — 1 classes
(mod k*); soit C la réunion de ces classes. Comme toute classe représentée
par G est a fortiori représentée par F, il suffit de prouver qu’il existe dans
k* un élément b n’appartenant pas a C, et cependant représenté par F. On

distinguera deux cas:
(1) a, ¢ C: on peut alors prendre b = a,,.

(2) a,eC: il est clair dans ce cas que — a, ¢ C (si G représentait — a,,
F serait isotrope). Soit alors m I’entier ainsi défini:

la forme a, (X,*+...+ X,%) ne représente que des éléments de C, mais
la forme a, (X,*+...+X,%,) représente au moins un élément de k*
n’appartenant pas a C.

Un tel m existe effectivement; car si, pour tout r >1, on pose H,
= a,(X{°+...+ X,%), on voit que H, représente uniquement a,k*! < C,
mais que, pour r assez grand (par exemple, pour r > p — 1), H, représente
— a,¢ C (parce que — 1 = 19+ ... + 19(p — 1 fois): k est de caracté-
ristique p). Par définition de m, on peut trouver b appartenant 3 k* mais
non a C, et yq, ..., Vm» Vm+1 appartenant a k, tels que

(1.1.1) @y (Yt + o A Y+ Vmt1) = b,
mais que
a,(y4+...+y,HeC.
Par définition de C, il existe alors x4, ..., x,_; dans k tels que
aixs + oo+ 1% = 4, (0 )

Posons x, = y,,+4 €t ajoutons a,x,? aux deux membres de cette égalité;
compte tenu de (1.1.1), on obtient

ax? + ... +ax?=0b,

et F représente bien b ¢ C.
Ceci régle le deuxiéme cas et acheéve de prouver le théoreme 1.
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1.2. Le nombre total de classes de k* (mod k*?) est égala § = (g—1, d)
(chap. 1, prop. 7, cor. 1); le théoréme 1 admet donc les deux conséquences
suivantes:

COROLLAIRE 1. — Si F = a;X,* + ... + a,X,* est non isotrope, et si
n = 0, alors F représente tout élément de k.

COROLLAIRE 2. — Si F = a; X,* + ... + a,X,? est une forme diagonale
de degré d a n variables et si n > 0, alors F est certainement isotrope.

1.3. La section 2.3 du chapitre 1 montre que, dans ce qui précede, on
aurait pu remplacer partout d par §, ou, ce qui revient au méme, supposer
que 4 divise ¢ — 1, et remplacer  par d. Le corollaire 1 apparait alors
comme un cas particulier du théoréme 4 du chapitre 3, et le corollaire 2,
comme un cas particulier du théoréme de Chevalley (chap. 3, th. 1, cor. 1).
Quant au théoréme 1, il admet P'interprétation « probabiliste » suivante:
si bek*, sin <4, et sile premier membre de I’équation a; X;¢ + ... + a,X,°
= b est une forme non isotrope, la « probabilité » pour que I’équation
admette une solution dans k" est au moins égale a n/o.

Pour d’autres résultats sur les équations diagonales homogenes, voir les
sections 2.3, 3.4, 4.3, et les Notes en fin de chapitre.

§ 2. Sommes de puissances d-iemes.

2.1. Soient toujours k un corps fini & ¢ = p’ éléments, et d un entier
> 1; notons k, le sous-ensemble de k formé des sommes x;¢ + ... + x,°,
avec n > 1 quelconque et x, ..., x, € k; k; est évidemment un sous-corps
de k: en effet, il est stable pour I’addition et la multiplication; il contient
0,1, etaussi — 1 = 19+ ... + 14(p—1 fois); enfin, si x ek, et si x # 0,
alors x~ ' € k,, puisqu'on peut écrire x~ ! = x*7 ! (x 71, que (x ") ek,,
et que k, est stable pour la multiplication.

2.2. Le théoreme ci-dessous détermine explicitement k:

THEOREME 2. — Etant donné k = F et d, posons toujours 6 = (q—1, d),

et notons d’autre part q, la plus petite puissance p? de p telle que (1) g divise
f; ) le quotient (p’ —1)/(p? —1) divise d. Alors :

(1) ky est égal a ['unique sous-corps de k contenant q, éléments (ce qu’on
peut écrire ky = F, ).

(i) Tout élément de k, est somme d’au plus § puissances d-iémes.
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Démonstration. — (i) k* est un groupe cyclique d’ordre g — 1, et ses
sous-groupes correspondent bijectivement aux diviseurs positifs de g — 1;
par ailleurs, k étant un corps a p’ éléments, ses sous-corps correspondent
bijectivement aux diviseurs positifs de f'(chap. 1, prop. 4). Comme g divise
fsi et seulement si p? — 1 divise p/ — 1 (petit exercice d’arithmétique), on
peut énoncer:

LEMME 1. — Pour qu’un sous-groupe H de k* soit le groupe multiplicatif
d’un sous-corps de k, il faut et il suffit que [’ordre de H soit de la forme
p? — 1, g étant un diviseur de f.

Mais le groupe k*? est d’ordre (g— 1)/ (chap. 1, prop. 7); d’autre part,
k, est évidemment le plus petit sous-corps / de k tel que k*¢ = I*; si alors
on pose k; = F,, q, = p’1, le lemme 1 montre que f; est le plus petit
diviseur positif g de f tel que (¢—1)/6 divise p? — 1, c’est-a-dire (puisque
6 = (q—1,d) et que g = p’) tel que (p’ —1)/(p?—1) divise d, C.Q.F.D.

(1)) Pourtoutn > 1, notons S, ’ensemble des éléments de k* qui sont de la
forme x;* + ... + x,? (les x; € k, certains x; pouvant étre nuls); il est clair
que

(2.2.1) k* = S, S, c...cS, c8S,., ... <k*,

et que, dans k*, chaque S, est réunion d’un certain nombre de classes
(mod k*?); comme le nombre total de ces classes est égal 4 &, la suite (2.2.1)
comporte au maximum 6 — 1 inclusions strictes. D’autre part, il est évident

que si, pour une valeur n, de I'indice, on a §,, = S,,+, alors, pour tout
n >ngy, on a également S, = S,,,; dans la suite (2.2.1), les inclusions
strictes occupent donc nécessairement les premiéres places. Il résulte de ces
deux remarques qu’a partir du fang 0, toutes les inclusions de la suite (2.2.1)

sont en fait des égalités, et que k;* = S5, C.Q.F.D.

2.3. Tirons les conséquences de ce théoréme. Tout d’abord, pour d
fixé, on a « le plus souvent » k; = k; en effet, il résulte de la définition de g,
que si k; # k, alors p//? < d, ou encore ¢ < d*; en particulier:

COROLLAIRE 1. — Pour d fixé, il n’existe qu 'un nombre fini de corps k tels
que k; # k.

Supposons maintenant k fixé. Si f = 1,doncsik = F,, on a évidemment
k, = k quel que soit d. En revanche, si f > 2, on peut toujours trouver
d tel que k, # k, par exemple d = p/~* + ... + p + 1: le théoréme 2,
(i) donne alors f; = 1 et g, = p, donc k; = F, (ce qui est évident direc-



tement, puisque, pour tout x € k, x? est dans ce cas la norme de x dans
I'extension k/F,: chap. I, sect. 3.3). Ainsi:

COROLLAIRE 2. — Soit k = F,, ¢ = p’. Si f>2, il existe au moins
un exposant d tel que k; # k.

(Il en existe méme une infinité: car si d est tel que k; # k, la méme pro-
priété est vraie pour tout multiple de d; mais ceci n’a pas grande signifi-
cation, car d intervient en réalité par I'intermédiaire de 6 = (¢—1, d), qui
ne peut prendre qu’un nombre fini de valeurs). '

Supposons toujours & fixé, avec f > 2, et soit d un entier tel que k, # k
avec les notations du théoréme 2, on a k; = F,; st b € k¥, on aura donc
b € k, si et seulement si #2~1 = 1; les parties (i) et (ii) du théoréme donnent
alors: '

COROLLAIRE 3. — Si b1~ 1 = 1, et si n >, I"équation diagonale X 1dv
+ ... + X,* = b admet une solution dans k"
(ii) S7au contraire b~ % 1, alors, si grand que soit n, ’équation X,*
+ X2 = b n’admet aucune solution dans k". |

Exemple: k =F,,d = 3;onak; =F, # k;sibeF,, b # 0, 1, ’équation
X + ...+ X,> = bn’apas de solution sur F,, si grand que soit le nombre
d’inconnues, 7.

§ 3. Equations diagonales quelconques.

3.1. Passons maintenant aux équations diagonales quelconques, donc
de la forme F = b, avec

F =aX"+..+aX0,

les d; > 1, les a;€ k (on les supposera tous différents de zéro, ce qui ne
diminue pas la généralité) et b € k (et éventuellement nul). Désignons par
N le nombre de solutions de I’équation F = b dans k", et par N le reste de
division de N par p (ou encore, ’élément N.1 de k = F,). Enfin, pour
simplifier les calculs, posons §; = (¢—1, d,) (i=1, ..., n), puis

®=aX"+..4+aX’",

adp = — b, et G = ay + ®. 1l est clair alors que le nombre de solutions
dans k" de I’équation G = 0 est égal au nombre de solutions dans k" de
F = b, donc a N (voir chap. 1, sect. 2.3; bien entendu, les ensembles de




e e T

— 30 —

solutions de ces deux équations sont en général distincts). En outre, dans le
polyndme G, chaque exposant divise ¢ — 1.

3.2. On peut alors évaluer N par la « méthode de Lebesgue » (chap. 3,
§ 2 et Notes). On a en effet (loc. cit.)
(3.2.1) N=>)Y({l-6x""H)=-)Y "',

xekn xekn
Ecrivons G (x) = ag + a;x;°! + ... + a,x,°", et développons G (x)"‘l;‘
il vient
(3.2.2) N = — 3 (Y ag% " ...a/"x U . x0mn,
xekn j

la seconde sommation portant sur I’ensemble des vecteurs entiers

j = (o i telsque(l) j; >0pouri=0,..,n;2)jo + ... +jp=¢g—1,
et le symbole (‘1}1) désignant le « coefficient multinomial » (g—1) !/‘

Jo !...jn ! Mais (chap. 3, sect. 21) ona ) x* = — 1siu>Oetsig—1

xek ‘

divise u, et Y x* = 0 sinon; ceci permet de simplifier la formule (3.2.2)
xek

et d’énoncer:

LEMME 2. — Soit J I’ensemble des vecteurs entiers j = (jo, ..., ju) tels que
(1) jo=0,j,>0pouri=1,..n;

@ jotjit+ . tip=9q-1;
(3) (g—1)/d,; divise j;, pour i = 1, ..., n;

alors N est donné par la formule

(3.2.3) N = (=" Y (7Y ag’at ...a".
iedJ

3.3. Premiére conséquence de ce lemme:

THEOREME 3. — Si les entiers 0; satisfont a la condition
(H1)) 1/6y + ... + 1/, > 1,
le nombre N de solutions de F = b dans k" est divisible par p.

Démonstration. — Si la condition (H1) est vérifice, I’ensemble J défini
dans le lemme 2 est vide, et on a bien N = 0.

Ce théoréme montre notamment que si les exposants de F satisfont a la
condition
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(H2) 1/d, + ... + 1)d, > 1,

le nombre N est divisible par p. Si d; = ... = d, = d (cas homogéne),
(H2) se réduit a I'inégalité n > d, et on retombe sur un cas particulier du
théoréme de Chevalley-Warning (chap. 3, th. 1). En revanche, dans le cas
non homogene, la condition (H2) peut €tre réalisée en méme temps que
I'inégalité n < d:

Exemple: des équations diagonales telles que

X2+X2+X54+1=0; X2+X2+X,°+x,°5=0,

ont, sur un corps fini quelconque %, un nombre de solutions divisible par la
caractéristique p de k (ce nombre est d’ailleurs non nul, donc > p, car la
premiere équation a pour solution (1, —1, 0), la seconde, (1, —1, 0, 0));
or, pour la premiére équation, n = 3 <d = 5; pour la seconde, n = 4
<d = 6.

3.4. Autre conséquénce du lemme 2:

THEOREME 4. — Supposons réalisées les deux conditions suivantes :
(H3) 1/64 + ... + 1/, = 1;
(H4) Chaque 6; (1 <i <n) divise p — 1.

Alors, quel que soit bek, I’équation a; X, + ... + a, X% = b admet
au moins une solution dans k".

Démonstration. — Avec les notations des sections 3.1 et 3.2, il suffit
de prouver que, dans le lemme 2, N # 0. Mais la condition (H3) entraine
que Jest réduit au seul élément h = (0, k4, ..., h,), avec h; = (g—1)/5; pour
[ = 1,..,n; le lemme donne donc

N =(=-0)"t@ Ya,M.. alm;

n >

comme les a; ont €t€ supposés non nuls, il reste & prouver que, sous I’hypo-

thése (H4), le coefficient (?;,') n’est pas divisible par p, ou encore, v,
désignant la valuation p-adique, que

v,((@=D) =v,(h ) + ... + v, (h,Y);
mais ceci résulte facilement de I’estimation bien connue

v,(m!) = [m/p] + [m/p*] + ...
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valable pour tout entier m > 1 (la notation [...] signifie: partie entiére de ..
cette estimation se déduit immédiatement de I’écriture de m en base p)
Dans le cas homogene, le théoréme 4 peut s’énoncer: |

THEOREME 5. — Soit F = a, X;* + ... + a,X,* une forme diagonale
homogéne de degré d a n variables ; posons 6 = (q—1, d); alors, sin = 0, et
si 0 divise p — 1, la forme F représente tout élément non nul de k.

Ce résultat étend le théoréme 2 a des formes F non isotropes; signalons
que le théoréme 5 reste vrai si on remplace ’hypothése (H4) par I’hypotheése
plus faible: 6 <<p — 1 (voir Schwarz (1950)); en revanche, si 0 > p, le
théoréme 5 peut tomber en défaut: ainsi, dans ’exemple donné a la fin du
paragraphe 2, la forme X, + X,? + X3 surk = F, (avec n=d=06=¢g—1
=3) représente seulement les éléments de F,; et de fait, 0 = 3 >p = 2.

Notons enfin que si ¢ = p, les conditions: §; divise p — 1, 6 divise
p — 1, sont automatiquement vérifiées: sur un corps fini premier, les théo-
rémes 4 et 5 sont donc valables sans restriction.

§ 4. Equations multilinéaires.

4.1. Soit toujours k un corps fini & ¢ = p’ éléments, soient r et d
deux entiers > 1, et soit n = rd. On se propose dans cette section de cal-
culer le nombre N (F, b) de solutions dans k" de I’équation F = b (b € k),
le polyndme F étant de la forme

(4.1.1) F —_— ale "'Xd + a2Xd+1 “'X2d + cee + aan_d+1 ...Xn

(un tel polyndme est parfois dit abusivement multilinéaire). 1l est clair qu’on
peut supposer tous les a; non nuls (chap. 3, th. 5) et qu’on peut méme
(quitte éventuellement & multiplier les deux membres de I’équation par
b~ 1, et a faire une « homothétie » sur certaines variables) supposer a;
.=a, = 1,eth = 0ou l. On est ainsi ramené a calculer les nombres
de solutlons dans k" des deux équations F, ; = O et F, ; = 1, avec

(4.1.2) Ff,d — X1 “‘Xd + Xd+1 "‘XZd + S "‘I" Xn—d+1 ...Xn 5
nombres qu’on notera respectivement N (r, d) et Ny (r, d).

4.2. THEOREME 6. — Les nombres N (r, d) et N, (r, d) sont donnés par
(4.2.1) N(@r,d) =q" ' +(@-1q" " 4",
(4.2.2) Ny(r,d) = q""' —q"" 1 A(q,d),




33—
avec par définition A (q,d) = ¢~ — (g—1)*"1.

Démonstration. — On établit les deux formules simultanément par
récurrence sur Uentier 7. Si r = 1, et donc n = d, on voit directement que
N(,d) = q" — (g—1)", et que N;(1,d) = (g—1""", ce qui coincide
bien avec les valeurs données dans ce cas par (4.2.1) et (4.2.2). Supposons
alors ces formules prouvées jusqu’a un entier r — 1 > 1, et démontrons-les
pour lentier r. En classant les solutions de I’équation F, ; = O selon la
valeur prise par le mondéme X,_,;, ... X,, on obtient

N(r,d) = Z N(Fy-1,4¢0) N(Fy4, —c)

cek

= N(r—-1,d)N(1,d) + (q—1)N,(r—1,d)N,(1,4d)

(voir sect. 4.1). L’hypothése de récurrence donne la valeur des quatre termes
N(r—1,d), N(1,d), Ny (r—1,d) et N;(1,d), et on vérifie, aprés calcul,
que la valeur ainsi obtenue pour N (r, d) coincide bien avec celle fournie
par (4.2.1). Raisonnement analogue pour (4.2.2). (On peut aussi déduire
directement (4.2.2) de (4.2.1) en remarquant que, puisque toutes les équations
F. ; = b (bek*) ont méme nombre de solutions, N, (r, d), on a évidem-
ment ¢" = N(r,d) + (g—1) N, (r, d)).

COROLLAIRE 1. — Si, dans [’équation F = b (voir (4.1.1) ), les coefficients
a; sont tous différents de O (et si en outre, quand r = 1, b est également
différent de 0), alors N (F, b) est un polynéme en q, a coefficients entiers
rationnels, de terme dominant q"~'. En particulier, si on considére q comme
« infiniment grand », on peut écrire

N(F,b) =¢"' +0(¢"™?.
On reviendra longuement sur ce genre de résultat aux chapitres 6, 7,

8etO.

4.3. Le théoréme 6 permet en particulier de déterminer le nombre N
de solutions dans k" d’une équation diagonale homogéne de degré 2,

(4.3.1) a1X12 + . + aanz == b s

(ay, ..., a,, bek); on peut naturellement supposer tous les coefficients a;
- différents de 0; on peut également supposer p # 2 (en caractéristique 2, on
~a N = q""); comme la détermination de N sera effectuée ultérieurement
(chap. 6, sect. 1.3) par un autre procédé, on se bornera ici a indiquer la
- démarche du calcul, en laissant au lecteur le soin d’en expliciter les détails.

L’Enseignement mathém., t. XIX, fasc. 1-2. ) 3
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(1) Pour n =1, on a évidemment N = 1 si b = 0; sinon, on a N
= 2 ou O selon que a;b € k** ou que a,b ¢ k*2.

(2) Pour n = 2, on vérifie sans peine, soit par le calcul, soit par un
raisonnement géométrique, que N est donné par les formules ci-dessous:

pour b =0,N

I

{ 2q — 1, si — aya, €k*?,

. 2.
1, si —aja,¢k*;

{q——l, si — aja, ek*?*,

pour b # O,N = '
q+1,si —aja,¢k**.

Supposons maintenant #» > 3. Comme toute forme quadratique a trois
variables ou plus sur k est isotrope (théoréme de Chevalley: chap. 3, th. 1,
cor. 1), la théorie générale de la réduction des formes quadratiques (voir [17],
chap. IV, notamment pp. 60-62) montre qu’on peut (par une transformation
linéaire inversible a coefficients dans k, ce qui n’affecte pas la valeur de N)
mettre le premier membre de (4.3.1) sous 'une des deux formes suivantes:

(4.3.2) Y, Y, + . + Y5, 1 Yo, +aY,2,

avecn = 2r + leta = (—1)a, ... a,, si n est impair;

(4.3.3) Y, Y, + ... + Yoo Yo, + Y2, +aY,?,

avecn = 2r + 2 et a = (—1)%ay ... a,, si n est pair.
(La valeur de a s’obtient en écrivant I'invariance du discriminant).

(3) Calculons alors N quand » est impair, n = 2r + 1. En classant
(comme dans la démonstration du théoréme 6) les solutions de F = b
(F étant mis sous la forme (4.3.2)) suivant la valeur prise par le mondme
aY,?, on obtient, avec les notations de la section 4.1,

(434 N= > N 2)N@Y?c)+N(@F,2)N(aY,? b).

cek,c¥*b
N (r, 2) et N, (r, 2) sont donnés par le théoréme 6, N (aY,?, c¢) et N (aY,?, b)
sont donnés par (1); si on remarque que k* contient (g—1)/2 carrés et
autant de non-carrés, on arrive finalement a ceci:

n—1

pour b =0,N =4""";

b 2 G = gt 4 g2 i (=D D24, abek*?,
pour 5 # 8,7 = gl — g D2 S (—D)@V2 g ab¢ k¥,
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(4) Le calcul de N quand n est pair se fait de la méme maniere: on
réécrit la formule (4.3.4) en y remplagant aY,” par Y, 2,, + aY,?, on utilise
le théoréme 6 et les formules de (2), et on obtient finalement ceci:

pour b O,N =

7= g gD i (1) ay .. a, ¢k
gt — g si (=12 ay ... a,ek*?,

gl 4+ g™ si (=1 ay.a, ¢ k¥

{ gt 4 g — gD i (=1 ay ... a, e k*?,

pour b = O,N = {

Notes sur le chapitre 4

§ 1: la méthode de démonstration du théoréme 1 est empruntée a
Demyanov (1956). Cette méthode s’applique également aux équations dia-
gonales homogénes sur un corps p-adique; a ce sujet, voir également Schwarz

(1956), Davenport-Lewis (1963), et surtout [7], pp. 101-138, et [13], pp. 17-22
et 40-52.

§ 2: le théoréme 3, (ii) et son corollaire 1 sont dus a Tornheim (1938);
voir aussi Schwarz (1948, a). Pour l'application du théoréme 3, (i) au
probléme de Waring dans un anneau d’entiers algébriques, voir Bateman-

Stemmler (1962) pour un exposant d premier, et Joly (1968) pour un expo-
sant d quelconque.

§ 3: les théoremes 4 et 5 sont dus a Morlaye (1971); voir également
Schwarz (1948, b; 1950) et Carlitz (1956, b).

§ 4: pour une autre démonstration du théoréme 7, voir Porter (1966, e).

Les équations diagonales sur un corps fini ont suscité une vaste litté-
rature; mentionnons seulement ici (en dehors des articles déja cités, et de
ceux qui le seront au chapitre 6) Cohen (1956), Chowla-Mann-Straus (1959),
Gray (1960), Chowla (1961), Tietdvidinen (1968), et Lewis (1960).



— 36 —

CHAPITRE 5

SOMMES DE GAUSS ET DE JACOBI

Le premier paragraphe de ce chapitre donne la description du groupe
des caracteres additifs et du groupe des caractéres multiplicatifs d’un corps
fini, et montre comment ces caractéres peuvent servir au calcul du nombre
de solutions d’une équation (prop. 3 et 5). Le reste du chapitre est consacré
a une étude élémentaire des sommes de Gauss et de Jacobi; ces sommes sont
des entiers algébriques, construits a ’aide de caractéres, et dont 'utilisation,
combinée avec les propositions 3 et 5, permettra notamment (1) de calculer
le nombre de solutions d’une équation diagonale quelconque (chap. 6);
(2) de calculer dans certains cas la fonction z€ta de ’ensemble algébrique
défini par une telle équation (chap. 9); (3) de démontrer le théoréme d’Ax,
c’est-a-dire la relation de divisibilité ¢° ! N annoncée au chapitre 3 (chap. 7).
Pour d’autres utilisations classiques des sommes de Gauss et de Jacobi
(étude des corps cyclotomiques, démonstration élémentaire des lois de réci-
procité, etc.), voir [8], § 20, [11], chap. IV, ou [3], chap. 5; voir également les
Notes en fin de chapitre.

On conserve ici encore les conventions et notations des chapitres précé-
dents; en particulier, k désigne toujours un corps fini & ¢ = p/ éléments.

§ 1. Caractéres additifs et caractéres multiplicatifs d’un corps fini.

1.1. Rappelons que si G est un groupe fini commutatif, on appelle
caractére de G tout homomorphisme y: G — C*, de G dans le groupe multi-

plicatif du corps des nombres complexes; les caracteéres de G forment de
N\
maniére naturelle un groupe multiplicatif, dit dual de G, et noté G (ou

X (G)); I’élément neutre de G est le caractére ¢ défini par ¢ (x) = 1 pour
N
tout x € G: on I'appelle caractére trivial (ou principal); si x € G, si y € G,

et si m désigne 'ordre de G, on a y (x)" = y(x™) = x(e) = 1 (e désignant
I’élément neutre de G); les valeurs d’un caractére y de G sont donc des
racines m-iémes de I'unité; en particulier, si ™' est I'inverse de y dans G,
et si xe G, alors y~ ' (x) = y (x) (complexe conjugué de y (x)): c’est pour-
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quoi le caractére ' est généralement noté g, et appelé caractére conjugué
de y.
On aura besoin par la suite des deux résultats suivants (pour des démons-
trations, d’ailleurs immédiates, voir [17], pp. 103-107):
» /\ . " . .
(i) Les groupes G et G sont isomorphes (non canoniquement ) ; en particulier,

N
G a méme ordre que G.

(i) (Relations d’orthogonalité). — Si y est un caractére de G, on a
card(G), si x = ¢;
(1.1.1) Zx@={-,
xeG 0, si y #e¢.

De méme, si x est un élément de G, on a
{ card (G), si x = e;

1.1.2 x) =
( ) ZAX() 0, si x#e.

xeG

On va appliquer ce qui précéde au groupe additif k™ de k (sect. 1.2),
AN
puis au groupe multiplicatif k* (sect. 1.3); k™ sera dit dual additif de k, et
Ay N\ N
k*, dual multiplicatif; les €éléments de k¥ et de k* seront qualifiés respec-

tivement de caractéres additifs et de caractéres multiplicatifs de k.

1.2. Commengons par I’étude des caractéres additifs; on peut en
construire de la maniére suivante: soit 7r I’application trace relative a
I’extension k/F,, et soit { une racine primitive p-iéme de I'unité dans C
(par exemple ¢*™/P); pour tout élément x de k, posons

(1.2.1) B(x) = (T

(ce qui a un sens, puisque Tr (x) € F, est un entier rationnel modulo p);
alors f est évidemment un caractére additif de k, et ce caractére n’est pas
trivial (parce que la trace est surjective: chap. 1, prop. 9). Plus généralement,
si y €k, et si on pose B, (x) = B (xy) (x,y€k), B, est un caractére additif
de k, et ce caractére n’est trivial que si y = 0.

| Il se trouve que le procédé ci-dessus fournit tous les caractéres additifs
de k; de fagon précise:

AN

PROPOSITION 1. — Soit B un caractére additif non trivial de k (par exemple
celui défini par (1.2.1)) et, pour tout x et tout y dans k, posons
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(1.2.2) | By(x) = B(xy).
Alors I’application y > f, est un isomorphisme du groupe additif k™ sur
VS
son dual k*.
Démonstration. — Cette application est évidemment un homomor-

phisme de groupes; compte tenu de la propriété (i) (sect. 1.1), il suffit de
prouver que cet homomorphisme est injectif; mais par hypothése, B est
non trivial; il existe donc ae k tel que f(a) # 1; soit alors yek, y # 0;
si on pose x = ay~’, on a évidemment B, (x) = B (a) # 1, donc B, # ¢,
C.Q.F.D.

PROPOSITION 2. — Soient  un caractére additif non trivial de k et a un
élément quelconque de k. Alors

g, sia=0;
(1.2.3) p(ay) =
y‘eL_;c 0, sia#0.
Démonstration. — (1.2.3) résulte, soit de (1.1.1) appliqué au caractére
fixe B, et & élément y parcourant k™, soit de (1.1.2) appliqué a I’élément

VA
fixe a et au caractére f3, parcourant k™.

1.3. La proposition 2 donne un moyen de compter les solutions d’une
équation polynomiale:

PROPOSITION 3. — Soit F un polynéme a n variables et a coefficients dans
k. Si B désigne un caractére additif non trivial de k, le nombre N de solutions
dans k" de [’équation F = 0 est donné par

(1.3.1) N =q7 'Y B(YF (x1, ..., %0) 5

la sommation étant étendue a tous les points (y, X1, ..., X,) de k" L.

Démonstration. — Soit V < k" ’ensemble des solutions de F = 0. Si
x e V, donc si F(x) = 0, (1.2.3), appliqué a a = F (x), donne

Y B(YF(®) = q,

yek

et par conséquent

(1.3.2) > Y B(F®) =aN.

xeV yek
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Si au contraire x ¢ V, donc si F(x) # 0, (1.2.3) donne
2LBOF®) =0;

donc |
(1.3.3) ZV z?; ﬁ(yF(x)) = 0.

11 suffit alors d’additionner (1.3.2) et (1.3.3) et de multiplier les deux membres
par ¢~ ! pour obtenir la formule (1.3.1). Cette formule sera utilisée systé-
matiquement aux chapitres 6, 7 et 9.

1.4. Passons a I’étude des caractéres multiplicatifs de k. Notons
d’abord que si y: k* — C*, est un tel caractére, sa valeur en O n’est pas
définie; pour des raisons de commodité, on conviendra foujours de pro-
longer y en une application k - C*; en posant

(1.4.1) ©=]Sr=%
o * B 0, si y # ¢.
Avec cette convention, on a y (xy) = x (x) x (y) quels que soient x, y € k.

D’autre part, on peut construire un caractére multiplicatif d’ordre g — 1
N
(donc un générateur de k*: voir (i), sect. 1.1) de la fagon suivante: soit w une

racine primitive (g— 1)-iéme de I'unité dans C (par exemple e?™/(@~1)) et
soit g un générateur du groupe cyclique k*; pour tout x e k*, il existe
ieZ tel que x = g'; désignons par ind (x) la classe de ;i modulo g — 1
et posons

(1.4.2) 0(x) = o™,

alors 0 est bien un caractére multiplicatif d’ordre ¢ — 1 de k (c’est un iso-
morphisme de k* sur le groupe des racines (g —1)-iémes de I'unité dans C).
Enfin, on a évidemment le résultat suivant:

PROPOSITION 4. — Soit 0 un caractére multiplicatif d’ordre q — 1 de k
(par exemple celui défini par (1.4.2)). Alors I'application h > 0" définit de
maniére naturelle un isomorphisme du groupe cyclique Z/(q—1)Z sur le

-\
groupe k*, dual de k*.

1.5. Soit maintenant y un caractére multiplicatif quelconque de k,

N\
et soit 6 l'ordre de y (en tant qu’élément de k*). Si x e k*, on a y (x%) =
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x® (x) = 1, et x est trivial sur k*?; y définit donc un caractére (qu’on notera
encore x) du groupe quotient k*/k*°; mais & divise évidemment g — 1,
et ce quotient est d’ordre 6 (chap. 1, prop. 7, cor. 1); ainsi, le sous-groupe

N
(cyclique, d’ordre ) de k* engendré par y s’identifie au dual du groupe
(cyclique, d’ordre ) k*/k*°, et le noyau de y est exactement k*°.
Cela étant:

PROPOSITION 5. — Soit d un entier >1, et posons § = (q—1,d). Soit
d’autre part y un caractére multiplicatif d’ordre 5 de k (par exemple 09~ D/,
0 étant défini par (1.4.2) ), et soit a un élément non nul de k. Alors :

(1) Pour que a soit une puissance d-ieme dans k, il faut et il suffit que y (a)
= 1.

(ii) Le nombre m (a) de solutions dans k de 1’équation a une variable X* = a
est donné par

(1.5.1) m(a) = ;ZO ¥ (a).

(1) Avec la convention (1.4.1), l’égalité (1.5.1) reste vraie pour a = 0.

Démonstration. — La proposition 7 du chapitre 1 permet de supposer
que d = 4. (i) résulte alors du fait que le noyau de y est k*°. Prouvons (ii),
et notons a la classe de a (mod k*?); les relations d’orthogonalité (1.1.2),
appliquées & G = k*/k*°, 4 x = a, et aux caractéres ¥/ (0 <j <6 — 1)
qui forment le dual de G (voir ci-dessus) donnent

5, si aek*;

i—1 )

J —
pEag { 0, si agk*.
D’autre part, m (a) vaut 6 si a € k*° (k* contient J racines d-iémes de ’unité)
et 0 sinon; (ii) se trouve ainsi établi. Enfin (iii) est évident: car m (0) = 1,
%) =¢e(0) =1, et ¥ (0) = 0 pour 1 <<j <6 — 1, puisque, pour ces
valeurs de j, x/ # e.

La formule (1.5.1) sera utilisée au chapitre 6. La partie (i) de la propo-
sition 5 est essenticllement équivalente a l’extension du critére d’Euler
donnée au chapitre 1 (prop. 7, cor. 2). Si d’ailleurs on suppose p (donc g)
impair, et d = 2 (donc § = 2), le caractére ) de la proposition 5 est entie-
rement déterminé (il est égal 3 09~ 1)/2); ce caractére vaut 1 sur les carrés de
k*, et — 1 sur les non-carrés: on l’appelle caractére de Legendre; pour
q = p, il coincide évidemment avec le symbole de Legendre.
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§ 2. Sommes de Gauss.
2.1. Soient y un caractére multiplicatif et 8 un caractére additif de k.

DEFINITION 1. — On appelle somme de Gauss associée a x et ff la quantité

(2.1.1) t(xIf) = Zk*X(X)ﬁ(x).
Les valeurs prises par B et x étant des racines p-iémes de I'unité, et O
- ou des racines (g—1)-iémes de 1'unité, 7 (x | B) est un entier du corps des
racines p (¢—1)-iémes de l'unité.
Si le caractére B est fixé une fois pour toutes (par exemple, si f (x)
= (Tr™ avec { = e2™/P: sect. 1.2), on écrit © (y) au lieu de © (x| B), et
(pour y e k) 7, () au lieu de 7 ( | B,) (sect. 1.2): on a donc

(2.1.2) T,(0) = Y, 2(x)B(xy).

xek*

2.2. Sil’un des caractéres y et § est trivial, la somme de Gauss associée
est également « triviale » et sa valeur se calcule immédiatement a I’aide des
relations d’orthogonalité (1.1.1) appliquées & y ou a f:

(1) iy est trivial, mais non B, on a 1 (x| p) = — 1;
(i) si B est trivial, mais non y, on a t (} I p) = 0;

(ii1) enfin, si y et B sont tous deux triviaux, on a T (x [ p) =q — 1.

2.3. Passons au cas non trivial. On suppose x # &, on fixe une fois pour

toutes un caractére additif non trivial f, et on met tous les caractéres

~ additifs non triviaux de k sous la forme g, (y € k*) (prop. 1); les sommes
- de Gauss non triviales associées a y sont alors les 7, () (y € k*).

PROPOSITION 6. — Si ) désigne le caractére conjugué de y (sect. 1.1),
on a

(2.3.1) (0 =1 -

| Démonstration. — Puisque y # 0, application x > xy est une permu-
tation de k*; il suffit alors d’écrire

(0 = LT MxENBEY =10 Y x(xy)B(xy)

xek* xek*

et de faire le changement de variable z = xy pour obtenir (2.3.1).
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PROPOSITION 7. — On a (toujours pour y # &)

(2.3.2) Tt = qx(=1).

Démonstration. — Par définition, t ()t (}) = >, > x(x) 1 () B (x)

xeck* yek*
B);maisy (x) () = x(x) ¢ ) = xxy~ D, et f(x) f() = B (x+Y).
si on fait le changement de variables (x, y) b (¥, z) défini par z = xy~ 1,
on obtient donc

(2.3.3) (0@ = 2 2 x(@B((z+1).

yek* zek*

Le second membre se fractionne en deux sommes partielles correspondant
respectivement a z = — 1 et 3 z # — 1; comme f(0) = 1, la premicre
somme vaut (g—1) y (—1); quant a la seconde, elle peut s’écrire

Y 1@ Y By (z+1);

z#F -1 yek*

mais la proposition 2, appliquée 2 a = z + 1, montre que pour tout
z # — 1, la somme portant sur y € k* vaut — f(0) = — 1; par ailleurs,
(1.1.1), appliqué au groupe k* et au caractére y, donne

EIX(Z) = —x(=1);

la deuxiéme somme partielle vaut donc y (—1); st alors on reporte dans
(2.3.3) les valeurs des deux sommes partielles, on obtient

(T =@-Dx(=1D +x(=1),
c’est-a-dire (2.3.2).

PROPOSITION 8. — On a (en supposant toujours y # ¢€)
(2.3.4) T 1* =4q.

Démonstration. — Par définition, | 7 (x) |* = 7 (x) 7 (x); on peut donc

écrie [t()P=Y X x®IMBE B(y); mais 1(3) =y ' =

xek* yek*

(¥~ 1), et de méme B(y) = B (—y); le terme général de la somme ci-dessus
est alors égal & y (xy~1!) B (x—y), ou encore (en remplagant y par — y, ce
qui ne change pas la somme) & ¥ (—1) x (xp~ 1) B (x+y): la proposition 8
résulte donc de la proposition 7, et du fait que y (—1)% = x ((=1)*) =
x(1) =1
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§ 3. Sommes de Jacobi a deux caracteres.

3.1. Soient maintenant y et ¥ deux caractéres multiplicatifs du corps
fini k. |

DEFINITION 2. — On appelle somme de Jacobi associée a y et  la quantité

(3.1.1) n(y) = 2 2@y A-x).

xek

Comme le second membre de (3.1.1) peut également s’écrire
Y. x() ¥ (p) on voit que 7 (y, ¥) = n (Y, x). 1l est clair d’autre part

x+y=1
que 7 (x, ¥) est un entier du corps des racines (g— 1)-iemes de I'unité.

3.2. Sil’'un des deux caractéres y et y est trivial, la somme de Jacobi
est également « triviale » et sa valeur se calcule immédiatement a I’aide des
relations d’orthogonalité (1.1.1) et de la convention (1.4.1):

) siy=vy=¢onan(yy) =gq;
() siy =¢cety # ¢ (oul’inverse), on an(y ) = 0.
3.3. Passons au cas non trivial.
PROPOSITION 9. — Supposons y et  non triviaux. Alors
(1) Siyp =¢e, 0na
(3.3.1) n(y) = —x(=1.

(11) Si au contraire y\ # ¢, la somme de Jacobi n (x, V) se calcule a l’aide
des sommes de Gauss non triviales T (x), T () et T (xy) par la formule

(3.3.2) n(¥) =TT/ .

(Les trois sommes de Gauss figurant dans le membre de droite sont supposées
calculées a I'aide d’'un méme caractére additif non trivial g de k).

Démonstration. — (i) Si y = ¢, on a y = ¥~ !, et on peut écrire
() = Y 1@ A=-x) = Y x(x/(1-x);
x#0,1 x#0,1

mais le quotient y = x/(1—x) est une fonction homographique réguliére
de x, et quand x prend toute valeur possible dans k, sauf 0 et 1, y prend
toute valeur possible dans k, sauf 0 et — 1; ainsi, 7 (x, ¥) = Y. x (»)

yek*
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— x (—=1) et (3.3.1) résulte alors de (1.1.1) appliqué au caractére multipli-
catif non trivial .

(1) La définition des sommes de Gauss et la convention (1.4.1) permettent
d’écrire

(0T = 2 2 xYMBE+);

xek yek

dans le second membre, faisons le changement de variables (x, y) b (z, t)
défini par z = x + yet ¢z = x (’apparition de la valeur 0 n’est pas génante,
du fait que x (0) = ¥ (0) = 0: on laisse au lecteur le soin d’examiner ce
point en détail); il vient

tTW) =) X 1@xO¥v@Q¥A-DB(2),

ou encore
t(T@) = ( Zk (x¥) (2) B (2)) (tz;‘ 1@y 1-1),

c’est-a-dire finalement, puisque (y¥) (0) = O,

t()tW) =) (. ¥),
C.Q.F.D.

COROLLAIRE 1. — Si les trois caractéres y, et y\y sont non triviaux, on a
(3.3.3) ln (L) 1> =q.

Démonstration. — Utiliser la proposition 9, (ii), puis la proposition 8.

COROLLAIRE 2. — Supposons toujours le caractére y non trivial, et notons
0 son ordre. On a alors

(3.3.4) () = ax (=D (72
Démonstration. — Pour 1 <{j << — 2, la proposition 9, (ii) donne

(1) = 1)t

en multipliant membre & membre ces 6 — 2 égalités, on obtient

ORI AV S IR A6 A IR A 0 M A s

1 1

mais y°~1 = x~1' = j; il suffit alors de multiplier les deux membres de
cette derniére égalité par 7 (x) t (§) = qx (—1) pour obtenir (3.3.4).
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§ 4. Sommes de Jacobi a n caracteéres.

4.1. Soient n un entier >1, et yq, ..., X, # caractéres multiplicatifs
de k. Désignons par H 'ensemble des points X = (x, ..., X,,) de k" tels que
X; + ... + x, = 1; c’est un hyperplan affine de k", et on a en particulier
card (H) = ¢" L.

DEFINITION 3. — On appelle somme de Jacobi associée @ yq, ..., xn la
quantité :
(4.1.1) (At ver ) = ZHX1 (61) o L (%) -
Xe

C’est évidemment un entier du corps des racines (g — 1)-iémes de 1'unité.
Pour n =1, on a n(y,) = 1; pour n = 2, on retrouve les sommes de
Jacobi a deux caractéres étudiées au paragraphe précédent; dans ce qui suit,
on pourra donc supposer n > 3.

4.2. Siun au moins des caractéres y; est trivial, on a une somme de
Jacobi « triviale » qui se calcule explicitement:

n—1,.

(1) si tous les y; sont triviaux, on @ © (Y1, «r Xn) = " 3

(i) si la famille y; comporte au moins un caractére trivial et au moins un
caractere non trivial, on a 7 (x4, ..., x,) = O.

(Prouvons cette derniére égalité, qui n’est pas absolument évidente: quitte
eventuellement & renuméroter les caractéres, on peut supposer y, # &, ...,
Am # & MAIS Ypiy = ... = ¥, = &, avec 1 <m <n — 1; comme alors
Am+1(¥) = .. = x,(») = 1 pour tout élément y de k, et que le systéme
de m + 1 équations linéaires

Xi+..4+X, =1, X;{ =x4,..., X,, =X,,,

admet exactement ¢"~™~ ! solutions dans k" quels que soient les m éléments
Xy, ... X,y de k, on voit que

T o) = 47" (0 10GD) e (Yt s

Xiek Xmek

mais chacune des sommes du membre de droite est nulle (utiliser (1.1.1) et
(1.4.1)); en définitive, on a donc bien x (x4, ..., x,) = O, C.Q.F.D.)

4.3. Passons maintenant au cas non trivial.
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PrOPOSITION 10. — Supposons x; # € pour i = 1, ..., n. Alors
@A) Siy,..x,=¢ ona
(4.3.1) T(L1s oos Tn) = X (=D T(Uas ey Xnma) -

(i) Si au contraire ¥y ... %, # €, la somme de Jacobi 7 (xq, ..., Xn) Deut
s ‘exprimer a [’aide de sommes de Gauss non triviales par la formule

(4.3.2) (A1 wees ) = T - TOT 1 - X) -

(Les n + 1 sommes de Gauss figurant dans le membre de droite sont
supposées calculées a I’aide d’un méme caractére additif non trivial § de k).

Démonstration. — (i) Ecrivons pour abréger © = 7w ()Xy, ..., Xn)> €t
posons
(4.3.3) p = Z X1 (X1) e X1 (1)

(somme étendue a P’ensemble des points (xy, ..., x,_ ) de k"~ ' tels que
X, + ... +x,-4 =0), puis

(4.3.4) o =3 X1 (X1) .. X (x)

(somme étendue a ’ensemble des points (x4, ..., x,) de H tels que x, # 1).
Il est clair que @ = p + o, et il suffit donc, pour prouver I’égalité (4.3.1),
d’établir les deux égalités ci-dessous:

(435) p = 0; o = — Xn('—l)n(XIS-"a Xn—l)’

Démontrons la premiére. Comme y,-, (0) = 0, on peut, dans (4.3.3),
limiter la sommation aux points tels que x,_; # 0, puis faire le changement
de variables (xy, ..., X,_2, Xy 1) P> (V15 e Vu—2, t) défini par

L= —Xp—1, V1 = = Xg5 e W2 = — Xy 2.
(4.3.3) se transforme alors en

p = Xn—l (ﬂl)n(Xh eoey Xn—-Z) Z (Xl Xn—l)(t);
tek*
mais par hypothése, )i .. Xn—1 = ¥u - # €; compte tenu de (1.1.1), la
somme figurant dans le membre de droite est alors nulle, et on a bien
p = 0.
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Démontrons la seconde égalité (4.3.5). Faisons, dans le membre de
droite de (4.3.4), le changement de variables (Xy, ..., X,~ 1, X,) P (P15 o
Yn-1, t) défini par

yi = xl/(l _xn)a s Yn-1 = xn—l/(l —xn)> t = xn/(l _xn) .
(4.3.4) se transforme en

c=( Y %®) (Xt ta-1Gu-1)>

t#0, —1

Ja deuxiéme somme étant étendue aux points (¥4, ..., ¥, 1) de k"~ ! tels que
Yy + .. + yo—q = 0; cette deuxiéme somme est donc égale par définition
A 7 (%y, oo Xy—1); comme la premiére somme figurant dans le membre de
droite vaut — ¥, (—1) (utiliser (1.1.1)), on aboutit bien a la seconde égalité
(4.3.5), ce qui achéve de démontrer (i).

(i) Meéme méthode que pour la proposition 9, (ii) (qui correspond au cas
n = 2); on laisse au lecteur le soin d’effectuer le détail du calcul.

COROLLAIRE 1. — Mémes données que dans la proposition 10.
W Siy,..y,=¢ ona
(4.3.6) | (Xs s ) I = 0772
(i) Si au contraire Yy ... X, # € Oon a

(437) !R(Xb'--: Xn) 12 -

l
Q)

(iii) Dans les deux cas, on a pour la somme de Jacobi n (¥, ..., X.) la majo-
ration en module

(4.3.8) [ (teses ) | < q@7P2.

Démonstration. — (4.3.7) résulte de (4.3.2) et de (2.3.4); (4.3.6) résulte

alors de (4.3.1) et de (4.3.7); enfin, (4.3.8) est une conséquence immédiate de
(4.3.6) et (4.3.7).

Appendice. — Détermination effective des sommes de Gauss et de Jacobi.

A.1. Commengons par les sommes de Jacobi (et limitons-nous au cas
de deux caractéres). Le probléme est le suivant: étant donné un corps fini %,
et deux caractéres multiplicatifs y et  de k, donnés explicitement, déter-
miner directement (c’est-a-dire sans remonter & la définition) et sans ambi-




_ 48 —

guité la valeur de lentier algébrique 7 (y, ¥). Ce probléme est difficile en
général, mais, pour k = F, et y,  d’ordre peu élevé, il peut €tre résolu de
fagon élémentaire. Voyons-le sur deux exemples:

Exemple 1. — Posons p = e*™/3, 4 = Z [p]; soit p un nombre premier
= 1 (mod 3), et soit p = A1 sa décomposition en facteurs irréductibles dans
A, A et A étant entiérement déterminés (2 la conjugaison prés) par la condi-

tion A = 1 = 1 (mod 3). Posons k = 4/14 ~ F, et soit (7) le symbole
3
de restes cubiques modulo A dans A, défini pour tout x € 4 par

X
(A.1.1) (—/—1—> = 0, si x = 0 (mod A); une puissance de p, sinon;
3

(;) = x?~ D73 (mod 1) dans les deux cas.
3

Ce symbole s’identifie 2 un caractére multiplicatif d’ordre 3 de k, qu'on
notera y. On peut alors envisager la somme de Jacobi 7 (y, ¥), qui est un
¢lément parfaitement déterminé de A:

PropOSITION 11. — Ona n(y, y) = — A

Démonstration. — Posons 7 = 7 (x, x) . (A.1.1) et la définition de yx
permettent d’écrire w = Y y(x)x(1-x) = > P(x) (mod 1), avec

xek xek
P(X) = X@"DBA_x)»~D3: comme deg(P) =2(p—-1)/3 <p — 1,
cette somme est nulle (dans k = A/AA; voir chap. 3, th. 2), et © est donc
divisible par A; mais par ailleurs nt = p (prop. 9, cor. 1): = est donc un
facteur irréductible de p dans A. Au total, © est donc associé a A dans A4,
et on a © = ¢/, ¢ étant une racine 6-iéme de I'unité. Soient maintenant
une racine primitive p-iéme de I'unité dans C, f le caractére additif de k
défini par f(x) = {*(xek), et t la somme de Gauss 7 (x | B); on a 13
= pr (prop. 9, cor. 2), donc, puisque p = 1 (mod 3), 7 = 7> = ( ), x(x)¢%)?

xek¥*
=Y PP = ) 3* = — 1 (mod 3) (noter que *>(x) = 1 pour tout
xek* xek*
x € k* et que {3 est une racine primitive p-iéme de l'unité).
En résumé, on a donc 7 = g4 = — 1 (mo 3), avec 4 =1 (mod 3)
et ¢ = une racine 6-iéme de I'unité: ceci implique ¢ = — 1 (essayer les six

valeurs possibles de ¢), donc finalement n = — 4, C.Q.F.D.
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Exemple 2. — Posons i = / — 1,4 = Z [i]; soit p un nombre premier
= 1 (mod 4), et soit p = A4 sa décomposition en facteurs irréductibles dans
" A, J et 1 étant entiérement déterminés (3 la conjugaison prés) par la condi-
tion A = 1 = 1 (mod 2 + 2i). Posons (comme dans I'exemple 1) k = A/AA4

~ F,, soient (7) et <7> les symboles de restes quadratiques et biqua-
2 4

~ dratiques modulo A dans A (définis comme le symbole de restes cubiques
dans I’exemple 1), et soient ¢ et y les caractéres multiplicatifs de k& corres-

pondants.

ProOPOSITION 12. — On a n (@, Y) = — A

Démonstration. — Posons 7n = 7w (@, ). On vérifie immédiatement,
comme pour la proposition 11, que = = &/, ¢ étant maintenant une racine
4-itme de 'unité. On peut déterminer ¢ par un argument géométrique tres
élégant, dt & Jacobi, et dont on verra une autre application au chapitre 9
(sect. 5.2). Soit N le nombre de solutions dans k? de I’équation X* + Y2
= 1; comme p = 1 (mod 4), k contient quatre racines 4-i€mes de 1’unité
(chap. 1, prop. 7, (ii)), et cette équation admet deux solutions (x, y) telles
que x = 0, quatre solutions (x, y) telles que y = 0, les autres solutions
(x, y) (telles que xy # 0) se groupant huit par huit de fagon évidente; ainsi,
N = 6 (mod 8). D’autre part, on verra au chapitre 6 (sect. 3.3, formule
(3.3.2)) que

(A.1.2) N=p—-1+n(p,¥)+7n(o,¥) =p—1+4+n+7;

posons alors w = a + bi (a,be Z); (A.1.2) donne dans ces conditions
a =3 (mod 4) lorsque p = 1 (mod 8), et a = 1 (mod 4) lorsque p = 5
(mod 8); comme p = a® + b*, on voit d’autre part que b = 0 (mod 4)
lorsque p = 1 (mod 8), et que b = 2 (mod 4) lorsque p = 5 (mod 8); ainsi,

dans les deux cas, —n = —a — bi =1 (mod 2 + 2i), donc — ¢l = A
- (mod 2 + 2i), donc ¢ = — 1 (essayer les quatre valeurs possibles de ¢),
et finalement 7 = ¢4 = — 1, C.Q.F.D.

Pour d’autres exemples analogues, voir [8], pp. 465-469.

A.2. Passons aux sommes de Gauss. Le probléme est maintenant de
déterminer sans ambiguité une somme 7 (y | B), x et B étant deux caractéres
d’un corps fini k, 'un multiplicatif, Pautre additif, et supposés donnés expli-
citement. Si é est ordre de y, il est en général possible, au moins pour les

L’Enseignement mathém., t. XIX, fasc. 1-2. 4
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petites valeurs de J, de déterminer explicitement  (x | p) = t(x [ By a
l'aide de la formule (3.3.4) (prop. 9, cor. 2). On peut alors écrire 7 (x | B)
= &7, € €tant une racine J-icme de 'unité, et 7, étant un nombre complexe
enticrement défini par les deux conditions 7,° = o (¥ [ B), 0 <arg(ty)
< 27/é. Le probléme est donc de déterminer explicitement &: sauf pour
0 = 2, ce dernier probléme n’est pas résolu complétement a I’heure actuelle;
c’est ce qu’illustrent bien les deux exemples suivants:

Exemple 1. — Soient p un nombre premier impair, kK = F,, ¢ le caractére
de Legendre de k, et B le caractére additif de k défini par B (x) = e?™*/P
(xek). Posons t = 1 (¢ | f); T est un nombre complexe parfaitement
défini, et la proposition 7 montre que t* = ¢ (=1 p = (=1~ Y12 p d’ou

+ p'/?, si p = 1(mod 4),

(4.2.1) ¢ = ‘
+ ipl/2, si p = 3(mod 4).

Probléme (dit « du signe de la somme de Gauss »): dans les formules (A.2.1),
quel est, en fonction de p, le « bon » signe ? En fait, c’est toujours le signe + ;
mais, alors que le calcul de 72 est immédiat, la détermination du signe de t
est relativement difficile (Gauss lui-méme mit, parait-il, huit ans a trouver

une solution...). A ce sujet (et notamment pour une démonstration), voir
[8], pp. 469-478.

Exemple 2. — Reprenons les hypothéses et notations de I’exemple 1
(sect. A.1), et soit f le caractére additif de k défini par B (x) = e*™*/? (x e k).
Posons maintenant © = 7 (¥ | p) (cette somme de Gauss est dite tradition-
nellement « somme de Kummer »); c’est un nombre complexe parfaitement
défini, et la proposition 9 (cor. 2) montre que 1> = pn(x, y) = — Ap
(sect. A.1, prop. 11). Si alors 1, désigne la racine cubique de — Ap (dans C)
telle que 0 < arg(7y) < 27/3, on a

(4.2.2) T = ¢1,, avec & = 1, p ou p>.

Probléme (dit « de la somme de Kummer »): dans la formule (A.2.2), quelle
est la « bonne » valeur de ¢ ? Ce probléme, posé dans les années 1840/1850
par Kummer (entre autres) n’est toujours pas résolu (voir [8], pp. 478-489).
Cassels a formulé récemment une conjecture conforme aux valeurs numé-
riques de t effectivement calculées pour p <5000 (et p =1 (mod 3)),
mais cette conjecture reste a démontrer (voir Cassels (1970)).

Le cas 6 = 4 est également examiné (mais non résolu !) dans [8], pp. 489-
494,
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Notes sur le chapitre 5

§ 1: le fait que F,* est en dualité avec lui-méme par (x,y) > e2™xyIP est
évident, et connu « depuis toujours ». Les caractéres multiplicatifs de F,
se sont introduits progressivement a partir du milieu du XVIIIe siécle avec
I’étude des restes quadratiques (Euler, Legendre, Gauss), cubiques (Gauss,
Jacobi, Eisenstein) et biquadratiques (Gauss, Jacobi).

§ 2: les sommes de Gauss apparaissent (sous la forme déguisée des
périodes cyclotomiques) dans la derniére section des Disquisitiones Arithme-
ticae: Gauss les utilise pour étudier, avant la lettre, le groupe de Galois de
’extension Q (e*™/?)/Q; a ce sujet, voir par exemple [8], pp. 453-460. Par
la suite, les sommes de Gauss reparaissent systématiquement dans les tra-
vaux arithmétiques de Gauss, Jacobi, Eisenstein, Kummer, Stickelberger,
en relation notamment avec 1’étude des lois de réciprocité, et avec la repré-
sentation des nombres premiers par des formes quadratiques binaires a
coefficients entiers; pour une synthése de ces travaux, voir le livre centenaire
de Bachmann (Die Lehre von der Kreistheilung, Teubner, Leipzig, 1872),
ainsi que Stickelberger (1890). (L’utilisation de la somme de Gauss 7

x . . r cor * :
= ¥ (_> e?™*/P pour démontrer la loi de réciprocité quadratique
x mod p\ P

est bien connue: voir [8], pp. 116-117, ou [17], chap. 1, sect. 3.3).

§ 3-4: les sommes de Jacobi apparaissent également dans les travaux
mentionnés ci-dessus; elles y sont définies a partir des sommes de Gauss par
une formule qui coincide avec la formule (3.3.2). Elles sont étudiées systé-
matiquement chez Stickelberger (1890), Davenport-Hasse (1934) et Weil

(1949) (ce dernier article contient d’ailleurs d’intéressantes indications
historiques).

CHAPITRE 6

EQUATIONS DIAGONALES (II)

Ce chapitre utilise les propositions 3 et 5 du chapitre 5 pour établir des
formules donnant le nombre exact N (b) de solutions dans k" d’une équation
diagonale a, X' + ... + a,X,%" = b a coefficients dans k (k désigne toujours
un corps fini & g éléments). Ces formules font intervenir des sommes de




Gauss et de Jacobi; si on sait calculer ces sommes, on obtient explicitement
N (b); sinon, I’évaluation du module des sommes de Gauss et de Jacobi
donnée au chapitre 5 (prop. 8, prop. 9, cor. 1 et prop. 10, cor. 1) permet
d’écrire une estimation approchée de N (b); cette estimation est (sauf dans
des cas exceptionnels) de la forme N (b) = ¢"~ ! + O (¢" ®/%), ¢ étant
considéré comme « infiniment grand », et la constante impliquée par le O
ne dépendant que du nombre de variables n et des degrés partiels d;: c’est
14 un type de résultat dont on a déja vu un exemple au chapitre 4 (th. 6,
cor. 1), et qu’on retrouvera systématiquement au chapitre 8.

Dans tout le présent chapitre, les notations sont les suivantes: k désigne
un corps fini & ¢ = pf éléments; n est un entier > 2; ay, ..., a, sont n élé-
ments de k, qu’on suppose tous différents de 0; d, ..., d, sont n entiers > 1;
F désigne le polyndome diagonal a; X, + ... + ¢,X,%*; b est un élément
quelconque de k; N (b) désigne le nombre de solutions dans k" de
I’équation F = b; si b = 0 (équation « sans second membre » ou « sans
terme constant »), on écrit N au lieu de N (0); enfin, pour i = 1, ..., n,
on pose 9; = (q—1,d;) et h; = (g—1)/9,.

§ 1. Equations diagonales sans terme constant.

On s’intéresse d’abord au cas ou b = 0, et on cherche a évaluer N
= N (0). La lettre  désigne un caractére additif non trivial de k, fixé une

fois pour toutes.

1.1. On aura besoin du résultat suivant:

LEMME 1. — Soient y un caractére additif non trivial de k, d un entier
> 1, et y un caractére multiplicatif de k, d’ordre 6 = (q—1, d). Alors
o—1
(1.1.1) L e =3 .
xX€ J=

Démonstration. — Si, pour tout a € k, m (a) désigne le nombre de solu-
tions dans k de ’équation X¢ = g, le membre de gauche de (1.1.1) peut
évidemment s’écrire Y. m (a) y (@); mais on a vu (chap. 5, prop. 5) que

ack
5-1 5—1
m (a) est égal & Z %’ (a); ledit membre de gauche vautdonc Y, ) ¥/ (a) y (a),
Jj=0 aeck

Jj=
ce qui se decompose en

Z (070 + ) X’@y@ + Z Y @)y (a);

ack* Jj=1 aeck*
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dans cette somme de trois termes, le premier vaut 1 (chap. 5, convention
(1.4.1)), et le second, qui est une somme de Gauss correspondant au carac-
tére multiplicatif trivial ¥° et au caractére additif non trivial y, vaut — 1
(chap. §, sect. 2.2, (i)). Seul reste donc le troisiéme terme, évidemment égal
au membre de droite de (1.1.1): le lemme est ainsi prouvé.

1.2. Calculons alors N; partons de la formule (1.3.1) du chapitre 5,
et isolons, dans la somme de droite, les g" termes (égaux a 1) correspondant
ay = 0; il vient

N=qg""+q" ) ¥ BOF®),
- yYek* xekn
ou encore, compte tenu de la définition de F et du fait que f est un caractére
additif,
(1.2.1) N=g""+4q7"Y [IB(GY),
1

yek* i=

avec par définition B (i, y) = ) B (ya,x*); le lemme 1, appliqué au carac-

x;ek
tére additif non trivial y = Pya;» €t la proposition 6 du chapitre 5, per-
mettent de transformer le second membre et d’écrire
6;—1

(1.2.2) By = T 7 () ().

Ji=
Désignons alors par 6 un caractére multiplicatif d’ordre g — 1 de k, fixé
une fois pour toutes (par exemple celui défini au chapitre 5 par (1.4.2)) et
faisons y; = 0"; (1.2.2) devient

6;—1
(1.2.3) B(i,y) = Y 0% (ya) (6t

Ji=1
Notons J I’ensemble des vecteurs entiers §J= (1) tels que 1<,
<9d;— 1 pour i =1,..,n; pour tout jeJ, posons s(j) = j, /6, + ...
+ Ju/04; désignons par I le sous-ensemble de J formé des J tels que s (j) soit
entier; enfin, pour tout i € J, posons
(1.2.4) CH =[] 0™ (a); TG = [] (0%,
i=1 '

i=1

Avec ces notations, (1.2.1) et (1.2.3) donnent

(1.2.5) N =g 447" ZJ SHCH TG,
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S (j) désignant (provisoirement) la quantité Y 0@~ s® (3); mais les
yek*
relations d’orthogonalité (1.1.1) (chap. 5, sect. 1.1) montrent que S(j) = O,

sauf si (q—1) s (j) est divisible par g — 1 (c’est-a-dire si s (j) est entier, donc |
par définition si je I) auquel cas S(j) = q — 1; cette remarque permet,
dans (1.2.5), de limiter la sommation aux je I, et de remplacer tous les
termes S (j) par ¢ — 1; on arrive ainsi au résultat suivant:

THEOREME 1. — L ’ensemble I et les quantités C(j) et T (j) étant définis
comme ci-dessus, le nombre N de solutions dans k" de [’équation diagonale
F = 0 est donné exactement par
(1.2.6) N=¢"+¢"@-D2LCOTW.

je

COROLLAIRE 1. — Si A, = card (1), on a l’inégalité

(1.2.7) IN —g"" 1 [ < A (g—-1D g™,

Démonstration. — 1l suffit de remarquer que, dans la formule (1.2.6),
chaque quantité C (j) est une racine de I'unité, donc un nombre complexe
de module 1, et que chaque quantité 7 (j) est un produit de » sommes de
Gauss non triviales relatives a k, donc un nombre complexe de module
q"'? (chap. 5, prop. 8).

COROLLAIRE 2. — Si A, = card (J) = (0,—1) ... (6,—1), on a [l’iné-
galité

(1.2.8) IN — g1 | < 4,q"7 .

Démonstration. — C’est une conséquence immédiate de (1.2.7), puisque
A; <A, (eneffet, ] =« J)et que g — 1 <gq.

La constante 4, ne dépend essentiellement que du degré d = sup d;
de F, et du nombre de variables » figurant dans F'; d’autre part, pour n > 3,
on a évidemment n/2 <n — (3/2); le corollaire 2 permet donc d’énoncer
ceci:

COROLLAIRE 3. — Il existe une constante A, ne dépendant que du degré et
du nombre de variables de F, et telle que (sin >3)

(1.2.9) IN — g" 1| < A,g"= G,

Ainsi, pour n > 3, U'hypersurface F = 0 (qui est alors absolument irré-
ductible, ce qui ne serait pas le cas pour n < 2) a un nombre N de points
rationnels sur k qui est voisin (en un sens bien précis) de ¢" " ': ce ¢"*
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est lui-méme le nombre de points rationnels sur k£ de n’importe quel hyper-
plan défini sur k. Ce corollaire 3 montre également que si g est supérieur a
une certaine constante ne dépendant que de d et »n, alors N > 1: I’équation
F = 0 admet donc une solution dés que g est assez grand.

Le corollaire 3 est un cas particulier d’un résultat trés général qui sera
démontré au chapitre 8 (th. 4): on examinera plus en détail a cette occasion
les conséquences qu’on peut tirer d’une inégalité telle que (1.2.9).

Revenons au corollaire 1; si [ est vide, on a 4, = 0; ainsi:

COROLLAIRE 4. — Si [’ensemble I est vide, on a N = q"~ 1.

Un cas ou 7 est vide est celui ot 'un des J; est égal a 1 (on a mé€me alors
A, = 0); mais dans cette situation, I’égalité N = ¢g"~ ! peut se prouver
directement: il suffit de remarquer (comme au chap. 4, sect. 3.1) qu'on
ne modifie pas N en remplagant dans F les d; par les J;, et de noter par
ailleurs que si dans une équation diagonale I’'un des exposants (disons d,)
est égal a 1, alors le nombre total de solutions de I’équation est ¢g"~!: car
on peut se fixer arbitrairement les valeurs de X,, ..., X, dans k (d’ou g" !
possibilités), et F = 0 devient alors une équation du premier degré en
I’'unique variable X;.

Un cas plus général ol [ est vide est celui oll 'un des entiers §; est
premier avec les n — 1 autres (on laisse au lecteur le soin de le vérifier);
ceci se produit notamment si I'un des d; est premier avec les n — 1 autres.
Exemple: quel que soit g, des équations telles que

X?4+Y34+2Z23=0; X?’4+Y24+2Z°5=0,

admettent exactement g* solutions sur k = F,.

Un autre cas ol [ est vide est celui ol n est impeir, et olt d; = 2 pour
i =1,..,n; ce cas a déja été vu au chapitre 4, section 4.3, (3), et sera
examiné a nouveau dans la section 3.1 ci-dessous.

§ 2. Eguations diagonales avec terme constant.

On suppose maintenant b # 0, et on cherche a évaluer N (b).

2.1. Deésignons par L (U) = L (Uy, ..., U,) la forme linéaire b~ 'a, U,
+ ... + b7 'a,U,, et pour tout i (1 <i<n) et tout u; ek, notons m; ()
le nombre de solutions dans k de I’équation & une variable U,: Ul =y,
(chap. 5, sect. 1.5); x; désignant un caractére multiplicatif de & d’ordre 0;
= (¢—1, d;), on a alors (loc. cit., prop. 5)
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. 4;—1 N
(2.1.1) m(u) = ) %' (w);
Jji=0
par ailleurs, il est clair que
(2.1.2) N(b) = > my(uy)...m,(u,),

ueH

H désignant I’hyperplan affine de k" formé des points u = (uy, ..., 4,) tels
que L (u) = 1; (2.1.1) et (2.1.2) donnent alors

n 6;—1

(2.1.3) Ny =) JI X ' ).

ueH i=1 j;=0

Isolons dans le membre de droite les g"~ ! termes (égaux & 1) correspondant
aj = 0 (c’est-a-dire a (74, ..., j,) = (0, ..., 0)) et, pour les autres, interver-
tissons 'ordre des sommations; il vient

(2.1.4) N®) =q""+ ) 2 H ' (uy) .

170 ueH i=

Or, un raisonnement analogue a celui fait au chapitre 5, section 4.2, montre
que si j n’est pas nul, mais si I’'une au moins des composantes j; de j est nulle,
n
alors Y [] x”* (u) = 0; (2.1.4) se réduit donc a
ueH i=1

n

(2.1.5) NB) =¢7' + 3 T I o),

ieJ ueH i=

J ayant la mé€me signification qu’au paragraphe 1.

Effectuons alors le changement de variables u > x défini par x; =
= b™Yau; (1 <i < n), et désignons par H, I’hyperplan affine de k" formé
des x = (x, ..., x,,) tels que x; + ... + x, = 1; (2.1.5) devient

@1 NG =¢+ LI 207 a) ¥ T 1

ieJ i= er1

n

La quantité Y [] z/* (x;) n’est autre que la somme de Jacobi = (y,7%, ...,
xeH) i=1

¥ ™) (chap. 5, déf. 3), quon notera = (j) pour alléger Décriture;
convenons d’autre part, pour tout j € J, de poser

(2.1.7) C(b,)) = '=1—[12iji (b~'a));



(si on fait y; = 0" comme au paragraphe 1, on a en particulier C (1, i)
= C(j)); on arrive alors a ceci:.

THEOREME 2. — Le second membre b étant supposé non nul, et les quantités
C(b,]) et n(j) étant définies comme ci-dessus, le nombre N (b) de solutions
dans k" de 1’équation diagonale F = b est donné exactement par

(2.1.8) N@®) =4q""+ ) Ch, D).
jed
COROLLAIRE 1. — Posons (comme dans le corollaire 2 du théoréme 1)
A, = card (J) = (6,—1) ... (6,—1); on a alors l’inégalité
(2.1.9) IN(b) — g"* | < Apq® V72
Démonstration. — 11 suffit de remarquer que dans la formule (2.1.8),

chaque quantité C (b, j) est une racine de I'unité, donc un nombre complexe
de module 1, et que chaque quantité 7 (j) est une somme de Jacobi non
triviale a n caractéres relative a k, donc un nombre complexe de module au
plus égal & ¢‘*~ 1'% (chap. 5, prop. 10, cor. 1).

Pour n > 2, on a évidemment (n—1)/2 < n — (3/2); ainsi:

COROLLAIRE 2. — I] existe une constante A ,, ne dépendant que du degré
et du nombre de variables de F, et telle que (si n > 2)

(2.1.10) IN(b) —q" 1| < Ag"" G2,

Ce corollaire appelle naturellement les mémes remarques que le corol-
laire 3 du théoréme 1. '

2.2. Supposons toujours b # 0, et soit N, le nombre de solutions dans
k"*1 de I’équation diagonale sans second membre

(2.2.1) a X"+ ..+ a0, X - bX1T] =0;
on vérifie sans peine que N, N (b) et N, sont liés par
(2.2.2) Ny, =N+ (@—-1)N(b);

mais le théoréme 1 permet d’exprimer N et N, a 'aide de sommes de Gauss:
(2.2.2) permettrait donc également d’exprimer N (b) & I’aide de sommes de
Gauss; la formule qui en résulterait est peu maniable, et il est inutile de
Pécrire ici explicitement: signalons simplement que cette formule est iden-
tique & celle qu’on pourrait déduire de (2.1.8) en appliquant la proposition 10
du chapitre 5 & chacune des sommes de Jacobi 7 (j) qui y figurent.
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§ 3. « Exemplis gaudeamus ».

A titre d’application des théorémes 1 et 2, on va calculer dans ce para-
graphe le nombre de solutions de certains types simples (et classiques)
d’équations diagonales.

3.1. On s’intéresse d’abord aux équations de la forme
a; X + ... +a,X,> =b;

on peut se limiter au cas oll p est impair; ¢ = p’ est alors impair, et on a
0; = 2 pour i = 1, ..., n; ’ensemble J des paragraphes 1 et 2 est formé
du seul élément j = (1, ..., 1); enfin, les caractéres y; = 0¥~ V/% sont tous
égaux & l'unique caractére d’ordre 2 de k*, c’est-a-dire au caractére de
Legendre de k, qu’on notera ¢ (voir chap. 5, sect. 1.5).

(1) Supposons d’abord »n impair. Si b = 0, on utilise le corollaire 1 du
théoréme 1, en remarquant que 7 est vide: on a donc N = ¢"~ 1. Si b # 0,
on utilise le théoréme 2, qui donne ici

(3.1.1) NOb =q" 4+ ™ay...a)n(p,...,0);

comme @" = @ #eetque d = @, on an(e,.., ¢) =1(p)" et (p)?
= gp (—1) (chap. 5, prop. 10, (ii) et prop. 7); ainsi,

(3.1.2) (@, ..y @) = (q@ (1)) 172,
le rapprochement de (3.1.1) et (3.1.2), et le fait que ¢ vaut 1 sur les carrés
et — 1 sur les non carrés de k*, permettent alors de conclure: |

PROPOSITION 1. — Pour n impair (et p # 2), le nombre N de solutions
dans k* de 1'équation a,X,*> + ... + a,X,> = b (ou les a; sont supposés
tous différents de Q) est donné par les formules suivantes :

@ Sib=0,N=q"".
g+ g2 s (=) D2, g,bek*?,

(i) Sib #0,N = { "t — g2 i (=)D a,b k.

(2) Supposons maintenant n pair. Si b = 0, on utilise le théoréme 1, en
remarquant que I = J; on trouve

N=q¢""+qgg-Dea...a)t(@);
mais 1 ()" = (t (¢)*)"* = (g (—1))"?; ainsi
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(3.1.3) N=gqg"'+q'@-Do((-D"%ay...a,)q"?.
Si b # 0, on utilise le théoreme 2, en remarquant que
(g, 0) = —@(=D1(e)> = —p(=D(qe(-1)"™>"

(chap. 5, prop. 10, (i) puis (ii), et prop. 7; noter que ¢" = &). Au total:

PROPOSITION 2. — Pour n pair (et p # 2), N est donné par les formules
suivantes :
. gl gt — gD i (=1 2ay ... a, €k*?,
1) Sib=0,N = -1 /2 (n/2)-1 : n/2 %2
A , si (=D ay ... a,¢k*;
{ gt —q®Dt i (=DYay ... a,ek*?,

g""t + gD si (=1)"%a ... a, Ek*2.

(i) Sib#0,N =

On retrouve ainsi, et de maniére plus naturelle, les résultats du chapitre 5,
section 4.3, (3) et (4).

3.2. On s’intéresse maintenant aux équations de la forme a,X ;"
+ a,X,® = b, avec a,, a, et b # 0. Pour simplifier, on écrira X, Y au
lieu de X, X,, et on se limitera aucas ot a; = a, = b = 1; on supposera
d’autre part ¢ — 1 divisible par d, et d, (on a toujours le droit de le faire:
voir chap. 4, sect. 1.3 et 3.1). Si alors on note y, et x, des caractéres multi-
plicatifs d’ordre d, et d, de k, et si J désigne I’ensemble des couples d’entiers
(i, 7o) tels que 1 <j;, <d; — 1, 1 <j, <d, — 1, le théoréme 2 permet
d’énoncer: |

PROPOSITION 3. — Le nombre N de solutions sur k de I’équation X*
+ Y% = 1 est donné par
(3.2.1) N =gq+ ) n(u' 0.
iedJ

3.3. La proposition 3 permet notamment de calculer le nombre de
points rationnels sur k de certaines courbes de genre 11).

(1) La courbe Y* = 1 — X3 (avec g = 1 (mod 6)). Si ¢ désigne le carac-
tére de Legendre et si y est un caractére d’ordre 3 de k* (donc tel que y?
= j), (3.2.1) donne

(3.3.1) Ni=q+n(e,0) +7n(p, ).

1) Les exemples ci-dessous resserviront aux chapitres 8 et 9.
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|

(2) La courbe Y?> = 1 — X* (avec ¢ = 1 (mod 4)). Si ¢ désigne toujours
le caractére de Legendre, et si i est un caractére d’ordre 4 de k* (donc
tel que Y* = ¢ et > = ), (3.2.1) donne

(3.3.2) N, =q—14+7a(p,¥) +n(p,¥).

(Se rappeler que 7 (¢, ) = — @ (—1), et noter que ¢ (—1) = 1, puisque
g = 1 (mod 4), et que — 1 est donc un carré dans k).

(3) La courbe Y*® =1 — X3 (avec ¢ = 1 (mod 3)). Si y désigne un carac-
tére d’ordre 3 de k* (donc tel que ¥* = %), (3.2.1) donne

(3.3.3) Ny =q—-2+7n(x) +n0, 0.

(Noter que 7 (x, 1) = n (%, x) = — x(—1): chap. 5, prop. 9, (i); et remar-
quer que y (—1) = 1, puisque — 1 = (=1)3).

3.4. Considérons maintenant la courbe V, d’équation Y* = X — X3;
elle est également de genre 1 (on suppose pour simplifier ¢ = 1 (mod 4));
I’équation, en revanche, n’est plus diagonale: on peut toutefois, griace a
(3.3.2), calculer le nombre N, de points de C, rationnels sur k; en fait (et
avec les notations de la section 3.3, (2)):

Un procédé de démonstration est le suivant (on laisse au lecteur le soin
de régler les détails); tout d’abord, la congruence ¢ = 1 (mod 4) entraine
que — 1 est un carré dans k, et que — 4 est une puissance 4-iéme dans k:
pour vérifier ce dernier point, appliquer les « lois complémentaires »

(:—__1.) - (__1)(1’—1)/2’ (;) — (_1)(;;2—1)/8
p

([17], p. 15), et se rappeler que g = p’; soient donc a et i deux éléments de k
tels que i2 = — 1, a* = — 4, et a*> = 2i. Soient d’autre part V,, V, et V
les courbes d’équations respectives Y% =1 — X*, Y? = g* — X* et
2a*Y? = X + X3, et soient N,, N, et N4 leurs nombres de points rationnels
sur k (toutes ces courbes sont considérées comme affines). Il est clair que
N, = N,, et comme 2a*> = 4i, on voit également sans peine que N, = N,:
compte tenu de (3.3.2), il suffit alors de prouver que N, = N, + 1, ce qui
se déduit facilement de Iexistence d’une application birationnelle A: V¥,
— V,, définie par

A(x,y) = (X*/(y+a?), x/(y+a?).
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La relation (3.4.1) (Cest-a-dire 1’égalité N, = N, + 1) peut aussi se
démontrer en appliquant aux deux polyndémes P, (X) = 1 — X et Py (X)
— X — X3 le lemme suivant (qui se prouve sans difficulté):

LEMME 1. — (On suppose p # 2). Soit P (X') un polynéme a une variable
X et a coefficients dans k. Si ¢ désigne le caractére de Legendre de k, le
nombre Np de solutions sur k de I’équation Y 2 = P(X) est donné par

(3.4.2) Np=q+ Y ¢(Px).

xek

Au sujet de cette seconde méthode, voir Morlaye (1972).

3.5. Dans la section 3.3, on a supposé ¢ congru 2 1 modulo 6 (ou

modulo 4, ou modulo 3) pour pouvoir calculer Ny, N, et N3 par application
- directe de la proposition 3. On laisse au lecteur le soin de vérifier (ce qui est
~ immédiat) les assertions suivantes:

sig= —1(mod 6),ona Ny =¢q;siqg= —1(mod4),ona N, =gq
‘} +1;5ig= —1 (mod 3), on a Ny = q; enfin, si g = — 1 (mod 4), on a
; N4=q.

Notes sur le chapitre 6

§ 1-2: le lien entre nombre de solutions d’une congruence diagonale

' modulo p et sommes de Gauss et de Jacobi avait déja été remarqué par
 Gauss et Jacobi eux-mémes, notamment pour les congruences aX>? — 5Y?

= 1(mod p), aX* — bY* =1 (mod p), Y?> = aX* — b (mod p); a ce sujet,

" voir Weil (1949), pp. 497-498. La congruence X" + Y" + 1 = 0 (mod p)

17 §
oy

i
{

E

a été étudiée par Libri (1832) pour n = 3, 4, puis, beaucoup plus tard, par
Pellet, Jacobsthal, ainsi que Dickson (1909), Hurwitz (1909), Schur (1916),
Mordell (1922), etc., pour n quelconque, en relation avec le théoréme de
Fermat. La congruence X,* + ... + X} = m (mod p) a été étudiée notam-
ment par Hardy-Littlewood (1922) dans leurs travaux sur le probléme de
Waring. Le théoréme 2, pour deux variables, est dii & Davenport-Hasse
(1934), et, indépendamment, a Hua-Vandiver (1949, a; b) et Weil (1949)
pour un nombre de variables quelconque.

§ 3: les propositions 1 et 2 (pour g = p) figurent déja dans Lebesgue
(1837), ou elles sont d’ailleurs démontrées d’une autre maniére. La propo-

- sition 3 et les exemples de la section 3.3 sont empruntés & Davenport-Hasse
¢ (1934). Le lien entre nombre de solutionsde Y% = X — X3 et de Y? = 1

— X* semble avoir été remarqué (incidemment) pour la premiére fois par
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Jacobsthal (1907). Pour ¢ = p = 1 (mod 4), la formule (3.4.1) peut, avec les
notations de I’appendice du chapitre 5 (sect. A.1, exemple 2) et compte de
la proposition 12 (ibid.), s’écrire N, = p — ) — A. Plus généralement, si
DeZ, et si N,(D) désigne le nombre de solutions de la congruence Y?
= DX — X3 (mod p) (ou, ce qui revient au méme, de ¥Y? = X3 — DX

(mod p)), on a
N0 = —(2) 2= (2) 1.
. )—p_<i)4 _<Z>4 ’

cette formule est due a Davenport-Hasse (1934), et a été redémontrée par
Rajwade (1970); Morlaye (1972) vient de donner une version élémentaire
de la démonstration de Davenport-Hasse. La courbe Y? = X3 — DJX,
considérée comme variété abélienne de dimension 1 définie sur Q, a servi
de « banc d’essal » aux conjectures de Birch et Swinnerton-Dyer ; voir Birch-
Swinnerton-Dyer (1965), ou Cassels-Frohlich, Algebraic Number Theory,
chap. XII (Academic Press, 1967).

CHAPITRE 7

THEOREME D’AX

Le résultat central de ce chapitre est le théoréme suivant, di 2 Ax (1964),
et qui précise le théoreme de Chevalley-Warning (chap. 3, sect. 1.1):

THEOREME 1. — Soient k un corps fini @ q = p’ éléments, F un polynéme
de degré d, a n variables et a coefficients dans k, et b le plus grand entier
strictement inférieur a n/d. Si alors N désigne le nombre de zéros de F dans
k", N est divisible par q°.

La démonstration de ce théoréme est un peu analogue a celle du théo-
réme 1 du chapitre 6 (ou plus précisément de son corollaire 1): elle consiste
(du moins en principe): (1) a exprimer N a ’aide de sommes de Gauss, donc
d’entiers du corps L des racines p (¢—1)-iémes de I'unité; (2) a calculer la
« valeur absolue 3-adique » de ces sommes en chaque idéal premier 3 de
L au-dessus de p; (3) & en déduire enfin 'inégalité | N |, <| ¢”

p’Oﬁl'lp
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désigne la valeur absolue p-adique dans Q: cette derniére inégalité équivaut
bien & ¢° | N.

En fait, on travaillera avec les valuations P-adiques, et non avec les
valeurs absolues; d’autre part, la phase (2) de la démonstration (qui est
indépendante de la phase (1)) sera traitée en premier, au paragraphe 1;
les phases (1) et (3) seront traitées au paragraphe 2. Quelques conséquences
ou généralisations du théoréme 1 (et notamment 1’extension du théoréme 1
au cas d’un systéme d’équations) sont indiquées au paragraphe 3.

§ 1. Relations de Siickelberger.

1.1. Soit k un corps fini & ¢ = p’ éléments. Notons w et { une racine
primitive (g— 1)-iéme et une racine primitive p-iéme de 1’unité dans le corps
des nombres complexes, posons K = Q(w), L = Q(w, Q) = K(7), et
soient 4 I’anneau des entiers de K et B I’anneau des entiers de L. Les théo-
rémes généraux sur la décomposition des idéaux premiers dans les corps
cyclotomiques (voir [3], chap. 3 et 5, ou [11], chap. IV) permettent d’énoncer :
(1.1.1) L’idéal pZ est non ramifié dans K, il se décompose dans A en
produit de g idéaux premiers de degré f: pA = p;p, ... p,; g est déterminé
par I’égalité fg = [K: Q], et chaque corps résiduel A/p; est isomorphe a k.
(1.1.2) Chaque idéal p; est totalement ramifié dans L, I’indice de ramifica-
tion étant égal & [L: K] = p — 1; la décomposition de p; dans B est de la
forme p;B = P27 1; le degré résiduel en P, | p; est égal a 1, et le corps
résiduel B/PB; s’identifie au corps résiduel 4/p;, donc 2 k.

Il résulte de (1.1.1) et (1.2.2) que l'idéal pZ se décompose dans B de la
fagon suivante:

(1.1.3) pZ = PP, P

Dans ce qui suit, on suppose choisis une fois pour toutes un idéal P, et

I'idéal p; correspondant; on les note simplement B et p, et on identifie B B
et A/p au corps k.

1.2.  Soit maintenant 7* le sous-groupe de L* engendré par ; T* est
cyclique, d’ordre ¢ — 1, et la restriction & T* de I’homomorphisme B
— BB = k est évidemment un isomorphisme de T* sur k*; Iisomorphisme

inverse k* — T* est un caractére multiplicatif d’ordre g — 1 de k, qu’on
notera 0.

1.3. Une derniére notation: pour tout élément non nul « de L, on
notera ord («) 'exposant de B dans la décomposition en facteurs premiers
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de I'1déal fractionnaire «B de B (ord est donc tout simplement la « valuation
P-adique normalisée » de L); les propriétés suivantes sont alors évidentes:
(1.3.1) Quels que soient «, f non nuls dans L, on a

ord («f) = ord(a) + ord (f); ord («+p) > inf(ord (), ord (B)).

(1.3.2) SiaeB, ona ord () >0.
(1.3.3) Siaek, onaord(e) =0 (mod p—1).
(1.3.4) Enfin, ord(p) = p — 1.

((1.3.4) résulte de (1.1.3); pour prouver (1.3.3), commencer par décomposer
dans K l'idéal premier a4 de A, puis utiliser (1.1.2)).

1.4. Soit alors j un entier rationnel, et considérons la somme de Gauss

(1.4.1) (077 ) = Zk*(?"j(X)ﬁ(X),

B étant le caractére additif de k défini par B (x) = 7" (xek; Tr désigne
comme toujours la trace relative & l'extension k/F,); le choix de w, ¢, B,
et d’une identification entre B/P et k, détermine enti¢rement 0 et f; la
somme de Gauss introduite en (1.4.1) ne dépend donc en fait que de j:
on posera pour simplifier ©(j) = © (077 I p); en outre, on pourra se borner
a étudier 7 (j) pour 0 <j < g — 1, puisque 6 est d’ordre g — 1. Cela
étant, la valuation P-adique ord (7 ( 7)) de 7 (j) est donnée par la proposition
suivante, due a Stickelberger:

PROPOSITION 1. — Soit j un entier tel que 0 <j < q — 1, et soit

J =Jjo +jip + ... +jf—1pf—1

[’écriture de j en base p, avec 0 <j, <p — 1 pouri =0, ..., f — 1; posons
0(j) =jo +ji + ... +jr—1 (somme des chiffres de j en base p) ; on a alors :

(1.4.2) ord (t(j)) = o (j).

Démonstration. — Pour tout entier j, posons a priori s () = ord (z (j));
il s’agit alors de prouver que si 0 <j < qg — 1, on a s(j) = a(j); or, la
fonction s posséde les propriétés (i) a (vi) ci-dessous:

(1) Quel que soit j, s (j) > 0; de plus, s (0) = 0.

En effet, 7 (j) est un entier de L, et 7(0) = — 1 est une umté de L.
(Pour I’égalité 7 (0) = — 1, voir chap. 5, sect. 2.2, (1)).
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| (ii) Quels que soient j et k, on a s (j+k) <s(j) + s (k). (k désigne ici un
~ entier: aucun risque de confusion avec le corps k).

Pour jou k = 0, il n’y a rien & prouver, puisque s (0) = 0; pourj + k
=qg—1,onas(j+k) = s(0) =0, et la encore, il n’y a rien a prouver,
- puisque s (j) et s (k) sont non négatifs. Supposons donc 0 <j < g — 1,
O<k<g-—1,etj+ k # q— 1; on a dans ce cas

(1.4.3) (Nt k) = n (077,07t (j+k)

(chap. 5, prop. 9, (ii)), et 'inégalité a démontrer résulte de la premiere for-
mule (1.3.1) et de (1.3.2), puisque la somme de Jacobi = (677, 67%) est
dans B.

(iii) Quels que soient j et k, on a s (j+k) = s(j) + s (k) (mod p — 1).

Pour j ou k = 0, il n’y a rien & prouver, puisque s (0) = O; pour j + k
=g—1,onart(j)rk) = g0 (=1) = p/6(—1), donc, compte tenu de
- (1.3.1) et (1.3.4), s(j) + s(k) = f(p—1) =0 (mod p — 1); on a d’autre
- part s(j+k) = s(0) = 0; la congruence a démontrer se trouve donc
~ établie dans ce cas particulier (la valeur de 7 (j) 7 (k) résulte de la prop. 7 du
~ chap. 5). Supposons maintenant 0 < j < g —1,0<k<g—1letj+ k
£ g — 1; I’égalité (1.4.3) et la premicre formule (1.3.1) donnent

s() +s(k) = s(j+k) 4+ ord(n(077,079);

. la congruence a démontrer résulte alors de (1.3.3), puisque la somme de
Jacobi 7 (077, 07F) est dans K.

(iv) Quels que soient j, et i >0, on a s (jp') = s (j).

En effet, pour tout x ek, on a 677 (x) =077 (xpi); on a ¢également
Tr (xpi) = Tr (x), puisque x et x?* sont conjugués sur F, (chap. 1, prop. 8);
il suffit alors de faire le changement de variable y = x?* dans la formule de
définition de la somme de Gauss 7 (jp’) pour obtenir 7 (j) = 7(jp'), d’olt
évidemment I’égalité & démontrer.

(v) Pour la valeur particuliére j = 1, on a s (1) = 1.

Posons A = { — 1; le polyndme minimal de { sur X (ou sur Q) étant
X7l 4+ L+ X+ 1 =(XP-1D)(X—-1), le polyndbme minimal de A est
évidemment ((X+1)’—1)/X = X*~' + pX?™? + ... + p, donc un poly-
nome d’Eisenstein relativement a p ([11], chap. I1, § 5): il en résulte que

(1.4.4) ord(%) = 1

L’Enseignement mathém., t. XIX, fasc. 1-2. 5
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(utiliser (1.3.4) et la deuxiéme formule (1.3.1)). Ecrivons d’autre part la
définition de 7 (1) en y remplagant { par 1 + A:

() = Y} 07 A +HTH,

xek*

soit, en développant (14 4)T"™) par la formule du bindme et en utilisant
(1.4.4):

(1.4.5) (1) = Y 071 (x)(1+4r(x)) (mod P?),

xek*

r (x) désignant 'unique entier rationnel compris entre 0 et p — 1 et dont
I'image dans F, soit égale a Tr (x). Dans le second membre de (1.4.5), faisons
le changement de variable £ = 0 (x); comme r(x) =1t + P + ... + pf=t
(mod ) (chap. 1, (3.2.1)), la congruence (1.4.5) devient

(1.4.6) t() =Yt + Y 7 ¢+ 4. +t277)  (mod B?);

te T* te T*

mais T* est le groupe des racines (g—1)-iémes de I'unité dans le corps des
nombres complexes; on a donc, pour tout entier rationnel u,

{q——l, siu=0 (modg-—1);

0, sinon;

> -

te T*
comme par ailleurs ¢ = p/ = 0 (mod P?), la congruence (1.4.6) se réduit a
(1.4.7) (1) = — 2 (mod P?);

d’ou évidemment, compte tenu de la deuxieme formule (1.3.1), s(1)
= ord (t (1)) = ord (4) = 1 (utiliser (1.4.4)), C.Q.F.D.

(vi) On aenfin I’égalité . s(j) = f(p—1) (g—2)/2.

0=j<qg—1

En effet, on a déja remarqué (voir la démonstration de (iii)) que

(1.4.8) s() +s(@—1-) =f(p-1;

comme 5(0) = s(g—1) = 0, la relation (1.4.8) donne, en faisant varier j
de 1 a ¢ — 2 et en additionnant,

>, (W+s@@—1-p)=2 3 () =f-D@-2),

0=j<q—-1 0=j<q-1

ce qui implique (vi).



67 —

Ces diverses propriétés étant établies, prouvons maintenant (toujours en
i supposant 0 <j < g — 1) que o (j) = s(j); les propriétés (i), puis (v), puis
(i) et (iii), montrent d’abord que pour 0 <{j<<p — 1, on a s(j) =J
. = j, = 6 (j); les propriétés (ii) et (iv) donnent d’autre part

s() <s(o) +s(Uy) + ..o +50s-1);

comme 0 <j,<p—1pour i=0,..[f—1, ces deux remarques im-
pliquent, pour 0 <j < g — 1,

©(1.4.9) s(G) <jo 41+ e Fipm1 =0

’égalité s (j) = o (j) résulte alors de (1.4.9), de la propriété (vi), et de I’égalite
Y, o(j) =f(p—1)(g—2)/2, qui se vérifie facilement par récurrence sur

0=j<g—-1
f. La proposition 1 se trouve ainsi démontrée.

§ 2. Démonstration du théoréme 1.
Cette démonstration se fera en quatre étapes.

2.1. Introduction du polynéme C (Y). Soit T le sous-ensemble de B
formé de O et des éléments de 7*; pour tout ¢ € T, soit f 'image de ¢t dans k
= B/P; 'application ¢ > f est alors une bijection de T sur k (sect. 1.1 et
1.2), dont la bijection inverse est le caractére 6, prolongé comme toujours
par 0 (0) = 0. Soit d’autre part f le caractére additif de k£ défini par S (x)
= (7™ (x € k); comme card (T') = g, il existe évidemment un polyndme
a une variable Y et un seul, soit C (YY), de degré ¢ — 1, a coeflicients dans
L, et tel que C(¢) = f (f) pour tout ¢ € T; posons

(2.1.1) C(Y) =co+cy Y+ ...+ YT,
LEMME 1. — Avec les notations du paragraphe 1, on a
(21.2)  co =15 ¢41 = —qllg—1); et ¢; = t(j)/(g—1)

pour 1 <j <q—2.

En effet, pour 0 <<j <<q — 1, on a, par définition de 7 (j), de 0 et de
C(Y),

()= 2L 077®BE) = Y tTIp@D = Y I C@®;

xek* te T* teT
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il suffit alors, pour obtenir les relations (2.1.2), de remplacer, dans le membre
de droite, C () par son expression développée ¢, + c1t + ... + ¢, 2971,
et de remarquer comme au paragraphe 1 que

—1,stu=0 (modg-—1);
(2.1.3) Y = {q ot g —1)

te T* 0, sinon.
LEMME 2. — Avec les notations du paragraphe 1, on a, pour tout j tel que
0 <j<q—1, l’égalité

(2.1.4) ord(c;) = o (j).

S1 0 <j < g — 1, il suffit d’appliquer le lemme 1, la proposition 1, et
de remarquer que ord (1/(¢g—1)) =0. Si j=¢g —1, on a j, = j; = ...
=jr-y =p—1, donc o (j) = f(p—1); on a d’autre part (lemme 1)
ord (¢;) = ord(—g¢f(g—1)) = ord(g) = ord (p!) = ford(p) = f(p—1
(sect. 1.3); d’out ord (c;) = o (j) également pour j = g — 1.

2.2. Evaluation de N a l’aide des c;. Commengons par introduire un
supplément de notations; x = (x,, ..., X,) désignera un point quelconque
de k"*1; U désignera I’ensemble des suites u = (uy, ..., u,) d’entiers ra-
tionnels non négatifs telles que ||u|| = u; + ... + u, <d = deg (F);
enfin, si ue U, X" désignera le mondéme X,*! ... X", u’ désignera la suite
(1, uy, ..., u,), et X" désignera le mondme X, X," .. X, " = X, X"
convention analogue pour x" et x* si x e k"*1, etc.

Cela étant, on a (chap. 5, prop. 3)

(2.2.1) N =g "' Y B(xoF(y,....x));

xekn+1
d’autre part, on peut écrire (en notant a,(ue U) les coefficients de F).
F(Xy, ..., X,) = Y a, X", donc XoF (Xq, ..., X;) = Y a,X™; comme f est

ueU ue U
un caractére additif, (2.2.1) peut se réécrire

(2.2.2) N=g" Y ] Bax).

xekn+1 yeU

Posons alors, quels que soient ue U et x;€k, b, = 0(a,) et t; = 0 (x,);
posons également t = (¢y, ..., %,); on a b,eT, t;eT, bt eT, et bt
= aux“'; ainsi,

Blax") = C(bt") = 3 cbJt",

0=j=g—1
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/" signifiant évidemment #,7¢,7*! ... £,7*; et (2.2.2) devient

(2.2.3) N=q' Y J] Y ¢pbt".
 teTn+1l yelU 0=j=q~1
Soit M I’ensemble de toutes les applications de U dans {0, 1,...,q — 1}
(cest-a-dire I’ensemble de toutes les « fagons d’associer un j a chaque u »);
la distributivité de la multiplication par rapport a I’addition permet de
mettre le second membre de (2.2.3) sous la forme

q—l‘ Z Z I‘[ Cj(u)buj(u)tj(u)u' .

jeM teTn+1l yelU

Pour chaque j € M, posons b¥ = []5,/™ (b est donc un élément de T'),
ueU

dési " la suit
et acsignons par e; la suite

Yiu = (i, Y juy, ... i@ u,).

ueU

L’égalité (2.2.3) peut alors s’écrire

(2.2.4) N=qg 'Y by D t9.

jeM ueU te Tn+1

2.3. Réduction du probléeme. Dans (2.2.4), tous les termes du membre
de droite (abstraction faite du facteur ¢~ !) sont dans ’anneau B des entiers
de L; il suffit donc pour prouver le théoréme 1 de montrer ceci:

(2.3.1)  Quel que soit j € M, I’entier algébrique || Ciwy 2 t est divisible
ue U teTn+1

(dans B) par ¢°*1.

Convenons d’écrire g — 1 [ e j' sig — 1 divise chacune des n + 1 compo-
santes de ej', etg— 1) ej' dans le cas contraire; d’aprés (2.1.3), on a

[ g™, sie) =(0,0,...,0);

| 0,sig—1xe;

- (2.3.2 o = s i /
a ) terzn:+1 | (=11 q"7%, sie; #(0,0,...,0),sig — 1|e;,
| et si e; (C’est-a-dire e j' privé de sa premiére compo-
| sante) posséde exactement s composantes non nulles;

~ et il suffit en fait, pour établir (2.3.1), donc le théoréme 1, de prouver ceci:




LEMME 3. — Si je M est tel que e; soit différent de (0,0, ..., 0), soit
« divisible » par q — 1, et que e; posséde exactement s composantes non nulles,
alors ’entier algébrique q"~*° [ ¢, est divisible (dans B) par ¢"*'.
ueU

2.4. Démonstration du lemme 3. Pour tout u € U et tout j € M, écrivons
Ientier j (u) en base p:

j =jo() +j;(wp + ... +jf—1(“)Pf_1

O <j;(m)y<p—1; 0<<i<<f—1); ceci définit j; (u) pour 0 <i < f;
étendons cette définition en convenant de poser, pour tout entier rationnel
z, j, (W) = jizy (), ol i (2) est le reste de division de z par f; enfin, pour tout
entier rationnel s, posons

JP) = j_() +j;4(Wp + ... ’*‘].f—1—h(“)Pf“1

(les j® (u) sont les entiers rationnels déduits de j (u) par permutation cir-
culaire des chiffres de j (u) en base p). Il est clair qu’on ne change rien aux
égalités (2.3.2) en y remplagant j par j¥, ce qui équivaut a effectuer sur T
la permutation ¢ t*"; en particulier, cette substitution ne modifie pas la
valeur de s; ainsi, sous les hypothéses du lemme 3, on a

2.4.1) s@-D<llemll =11 2 jPwull <d ZUJ'(")(U)-

ue U

Mais ) j® (u) est la premiére composante de e;n,: c’est donc (toujours

ue U

avec les hypothéses du lemme 3) un entier strictement positif divisible par
g — 1; si (s/d)* désigne le plus petit entier supérieur ou égal a s/d, (2.4.1)
implique alors

(=D (s/d)* < ZUJ'”')(U);

dans cette égalité, donnons a 4 les valeurs O, 1, ..., f — 1, et additionnons;
compte tenu de la définition de j® (u), il vient

flg—=1)(s/d)* < Z z Z Ji—n(w) Pi >

O<h=f—-1uelU O0Zi=f~-1

ou encore (en intervertissant ’ordre des sommations, en utilisant la notation
o (j), et en remplagant g par p’),

SO =D <@+ 4+p+1) ZUa(j (w).
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Comme Y, o (j(w)) = ord ( [ ¢;()) (lemme 2 et premicre formule (1.3.1)),
ue U

ue U

cette derniére inégalité peut s’écrire, aprés division par p/ ~! + ... + p + 1,
fp=1)(s/d)* < ord (] ¢
ueU
compte tenu de (1.3.1) et (1.3.4), on a alors
(2.4.2) flp—=1)(n—s+(s/d)*) < ord (¢""* Hjcj(u)).

Mais le symbole ord est relatif & n importe quel idéal premier P de B divisant
p, et on a (sect. 1.1, (1.1.3)) pB = J[ B?~*, donc, puisque ¢ = p’, ¢B

. SBip
= [] B/~ 1; ainsi, étant donné (2.4.2), il suffit, pour prouver le lemme 3
Plr
(donc le théoréme 1), d’établir la propriété suivante:

(2.4.3) Pour tout entier s tel que 0 <s < n, on a [’'inégalité
n—s+(/d*>b+1.

Démontrons (2.4.3); il est clair que pour tout entier positif 7, on a
t > ((s+1)/d)* — (s/d)*: car, pour t = 0, les deux membres sont €gaux,
et d’autre part le membre de droite, considéré comme fonction de ¢, croit
« moins vite » que ¢; dans cette inégalité, faisons alors # = n — s; il vient

n— s+ (s/d* > n/d)*;
mais par définition méme (n/d)* = b + 1: ce qui prouve (2.4.3) et achéve la
démonstration du théoréme 1.
§ 3. Généralisations et compléments.

3.1. Le théoréme 1 s’étend sans difficulté au cas d’un systéme d’équa-
tions:

THEOREME 2. — Soit Fy, ..., Fy une famille de s polynémes de degrés res-
pectifs dy, ..., dy, a n variables et a coefficients dans k ; posons d = d; + ...
+ d,, et soit b le plus grand entier strictement inférieur a n/d. Si alors N
désigne le nombre de solutions dans k" du systéme d’équations

(3.1.1) F, =0,..,F, =0,
N est divisible par q".

Démonstration. — On se sert du lemme combinatoire suivant:
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Lemme 1. — Soit V, ...,V une famille de s ensembles finis. Posons
V= N V, et, pour toute partie R de S = {1,..,s}, posons Uy
i=j<s

= UV, (pour R = @, Uy = ). On a alors
JER

(3.1.2) card (V) = Y (= )R =1 card (Up) .
RcS

Ce lemme se prouve facilement par récurrence sur s. Appliquons-le a la
démonstration du théoréme 2: pour tout je S = {1, ..., s}, soit V; I’en-
semble des zéros dans k" de I'unique polynéme F;; avec les notations du
lemme, V est alors I’ensemble des solutions dans k" du systéme (3.1.1), on
a N = card (V), et (3.1.2) montre qu’il suffit de prouver que, pour chaque
R c S, card (Uy) est divisible par ¢°. Si R = &, Uy = @, card (Ug) = 0,
et il n’y a rien & démontrer; sinon, posons Fr = [] F; : Uy est alors I'en-

JjeR

semble des zéros dans k" du polyndme Fy, et si by est le plus grand entier
strictement inférieur & n/deg (Fy), le théoréme 1 montre que card (Uy) est

divisible par ¢"®; mais deg (Fg) = Y deg(F;) < ) deg(F,) = d, d’ou
jeR JjeS

njd < n/deg (Fg) et b < bg; card (Uy), divisible par ¢°R, est divisible a for-

tiori par ¢°, C.Q.F.D.

3.2. Le théoréme 1, pour une équation, est « le meilleur possible » au
sens suivant: quels que soient n et d, il existe F, de degré d, a n variables et
a coefficients dans k, tel que (avec les notations du théoréme 1) q" soit la
plus haute puissance de q divisant N. (Prendre par exemple pour F' le poly-
nome G, ; = X; ... X;+ Xgpq o Xog+ oo + Xpm1yae1 - Xpg + Xpgr1
... X,; pour ce polyndme, le nombre N peut étre déterminé explicitement &
’aide du théoréme 6 du chapitre 4: on laisse au lecteur le soin de faire les
calculs en détail). En revanche, le théoréme 2, pour un systéeme de s équa-
tions, peut étre amélioré; en fait, on a le résultat suivant, da a Katz (1971):

THEOREME 3. — Mémes données et notations que dans le théoréme 2. Si
6 = sup dj, et si b, désigne le plus grand entier supérieur ou égal a
1=j<s

(n—d)/6, alors N est divisible par ¢"'.

Ce théoréme 3 (qui, pours = 1, coincide évidemment avec le théoreme 1)
est lui-méme « le meilleur possible »; en fait, on peut montrer (en utilisant
des polyndmes du type G, , ci-dessus et des polyndOmes normiques, et en
raisonnant comme au chapitre 4, section 4.3) que, quels que soient n, s, et
dy, ..., d, il existe une famille F., ..., F; satisfaisant aux hypothéses des
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théorémes 2 et 3 et telle que N soit égal exactement a g”*. Pour la construction
d’une telle famille de polyndmes, et pour la démonstration du théoréme 3,
voir Katz (1971) (respectivement § 4 et § 3); voir également les Notes en fin
de chapitre.

3.3. Pour des équations de forme particuliére, le théoréme 1 peut dans
certains cas étre amélioré. Ainsi, en combinant le théoréme 1 du chapitre 6
avec les « relations de Stickelberger » (prop. 1), on obtient sans difficulté
le résultat suivant:

THEOREME 4. — Soit F = a, X;" + ... + a,X,*™ un polynome diagonal
a coefficients dans le corps premier k = F¥,. Pour i = 1,..,n, posons 0,
= (p—1,d,), et soit b, le plus grand entier strictement inférieur a 1/5,
+ ... + 1/8,. Alors, si aek, et si N désigne le nombre de solutions dans k"
de 1’équation F = a, N est divisible par p™.

Ce résultat reste d’ailleurs vrai sur un corps fini quelconque k 4 ¢ = p”’
¢léments, a condition de supposer que chaque 0; = (¢—1, d;) divise p — 1:
N est alors divisible par ¢*2; cet exposant b, peut encore étre « amélioré »
sia = 0 (voir Joly (1971)). On notera I’analogie entre le théoréme 4 ci-dessus
et le théoréme 3 du chapitre 4.

Notes sur le chapitre 7

§ 1: la démonstration de la proposition 1 donnée ici est due a Hilbert
(« Zahlbericht »); cette proposition est en fait une conséquence d’un résultat
plus précis (« congruences de Stickelberger »):

(D)= —2Pp(j) (mod Pr*Y)

(avec par définition p (j) = jo !ji !...j,—1 1) voir Stickelberger (1890),
Davenport-Hasse (1934), ou [11], chap. IV, § 3. Pour une interprétation
analytique p-adique de ces congruences, voir Dwork (1960).

§ 2-3: dans Ax (1964), le cadre de la démonstration du théoréme 1 est,
non pas le corps de nombres L = Q (w, {), mais le corps Q, (w, §) des
racines p (g—1)-iémes de I'unité dans une cldture algébrique du corps
p-adique Q, (avec les notations du § 1, ce corps Q, (v, {) est d’ailleurs
isomorphe a Loy, completé P-adique de L); a cette différence pres, la
démonstration donnée ici est exactement celle d’Ax; elle est (selon Ax
lui-méme) « suggérée par certaines idées de Dwork [dans sa démonstration
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de la rationalité des fonctions z€ta des variétés algébriques] » (a ce sujet, voir
chap. 9, § 2). La démonstration du théoréme 3 donnée par Katz (1971) utilise
également (et directement) les méthodes analytiques p-adiques de Dwork.

CHAPITRE §

« HYPOTHESE DE RIEMANN »

Soient k£ un corps fini a g éléments, #» un entier > 1, F un polyndme
a n variables et & coefficients dans k, et N le nombre de solutions dans k"
de I’équation F = 0. On a remarqué aux chapitres 4 (sect. 4.2, th. 6, cor. 1)
et 6 (sect. 1.2, th. 1, cor. 1, 2, 3; sect. 2.1, th. 2, cor. 1, 2) que, lorsque F
est multilinéaire ou diagonal (et qu’il satisfait en outre a certaines hypothéses
qui équivalent a supposer qu’il est absolument irréductible), alors N est de
lordre de grandeur de ¢"~ !, I'exposant n — 1 s’interprétant d’ailleurs
comme dimension de 'hypersurface affine F = 0. Le but du présent cha-
pitre est d’étendre ce résultat a n’importe quel ensemble algébrique, affine
ou projectif, absolument irréductible, défini sur k — autrement dit, & n’im-
porte quelle variété définie sur k; si V est une telle variété, et si N désigne
maintenant le nombre de points de V rationnels sur &k, on a en fait (§ 4, th. 4)

N =q" +0(q~ %),

g étant considéré comme « infiniment grand », et la constante impliquée
par le symbole O ne dépendant que de r = dim (V'), du degré de V, et de la
dimension de I’espace affine ou projectif ou V se trouve plongée.

Le théoréme 4 (pour r quelconque) se déduit par récurrence sur r du
cas particulier ou » = 1, et ol V' est donc une courbe: ce cas est examiné en
détail aux paragraphes 1 (courbes de genre 0), 2 (courbes de genre 1) et 3
(courbes de genre quelconque). Le résultat central de ce chapitre est d’ailleurs
le théoréme 3 (§ 3), dit « hypothése de Riemann » pour la courbe V: on
verra en effet (chap. 9, sect. 3.2) que ce théoréme est équivalent au résultat
suivant: tous les zéros de la fonction { (V; s) ont une partie réelle égale a 1/2.

Le langage géométrique utilisé dans ce chapitre (et dans le suivant) est
essentiellement celui des Foundations de Welil, c’est-a-dire le langage
« classique » (& une différence prés: si V est un ensemble algébrique défini
sur k, on identifie V a [’ensemble de ses points algébriques sur k; il en résulte
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notamment que si ¥ est une variété de dimension > 1 et si X est un point
générique de V, x n’est pas considéré comme un élément de V': autrement dit,
on n’a pas le droit d’écrire x € V). Pratiquement, pour la terminologie et les
résultats de géométrie algébrique dont on aura effectivement besoin, le
lecteur pourra se reporter au livre de Lang [12] ou & celui de Samue] [15].

Dans ce chapitre, k désigne (comme toujours) un corps fini & g = p!
éléments, et k une cloture algébrique de k. A, et P, désignent respectivement
’espace affine et I’espace projectif de dimension # sur k. Enfin, si V" est un
ensemble algébrique défini sur k, [’ensemble des points de V rationnels sur k
est désormais noté V,.

§ 1. Courbes de genre 0 (*).

1.1. TaEOREME 1. — Si V est une courbe projective non singuliére de
genre 0 définie sur k, elle est biréguliérement équivalente (sur k) a la droite
projective définie sur k.

Démonstration. — D’apreés un théoréme classique de Poincaré (voir
[18], pp. 71-72), V, de genre O, est biréguliérement équivalente sur k soit a
une droite, soit a une conique (ceci, sans hypothése sur k; ce théoréme de
Poincaré peut d’ailleurs se déduire facilement du théoréme de Riemann-
Roch: voir par exemple [2], chap. XVI, th. 6). On peut donc se borner a
démontrer le théoréme 1 lorsque V est une conique définie dans le plan
projectif P, par une équation homogéne et de degré 2, F(X,, X, X,)
= 0, a coefficients dans k: le théoréme de Chevalley (chap. 3, th. 1, cor. 1)
montre alors que cette équation admet une solution (a,, a,, a,) non triviale
dans k3, donc que ¥ admet un point a rationnel sur k. Soit maintenant 4
une droite projective du plan P,, définie sur k et ne passant pas par a
(st par exemple a, # 0, on peut prendre pour 4 la droite d’équation X,
= 0); pour tout point y de 4, notons ¢ (y) le second point d’intersection de
V et de la droite joignant a a y; alors ’application y ~ ¢ (y) est évidemment
une équivalence biréguliere 4 — V' définie sur k, et le théoréme 1 est dé-
montré.

1.2. COROLLAIRE 1. — Si N désigne le nombre de points de V rationnels
sur k, on a exactement N = q + 1.

*) Pour un résumé rapide et élémentaire des propriétés des courbes algébriques
(genre, théoréme de Riemann-Roch), voir SAMUEL (1967).
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Démonstration. — Le théoréme 1 permet de se limiter au cas ou V' = 4
(la droite projective); mais ’ensemble 4, des points de A4 rationnels sur k
comporte évidemment g éléments « & distance finie » (correspondant bijec-
tivement aux éléments de k), plus un élément « a I'infini » — soit au total
q + 1 éléments, C.Q.F.D. '

§ 2. Courbes de genre 1.

Pour la géométrie des courbes de genre 1, voir [4], notamment pp. 209-
233.

2.1. THEOREME 2 (théoréme de Schmidt). — Si V est une courbe pro-
Jective non singuliere de genre 1 définie sur k, V admet au moins un point
rationnel sur k.

Démonstration. — D’aprés un théoréme de Chatelet (voir par exemple
[4], pp. 230-233), il existe une courbe projective non singuliére G (la jaco-
bienne de V'), définie sur k, ayant un point o rationnel sur k, et birégulie-
rement équivalente & V sur k (ce qui permet d’identifier k (G) a k (V)).
G est évidemment de genre 1, comme ¥V, et on peut la munir d’une loi de
groupe rationnelle, définie sur k&, notée additivement, ayaunt o pour élément
neutre, et faisant de G une variété abélienne de dimension 1 sur k ([4],
pp. 210-211). De plus, 'identification k (G) = k (V) permet de munir V
d’une structure d’espace homogéne principal sur G ([4], pp. 226-227),
c’est-a-dire de construire deux applications rationnelles u: ¥V x G - V,
et v: V x V — G, définies sur k, et possédant les propriétés suivantes:

(i) quel que soit xe V, on a u(x,0) = o;
(i) quels que soient xe Vet a, be G, on a p(u(x, a),b) = u(x, a+b);

(iii) quels que soient x, y € V, il existe un a € G et un seul tel que u (x, a)
= vy, et a est égal a v (y, Xx).

Concrétement, G opére sur V par translations: u (X, a) est le transformé de
x par la translation a, et v (y, x) est la translation qui transforme x en
y; ainsi, il n’y a aucun risque de confusion a écrire X + a au lieu de u (x, a)
et y — x au lieu de v (y, x); on adoptera cette écriture dans le reste de la
démonstration.

Convenons d’autre part, pour tout point x = (x,, x4, ...) d’un espace
projectif de dimension quelconque sur k, de noter x? le point (x,%, x;% ...).
Il est clair que x est rationnel sur k si et seulement si x? = x (chap. I,
prop. 2 ou prop. 8). Il est clair également que si U est un ensemble algébrique
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défini sur k et si x € U, alors x¥ € U (représenter U par un systéme d’équa-
tions a4 coefficients dans k, et remarquer que I’élévation a la puissance
g-iéme est un automorphisme de k qui laisse invariante lesdits coefficients).

Appliquons ceci & V et G. Soit x un élément quelconque de V, et posons
a = x — x@, Considérons d’autre part I’application rationnelle z > z@
— z de G dans G; elle n’est certainement pas constante (sinon, on aurait
29 — 7 = 09 — 0 = o, soit z¥ = z, pour tout ze G; tout point de G
serait rationnel sur k, et G serait de dimension 0: absurde); comme G est
irréductible, projective (donc compléte), non singuliére et de dimension 1,
cette application est surjective. En particulier, il existe be G tel que a
= b@ — b, donc, en revenant a la définition de a, tel que x + b = x@
+ b = (x+b)? (cette derniére égalité parce que I’application rationnelle
u:Vx G-V, quia (x,b) associe x + b, est définie sur k); mais alors
X + b est un point de V rationnel sur k£, C.Q.F.D.

2.2. CoOROLLAIRE 1 (théoréme de Hasse). — Si N désigne le nombre de
points de V rationnels sur k, on a l’inégalité

(2.2.1) g +1—N| <242,

Démonstration. — Soit o un poinf de V rationnel sur k (th. 2), et munis-
sons V de sa structure de variété abélienne définie sur k et ayant o pour
€lément neutre. Soit M I'anneau des endomorphismes de ¥V, et, pour tout
A e M, soit deg (1) le degré de I’application rationnelle A ([4], pp. 215-216).
Soit enfin F I'endomorphisme x » x@ de V. Alors F — 1 (c’est-a-dire
’'endomorphisme x b x@ — x de V) est un élément non nul de M (rai-
sonner comme dans la sect. 2.1), donc une isogénie de V ([4], pp. 215-216)
dont le noyau est exactement ’ensemble des points de V rationnels sur k
(voir sect. 2.1). On peut démontrer que cette isogénie est non ramifide
([4], p. 217), donc que I'ordre du noyau de F — 1 est égal au degré de
F — 1; ainsi,

(2.2.2) N = deg(F—1).
On peut démontrer également que M est un Z-module libre de rang fini,

sans diviseurs de zéro, et qu’il est muni d’un anti-automorphisme A > 1’

- tel que 44" = deg (4) pour tout 1€ M (voir par exemple Deuring (1941));
il en résulte notamment que, quel que soit me Z, on a

(2.2.3) deg(F—m.l) = (F=m.0)(F—m.1Y = m> —tm + q,
cavec ! = F+ F'eZ, et ¢ = FF' = deg (F) (puisque F(x) = x). Etant
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donné sa définition, le polyndme m? — tm + g est toujours positif, d’ou
t? — 49 <0, ou encore

(2.2.4) ] < 2gM2.

Mais faisons m = 1 dans (2.2.3) et utilisons (2.2.2); il vient
(2.2.5) t=q+1—-N,
et 1l suffit de porter (2.2.5) dans (2.2.4) pour obtenir 'inégalité (2.2.1).

2.3. Ladémonstration esquissée ci-dessus est essentiellement la démons-
tration originale de Hasse (voir Hasse (1933, 1934, 1936)). Manin en a donné
une version « élémentaire » dont voici le principe (Manin (1956); pour les
détails des calculs, voir [6], chap. 10, pp. 197-206). On suppose pour sim-
plifier p # 2, 3 (mais cette restriction n’est pas essentielle). Comme 7 admet
un point rationnel sur k£, on peut supposer V écrite sous forme normale de
Weierstrass

(2.3.1) Y2 = X* —aX — b,
a, bek, 4a> — 27b% # 0. Soit alors ¢ un élément transcendant sur k,

et soit W la courbe définie sur K = k (£) et ayant pour équation

X3 —aX —b
& gl — b

(2.3.2) y? —

C’est une courbe de genre 1, dont on connait (au moins) deux points ra-
tionnels sur K: a, = (&9, n@"1/2) (avec n = &3 —aé — b) et b = (¢ 1).
Munissons W de sa structure de variété abélienne définie sur K, ayant le
point a I'infini o pour élément neutre, et pour laquelle trois points ont une
somme nulle si, et seulement si, ils sont alignés ([4], pp. 211-214); pour tout
m € Z, posons a, = a, — m.b, puis définissons un entier d,, de la fagon
suivante: si a,, = o, posons d,, = 0; si au contraire a,, # o, donc si le point |
a,, est « a distance finie », de coordonnées affines x,, y,,, avec x,, = P,, (£)/
0,, (&) et P,, Q,, premiers entre eux, posons d,, = deg (P,,). On peut alors
démontrer (a ’aide des formules d’addition sur une cubique de Weierstrass:
voir [4], p. 214) les deux relations suivantes:

d_y —do =N —q; dy_y +dpyy = 2d, +2;
ces deux formules permettent de calculer'dm:

(2.3.3) d, =m?> —-(@+1-N)m +q;
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comme par définition d,, > 0, le polyndme en m figurant au second membre
de (2.3.3) est positif; d’ou

(q+1—-N)*<4q,

ce qui implique bien P'inégalité (2.2.1).
La parenté entre ces deux démonstrations tient au fait que d,, = deg (F
—m.1).

2.4. On a vu au chapitre 6 (sect. 3.3, (1) et 3.5) que la courbe affine
Y2 =1 — X3 (qui est de genre 1 pour p # 2, 3) a un nombre de points
rationnels sur k égal & g si g= — 1 (mod 6) et & g + o + & (avec
« = (@, ¥)) sig = 1 (mod 6). Si on remarque que cette courbe, considérée
maintenant comme projective, admet un point a I'infini rationnel sur k£, on
voit que le nombre total N de ses points rationnels sur k satisfait a | g+ 1
— N| = 0dans le premier cas, eta |g + 1 — N| <|a| + |&] = 2¢'/
dans le second cas (voir chap. 5, prop. 9, cor. 1): le théoréme de Hasse se
trouve ainsi vérifié directement pour cette courbe.

Raisonnement analogue pour la courbe Y% = X — X3, qui admet un
point & 'infini rationnel sur k, et pour la courbe Y3 =1 — X3, qui admet
un ou trois points a I'infini rationnels sur k selon que g est congru a — 1
ou a 1 (mod 3) (on suppose naturellement p # 3).

Considérons enfin la courbe affine Y = 1 — X* (qui est de genre 1 pour
p # 2) et dont le nombre de points rationnels sur k est égal a g + 1 si
gq= —1(mod4)etaqg — 1 + o + & (avec « = 7 (¢, x): chap. 6, sect. 3.3,
(2), et 3.5) si g = 1 (mod 4). Dans le premier cas, cette courbe, envisagée
maintenant comme projective, admet a l'infini un point double rationnel
sur k, mais ce point est «isolé » (par désingularisation, il donnerait deux
points conjugués sur k, mais non rationnels sur k): ce point ne doit donc pas
étre pris en considération; on adoncici N = g + 1, ou | g+1—-N|=0.
Dans le second cas, la courbe admet encore un point double & I'infini,
rationnel sur k, mais « non isolé » (par désingularisation, il donnerait deux
points rationnels sur k): ce point doit donc étre compté deux fois, d’oll main-
tenant N = g + 1 + a 4+ &, donc, comme précédemment, |q +1—-N |

< 2¢'/?: le théoréme de Hasse se trouve également vérifié directement pour
cette courbe *).

*) En fait, on a raisonné ici, non sur la courbe Y2 = 1 — X4, mais sur sa normalisée
(voir d’ailleurs chap. 9, sect. 5.2, (2) et (4)).
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§ 3. Courbes de genre quelconque.

3.1. D’égalit¢ N = g + 1, pour une courbe de genre 0, et I'inégalité
|q + 1 — N| <2¢"'?, pour une courbe de genre 1 (th. 1, cor. 1, et th. 2,
cor. 1), sont des cas particuliers du résultat suivant, di a Weil (1940, 1948):

THEOREME 3 (« hypothése de Riemann » pour V). — Si V est une courbe
projective non singuliére de genre g définie sur k, et si N désigne le nombre de
points de V rationnels sur k, on a

(3.1.1) g +1 — N|<2gq'?.

Démonstration. — Soit W = V x V la surface produit de V par elle-
méme, c’est-a-dire le lieu sur k& du point (X, y), ol X et y sont deux points
génériques de V, indépendants sur k (voir [20], p. 29, ou Samuel (1967),
§ I et II). On appelle correspondance sur V ([20], p. 29) tout diviseur sur V,
donc tout cycle de dimension 1 sur V; si X est une correspondance sur V,
on appelle symétrique de X et on note X’ la correspondance image de X |
par la symétrie (x, y) b (¥, x) de W; si X et Y sont deux correspondances
sur V, on appelle somme de X et Y et on note X + Y leur somme en tant que
diviseurs sur V’; on appelle produit (de composition: rien a voir avec le pro-
duit d’intersection) de X et Y et on note X o Y la correspondance déduite de
X et Y par 'opération de composition des graphes dans le produit V' x V
(pour une définition précise, voir [20], pp. 35-38); enfin, on écrit X = Y
s’il existe deux diviseurs m et n sur la courbe V et une fonction rationnelle f
sur la surface W tels que

X—-Y=mxV)+Vxn +(f),

(f) désignant le diviseur de la fonction f. On peut alors montrer ([20],
pp. 38-41) que la relation = est une relation d’équivalence dans ’ensemble
des correspondances sur V, et qu’elle est compatible avec les opérations
somme et produit introduites ci-dessus: ’ensemble quotient par = de
I’ensemble des correspondances sur ¥ se trouve ainsi muni d’une structure
d’anneau; on le note 4 (V), et on 'appelle anneau des correspondances de V;
si &, n e A (V) sont les images de correspondances X et ¥ sur V, leur somme
¢ + n et leur produit ¢y sont par définition les images dans A4 (V) de X
+ Y et de X o Y; noter que la symétrie X b X' est évidemment compatible
avec la relation = ; elle définit donc par passage au quotient une involution
&b & de A(V) qui est en fait un anti-automorphisme de A4 (V): si ¢,
neAdAlV), ona (E+n) =& +n' et (&n) = n’'f’; noter aussi que si 4
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désigne la diagonale de W, c’est-a-dire le lieu sur k du point (x, x), alors 4
est biréguliérement équivalente a ¥ sur k, et 6, classe de la correspondance 4
sur V, est ’élément neutre de A (V) pour la multiplication.

Pour toute correspondance X sur V, notons maintenant d; (X) et
d, (X) les degrés des cycles pr, (X) et pr, (X), projections de X sur le pre-
mier et sur le second facteur de W = V x V; notons d’autre part i (X - 4)
le nombre d’intersection de X et 4 sur W (qui est défini méme si 4 est une
composante de X: voir par exemple Samuel (1967), p. 307), et posons

(3.1.2) S(X) = dy(X) + dy(X) —i(X-4).

S (X) est un entier rationnel, qui ne dépend que de la classe de la corres-
pondance X; si alors £ e 4 (V), et si X désigne n’importe quelle correspon-
dance d’image ¢ dans A4 (V), on peut définir un entier rationnel g (&), ne
dépendant que de &, par I'égalité ¢ (&) = S (X); o () est dit trace de &;
et on peut montrer ([20], pp. 41-54) que la trace posséde les propri€tes
suivantes:

LEMME 1. — Quels que soient E,ne A (V),onaoc ((+n) = (&) + o (n),
o (&n) = o8, et o (<) = a (&)

LEMME 2. — § désignant toujours la classe de A, on a o (0) = 2g.

LEMME 3. — Quel que soit & # 0 dans A (V'), on a o ((C') > O.

Le lemme 1 est immédiat; le lemme 2 résulte du fait que d, (4) = d, (4)
= 1, de la formule classique i (4 - 4) = 2 — 2g (Samuel (1967), p. 307, (2)),
et de la définition (3.1.2) de o (6) = S (4). Le lemme 3 est la « clef de voiite »
de la démonstration: c¢’est de I'inégalité o (££") > 0 convenablement appli-
quée que va résulter I'inégalité (3.1.1). Soit en effet I" le lieu sur k du point
z = (x, x?9) (la notation x? a été définie dans la sect. 2.1); I' est une
correspondance sur V (« correspondance de Frobenius »), et sa symétrique
I'’" est le lieu sur k du point z’' = (x9, x); on a évidemment [k (x): k (x)]
= let[k(x): k(x?P)] = g,doncd, (I') = 1etd, (I') = g; on peut d’autre
part montrer que chacun des points du cycle intersection I' -4 a pour
multiplicité 1: comme les composantes de ce cycle sont exactement les
points (a, a) de V' x V avec a = a@, c’est-a-dire avec a rationnel sur k,
on voit que i (I' -+ 4) = N; si alors y désigne la classe de la correspondance
I', la formule de définition (3.1.2) permet d’écrire

(3.1.3) 6(y) =q+1~—N.

I’Enseignement mathém., t. XIX, fasc. 1-2. 6
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On peut démontrer par ailleurs que yy’ = ¢J; soit maintenant m un
entier rationnel et posons £ = y — md; ona &’ =y’ — mé, et

EE =m?6 —m@+y) + '

prenons les traces des deux membres, tenons compte de la valeur de yy’ et
utilisons les lemmes 1 et 2; il vient:

0(EE) = 2gm® —a(y+y)m + 29q ;

mais o (y+7y) = 20(y) = 2(q+1—N) (lemme 1 et formule (3.1.3));
ainsi:

0(EE) = 2gm? —2(q+1—N)m + 29q;

le lemme 3 montre que le polyndme en m figurant dans le membre de droite
de cette derniére égalité est positif; on a donc

(g+1—N)*> — 49%q <0,

ce qui implique I'inégalité (3.1.1) et prouve le théoréme 3.

3.2. On peut également démontrer le théoréme 3 a I’aide de la théorie
des variétés abéliennes (structure de I’anneau des endomorphismes, pro-
priétés du polyndme caractéristique d’un endomorphisme, etc.; voir par
exemple [20], § VII a XI, ou [9], chap. 5) appliquée a la jacobienne de la
courbe V. Pour g = 1, cette seconde démonstration coincide avec la démons-
tration du « théoréme de Hasse » donnée dans la section 2.2 (dans ce cas
en effet, V, admettant un point rationnel sur k par le théoréme de Schmidt,
s’identifie & sa propre jacobienne); dans le cas général (g quelconque), cette
seconde démonstration n’est pas essentiellement différente de celle esquissée
dans la section 3.1, du fait que 1’anneau des correspondances sur V est
isomorphe a I’anneau des endomorphismes de la jacobienne de V ([20],
pp. 161-163, th. 22 et cor. 2).

3.3. Revenons a l'inégalité (3.1.1). Considérons a titre d’exemple la
courbe plane X* + Y* = 1, et supposons ¢ = 1 (mod 4). Si  est un carac- |
tére d’ordre 4 de k*, la proposition 3 du chapitre 6 montre que le nombre de
points « a distance finie » sur cette courbe est égal a g + Y w (L, y’?);

1=j;=3
Ja somme comprend neuf termes, dont trois sont des sommes de Jacobi
triviales (pour j, + j, = 4) et valent — 1 (chap. 5, prop. 9, (1)), les six
autres (notons-les o, ..., %) étant des sommes de Jacobi non triviales,
de module ¢'/?: le nombre de points «a distance finie » est donc
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g — 3 + a; + ... + ag. Maintenant, la courbe étudiée, considérée comme
projective, est non-singuliére, de genre g = (4—1) (4—2)/2 = 3, par la
formule de Pliicker, et elle admet quatre points & Iinfini; ainsi,
N=gq—-3+4+a,+ ..+ ag, etona

g +1=N|<l|ay| + ... + |ag| = 6¢"% = 299"%,

ce qui vérifie directement le théoréme 3 dans ce cas particulier.

La méme vérification est possible plus généralement, grace a la propo-
sition 3 du chapitre 6, pour la courbe X% + Y% = 1, avec ¢ — 1 divisible
par d, et d,: on laisse au lecteur le soin de faire les calculs, et notamment de
montrer que le genre est égal a ((d;—1) (d,—1) — (d—1))/2, avec d =
= (dy, do).

3.4. Le théoréme 3 admet deux conséquences importantes:

COROLLAIRE 1. — Soit N,, le nombre de points de V rationnels sur k,,
= F,m. Alors, quand m tend vers linfini, N,, tend lui-meme vers [’infini ; en
particulier, pour tout m assez grand, N, > 1.

Démonstration. — En effet, le théoréme 3 appliqué au corps de base k,,

donne N, >q™ + 1 — 2gq™?, et le membre de droite tend vers Iinfini
avec m.

COROLLAIRE 2. — La courbe V posséde un diviseur de degré 1 rationnel
sur k.

Démonstration. — Le corollaire 1 montre qu’on peut trouver deux entiers
successifs m et m + 1 tels que V' admette un point rationnel sur k,, et un
point rationnel sur k,,, ;; ¥ admet donc un diviseur de degré m et un divi-
seur de degré m + 1 rationnels sur k, et il suffit de retrancher le premier du
second pour obtenir un diviseur de degré (m+1) — m = 1 rationnel sur k.

Pour g > 2, V ne possede généralement pas de point rationnel sur k: le
diviseur de degré 1 dont I’existence est affirmée par le corollaire 2 ne peut

donc généralement pas (sauf pour g = 0 ou 1: th. 1, cor. 1, et th. 2) étre
supposé positif.

§ 4. Variétés de dimension quelconque.

4.1. Soit V' une variété projective définie sur k, de dimension r, et
supposée plongée dans P,, espace projectif de dimension 7 sur k; rappelons
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quon appelle degré de V le nombre de points d’intersection de V" avec une
sous-variété linéaire de P, de dimension » — r « en position générique »
(voir [15], chap. I, § 8.4); une variété projective plongée dans P,, de degré d
et de dimension r sera dite « de type (n, d, r) ».

Cela étant, on a le théoréme suivant, dit a Lang et Weil (1954) (voir
aussi Nisnevich (1954): Nisnevich se limite au cas ou le corps de base k est
le corps premier F):

THEOREME 4. — Si V est une variété projective de type (n, d, r) définie
sur k, et si N = N, désigne le nombre de points de V rationnels sur k, on a

(4.1.0) IN = q"| <B@q™~ % + A, d,n)q"",

A (n,d, r) désignant une constante qui ne dépend que de n, d et r, et B(d)
désignant une constante qui ne dépend que de d (et qu’on peut prendre égale a

(d-1) (d-2)).

Démonstration. — On raisonne par double récurrence, d’abord sur n,
puissurr. Sin = 0,ona N < d, et le théoréme est évident; supposons donc
n > 1:si V est contenue dans un hyperplan de P, défini sur k, V peut €tre
considérée comme de type (n—1, d,r), et ’hypothése de récurrence sur n
permet d’écrire | N — ¢"| < B(d) ¢~ M'? + A(n—1,d,r)q""': le théo-
réme est également établi. Ainsi, on peut désormais supposer n fixé (> 1),
faire ’hypothése suivante:

(H) V n’est contenue dans aucun hyperplan de P, défini sur k,

et raisonner par récurrence sur r. Pour r = 0, on a N <d, et le théoréme
est évident. Supposons maintenant r = 1; J est alors une courbe projective,
éventuellement singuliére: soit V', une courbe projective non singuliére définie
sur k et birationnellement équivalente & V' sur k (via une équivalence biration-
nelle ¢: V; — V), et soit N, le nombre de points de V', rationnels sur k;
le théoréme 3 montre que | g + 1 — N, | <2gq'/?, g désignant le genre
de ¥, donc de V'; mais le genre de V' et le nombre de points singuliers de V'
sont tous deux majorés par (d—1) (d—2)/2 (projeter V sur un plan, ce qui ne
modifie ni g, ni d, et ne peut qu’augmenter le nombre de points singuliers;
puis appliquer la formule de Pliicker & cette projection); d’autre part, la
correspondance birationnelle ¢: V; — V est bijective en dehors des points
singuliers de V (et fait correspondre, a des points rationnels sur k, des points
rationnels sur k, puisqu’elle est définie sur k), et elle associe, & chaque point
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singulier de V, au plus d points de V; ainsi, | N — Ny | <d(d—1) (d—2)/
2, et finalement |N —gq| <B(d)q'? + A(n,d, 1), avec B(d) = 2g
<(d-1)(d-2) et A(n,d, 1) = d(d—1)(d—2)/2 + 1: le théoréme est
établi pour les variétés de type (n, d, 1).

Supposons alors r > 2, et le théoréme démontré jusqu’a la dimension
r — 1. Soit P, un second exemplaire de I’espace projectif P, sur k; a tout
point w = (w,, ..., w,) de P,, associons I’hyperplan H, de P, d’équation
woXy + ... + w,X, = 0; les hyperplans H, définis sur k correspondent
bijectivement aux points w de P, rationnels sur k, et il y en a exactement

0, = (@' =Dj@=1) = ¢" + .. +q +1.

Calculons de deux maniéres différentes le nombre C des couples (x, H,),
ol x est un point de ¥ rationnel sur k, et ot w est un point de P, rationnel sur
k et tel que x appartienne a H:

(1) V, contient par définition N points, et par chacun d’eux passent
Q,_ 1 hyperplans définis sur k: dou C = NQ,_;

(2) pour chaque hyperplan H, défini sur k, le cycle intersection V - H,
(voir [15], chap. II, § 6.1) est, en un sens évident, de type (n, d,r — 1), en
vertu de I’hypothése (H); notons N, le nombre de points de V' - H, (c’est-
a-dire de V' n H,,) rationnels sur k; on a alors évidemment C = ) N,, w

w
parcourant I’ensemble des Q, points de P, rationnels sur k.

Le rapprochement des résultats de ces deux calculs donne NQ,_, = > N,,

ou €ncore

(4.1.2) N=0,.%YN,+0,4 Y N,,
wel weR
I (resp. R) désignant I’ensemble des points we P, rationnels sur k et tels
que le cycle V' - H, soit (resp. ne soit pas) une variété. On posera N,
= card (I) et Ng = card (R); il est clair que N; + Ny = O,.
On a alors ces deux lemmes:

LEMME 1. — Il existe une constante A (n,d,r) ne dépendant que de n, d
et r et ayant la propriété suivante : quel que soit Z, cycle positif de type
(n, d, r) rationnel sur k, on a

(4.1.3) Nz, < 4;(n,d,r)q",

N, désignant le nombre de points de Z rationnels sur k (un point de Z est un
point de la réunion des composantes de 7).
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LEMME 2. — Il existe une constante A, (n,d,r) ne dépendant que de n, d |
et r et possédant la propriété suivante : quelle que soit V, variété de type
(n, d, r) définie sur k et vérifiant (H), le nombre Ny défini ci-dessus satisfait a

(4.1.9) Np<A,(n,d,r)q"'.

Le lemme 1 est élémentaire; il se démontre par récurrence sur r, en
coupant Z par les éléments rationnels sur & d’un faisceau d’hyperplans
convenablement choisi dans P,. Le lemme 2 est plus technique; on le déduit
du lemme 1 en construisant, grace a la théorie de la forme de Chow (a ce
sujet, voir par exemple [15], chap. I, § 9.4), un ensemble algébrique E défini
sur k, de type (n, e, n — 1), plongé dans P,, dont le degré e = e(n, d, r)
ne dépend que de n, d et r, et qui contient I’ensemble R; comme les points de
R sont tous rationnels sur k, on a donc Ng < Ny <A, (n,e,n — 1) ¢" "%,
et la constante du lemme 2 est donnée par

Ay(n,d,r) = A;(n,e(n,d,r),n—1).

(L’ensemble algébrique E dépend de V; pour une démonstration détaillée
de ces deux lemmes, voir Lang-Weil (1954), pp. 820-821).

Achevons alors la démonstration du théoréme 4. Dans le membre de
droite de (4.1.2), chaque terme N, de la premiére somme est le nombre de
points rationnels sur k de V - H_, qui est une variété de type (n,d, r — 1)
définie sur k, puisque w € I; par hypothése de récurrence (sur r), on a donc

INy, =g | <B@)q™® + AMm, d,r—1)g"" 2.

D’autre part, le nombre de termes de cette premiere somme est Q, — Ng;
les valeurs de Q,_, et Q, sont connues, et celle de N, est majorée par
A, (n, d, r) (lemme 2); un calcul facile montre alors que
(4.1.5) Q1 Y Ny —q" = B(dq ™ Y[ <A5(0n,d,1)q" 7",

wel
A, (n, d, r) étant une constante qui ne dépend que de n, d et r. Considérons
maintenant la seconde somme figurant dans le membre de droite de (4.1.2);
chacun des termes N, qui y apparaissent est le nombre de points rationnels
sur k d’un cycle, V - H,, positif, rationnel sur k, et de type (n, d, r — 1);
le lemme 1 donne donc N, < 4, (n,d,r — 1) ¢"~*; comme cette seconde
somme comporte N, termes, le lemme 2 montre qu’elle est majorée par
Ay (n,d r)q"t" "2, avec Ay (n,d,r) = A, (n,d,r — 1) A, (n,d, r) = une
constante qui ne dépend que de n, detr. Mais Q,_, = ¢" "' + ... + ¢ + 1;
ainsi, 0,_% < ¢'™", et on arrive & la majoration
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(4.1.6) 10 Y Ny | <Ay (n,d,r)g ™"

weR
1l suffit alors de porter les inégalités (4.1.5) et (4.1.6) dans la formule (4.1.2)
et de poser A (n,d,r) = A3 (n,d, r) + A4 (n, d, r) pour obtenir I'inégalite
(4.1.1). Le théoréme 4 se trouve ainsi établi.

4.2. Le théoréme 4 admet la conséquence suivante, qui généralise le
corollaire 1 du théoréme 3, et se démontre de la méme maniere:

COROLLAIRE 1. — Soit N, le nombre de points de V rationnels sur k,,
= F . Alors, quand m tend vers l'infini, N,, tend lui-méme vers [infini ; en
particulier, pour tout m assez grand, N,, > 1.

La propriété « N,, > 1 pour tout m assez grand », c’est-a-dire « V" admet
un point rationnel sur toute extension algébrique de k de degré assez grand »,
est évidemment fausse en général sur un corps de base quelconque. Ainsi,
’hyperquadrique projective X,% + ... + X,* = 0, définie sur le corps Q,
n’admet de point rationnel sur aucune extension de Q de degré impair m,
si grand que soit m; en effet, Q est un corps formellement réel ([10], chap. XI,
§ 2); si K/Q est de degré impair, K est alors lui-mé€me formellement réel
(ibid., prop. 2, (i), et une égalité x,*> + ... + x, avec xo, ..., X, € K n’est
possible que si x, = ... = x, = 0. Un argument de ramification montrerait
de méme que la variété X,"*! + pX,"*1 + ..+ p"X,"T! = 0, définie sur
le corps Q, des nombres rationnels p-adiques, n’admet de point rationnel sur
aucune extensionde Q, de degré m non divisible par n + 1, si grand que soit m.

Cette propriété « N,, > 1 pour tout m assez grand » est également fausse
en général, méme sur un corps de base fini, si on ne suppose pas V absolument
irréductible. Ainsi, considérons le polyndme P défini par (4.1.1) (chap. 4, § 4),
et supposons n >2; 1’équation P (X,, ..., X,_;) = 0 définit alors une
k-variété projective V' (de type (n—1, n, n—2)), mais cette k-variété n’est pas
absolument irréductible, donc n’est pas une variété (elle se décompose en n
hyperplans définis sur K = k, et conjugués sur k); et il est facile de vérifier
que si m est premier avec #, le nombre N,, de points de V rationnels sur k,,
est nul, si grand que soit m (noter que si (m, n) = 1, k,, et k, sont linéaire-
ment disjoints sur k (chap. 1, prop. 4, cor. 2); wy, ..., ®, est alors une base
de k,, sur k,, et on peut raisonner comme au chapitre 4, section 4.1, en
remplagant k par k,, et K = k, par k,,).

4.3. Remarquons enfin que le théoréme 4 reste vrai pour des variétés
affines, moyennant une modification de la constante 4 (n. d, r). Soit en effet
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V < A, une variété affine de type (#, d, r); plongeons A, dans P, de maniére
que ’hyperplan « a linfini » H,, ait pour équation (par exemple) X, = 0;
adjoignons alors a V ses points « a 'infini » de la fagon habituelle, et notons
W la variété projective ainsi obtenue; elle est de type (n, d, r), et on a, avec
des notations évidentes, Ny = Ny — Ny y,; il suffit dans ces conditions
d’appliquer le théoréme 4 & Ny, et le lemme 1 & Ny, pour obtenir

(4.3.1) INy —q" | <B@) g~ + A" (n,d,r)q"" ",

avec A" (n,d,r) = A(n,d,r)+ A, (n,d, r) = une constante qui ne dépend
que de n, d et r.

Notes sur le chapitre 8

§2: le théoréme 2 est di & Schmidt (1931) (méthode analytique); ce
théoréme est un aspect d’un résultat général relatif aux espaces homogenes
principaux sur un corps de base fini (Lang (1956); voir aussi Serre, Groupes
algébriques et corps de classes, p. 119 (Hermann, 1959)). L’application
x > x@ utilisée dans la démonstration du théoréme 2 est souvent dite
« endomorphisme de Frobenius » (voir d’ailleurs chap. 1, prop. 8); le fait
que les points fixes de cet endomorphisme sont exactement les points
rationnels sur £k = F_ est un trait caractéristique de la « géométrie diophan-
tienne » sur un corps fini.

Un certain de nombre de cas particuliers du théoréme de Hasse avaient
déja été remarqués au cours du XIXe siécle; citons notamment la « derniére
inscription du journal de Gauss» («letzte Eintragung im Gauss’schen
Tagebuch », reproduite dans Deuring (1941), pp. 197-198), relative au
nombre de solutions de la congruence X2Y2 + X2 4+ Y2 — 1 = 0 (mod p),
pour p = 1 (mod 4) (a ce sujet, voir également [5], p. 307, et [4], p. 242,
note 3). Pour la démonstration originale du théoréme de Hasse, voir Hasse
(1933, 1934, 1936).

Les courbes (projectives, non singuliéres) de genre 1 sur un corps fini k&
ne sont autres (d’apres le théoréme de Schmidt) que les variétés abéliennes de
dimension 1 définies sur k; les variétés abéliennes de dimension quelconque
définies sur un corps fini ont été étudiées notamment par Honda, Milne,
Serre, Tate, Waterhouse: pour une bibliographie sur ce sujet, voir Water-
house (1969).

§ 3: le théoréme 3, annoncé par Weil en 1940, est démontré dans Weil
(1948) (= [20], 1¢ére partie) par voie « géométrique »: c’est cette démons-
tration qu’on a résumée ici; pour des démonstrations « arithmétiques »,
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voir Igusa (1949) et Roquette (1953) (voir aussi [S], chap. V, §§ 1-5); dans
tous les cas, le point essentiel est I'inégalité o (£&') > 0 (inégalité (23),
p. 292, dans [5], par exemple); pour un commentaire sur cette inégalité
(dite « de Castelnuovo »), voir Weil (1954), p. 553. Pour une application
aux « sommes exponentielles », voir Weil (1948, b).

§ 4: la constante A, (n, d, r) (lemme 1) peut étre prise €gale a 2d)" (en
fait, elle ne dépend donc pas de n); en revanche, la constante 4, (n,d. r)
(lemme 2) et par conséquent la constante 4 (1, d, r) (th. 4) dépendent de n;
on ne sait d’ailleurs pas en général les majorer explicitement, faute de rensei-
gnements précis sur le degré e (n, d, r) de ’ensemble algébrique E.

Pour d’autres remarques sur les résultats ci-dessus, voir également le
chapitre 9.

CHAPITRE 9

FONCTIONS ZETA

Dans ce dernier chapitre, on se donne comme toujours un corps fini £
a g = p’ éléments, de cldture algébrique k; pour tout entier m >1, k,,
désigne I'unique extension de degré m de k contenue dans k (chap. 1, § 1).
A tout ensemble algébrique V défini sur &, on peut alors associer la série
formelle Z (V; £) = exp ( ), N,t"/m), ou N,, désigne le nombre de points

m>1
de V rationnels sur k,, et ou t est une indéterminée. Il se trouve que cette
série formelle est en fait une fraction rationnelle en ¢, et que, moyennant
des hypothéses convenables sur V, cette fraction rationnelle peut étre décrite
avec précision. Le paragraphe 1 de ce chapitre énonce diverses définitions
équivalentes de Z (V; t), et justifie le nom de « fonction z€ta de V» qui lui
est attribué. Le paragraphe 2 donne une esquisse de la démonstration de la
rationalité de Z (V; t). Le paragraphe 3 montre comment le théoréme de
Riemann-Roch et le théoréme 3 du chapitre 8 permettent d’obtenir une
description trés compléte de Z (V;t) quand ¥ est une courbe projective
non singulieére. Le paragraphe 4 indique sans démonstration diverses généra-
lisations des résultats du paragraphe 3. Enfin, le paragraphe 5 donne des
exemples de calcul explicite de fonctions z€ta; ce paragraphe peut d’ailleurs
étre lu directement apres le paragraphe 2: on y utilise uniquement les défi-
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nitions de Z (V; t), ’énoncé (mais non la démonstration) du théoréme 2,
et le corollaire 1 de ce théoréme 2 (on y utilise également les résultats des
chapitres 5 et 6).

§ 1. Definitions, propriétés élémentaires.

1.1. Soit ¥ un ensemble algébrique (affine ou projectif) défini sur k, et
soit M I’ensemble des cycles de dimension 0, premiers rationnels sur k, et
portés par V (voir [15], chap. I, §§ 9.2 et 9.3); rappelons qu’un tel cycle m
est une combinaison linéaire formelle x; + ... + x,, de points de V (algé-
briques sur k) satisfaisant aux deux conditions suivantes:

(D) k(xy) = ... = k(X = kpy;

(i) les x; (1 <j <<m) sont permutés transitivement par le groupe de
Galois de k,/k;

I’entier m s’appelle degré de m, on le note deg (m); entier g*#M = card (k,,)
est noté¢ Nm; cela étant:

DEFINITION 1. — On appelle fonction zéta (« minuscule ») de V la fonction
d’une variable complexe s définie par

(1.1.1) ((V;s) = J] 1/ —=Nm™%).

meM
(On verra plus loin que ce produit infini converge quand la partie réelle de s
est suffisamment grande.)

Si V est une k-variété affine, il existe une bijection canonique de M sur
Iensemble des idéaux maximaux de I'anneau de coordonnées 4 = k [V]
(conséquence facile du théoréme des zéros de Hilbert); faisons 1’'identifica-
tion correspondante; si alors me M, A4/m est isomorphe a k,, avec m
= deg (m), et on a Nm = card (4/m); la définition (1.1.1) de {(V; s)
a partir de 4 = k [V'] et de ’ensemble M des idéaux maximaux de A est
dans ce cas entiérement analogue a celle de la fonction { (K; s) d’un corps de
nombres K a partir de ’anneau A = Oy des entiers de K et de I’ensemble des
idéaux maximaux de A. (Ces deux définitions sont en fait des cas parti-
culiers de la notion générale de fonction z€ta d’un schéma de type fini sur Z:
voir [16], pp. 82-86).

1.2. La relation Nm = ¢ incite a faire le changement de variable
t = g~ ° et a poser une seconde définition:
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DEFINITION 2. — On appelle fonction zéta (« majuscule ») de V la fonction
d’une variable complexe t définie par

(1.2.1) O Z;H = J] 11—y,
mMeM

(On verra que ce produit infini converge quand | t | est suffisamment petit.)
On a alors évidemment

(1.2.2) ((V;s) =Z(V;q7).

1.3. On va transformer la définition (1.2.1) de Z (V;t). Pour tout
j >1, soit d; le nombre de cycles m e M tels que deg (m) = j: le nombre
de points x € V tels que [k (x): k] = j est évidlemment égal a jd;. Soit
maintenant m un entier > 1; le nombre de points x € V rationnels sur k,,
(c’est-a-dire tels que k (x) < k,,, donc que [k (x): k] divise m: chap. 1,
prop. 4) est alors donné par

(1.3.1) N, = Y jd;.

D’autre part, I’égalité (1.2.1) peut s’écrire

(1.3.2) Z(V;n = [l 1A —v)i.

j=1

Considérons provisoirement ¢ comme une indéterminée; dans ’anneau de
séries formelles Q [[t]], le produit infini figurant au second membre de
(1.3.2) est évidemment convergent, et il est de la forme 1 + tG (1), avec
G()eZ [[t]]. Si D; désigne le nombre de cycles positifs de dimension 0
et de degré d rationnels sur k (mais non nécessairement premiers) et portés
par V, un calcul facile (analogue a celui qui permet de transformer en série
de Dirichlet la fonction z€ta de Riemann, supposée définie comme produit
« eulérien » infini) montre d’ailleurs qu’on a de fagon précise

(1.3.3) Z(V;t) =1+ ) D™.

m>1

Prenons alors, dans Q [[t]], les logarithmes des deux membres de (1.3.2);
il vient

logZ(V;t) = > > d;i"n,

Jj=1 n>1

soit, en multipliant par j le numérateur et le dénominateur du terme général,
en posant m = nj, et en tenant compte de (1.3.1),
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logZ(V;t) = > N,t"[m.
m>1
Ainsi:
PRroOPOSITION 1. — Considérons Z (V; t) comme élément de Q [[t]]. Alors

(i) Z(V;?t) appartient a 1 + tZ[[t]], et elle est donnée explicitement par
la formule (1.3.3).

(1) Si N,, désigne le nombre de points de V rationnels sur k,,, on a
(1.3.4) Z(V;t) =exp( ), Nyt"/m).
m>.1

La formule (1.3.4) est plus maniable que la formule (1.2.1), et c’est elle
qu’on prend généralement comme définition de Z (V;t); { (V;s) est alors
définie par la formule (1.2.2).

1.4. Considérons a nouveau ¢ comme une variable complexe, et
Z (V;t) comme une fonction de variable complexe. Si on suppose V affine,
plongé dans A,, ’entier N,, est majoré par le nombre de points de A, ra-
tionnels sur k,,; on a donc N,, <(¢")" = (¢")", et la série entiére » N, t"/m

m>1

admet pour majorante la série entiére Y (¢"t)"/m = log 1/(1—¢"t), qui

m>1
est holomorphe dans le disque | 7| < ¢™"; ainsi, Z (V; t) est holomorphe
(au moins) dans le disque | t | < g~ ". Méme raisonnement et méme conclu-
sion si V est projectif, plongé dans P,; on a alors N,, < (¢")" + ("~ )™ + ...
+ g™ + 1, et la série Y. N, t"/m admet pour majorante la fonction log 1/

m>.1
(1—1)(1—g?) ... (1—¢"t), qui est holomorphe dans |7| < ¢~". Compte
tenu de (1.2.2), on peut donc énoncer:

PROPOSITION 2. — Si V désigne un ensemble algébrique défini sur k et
plongé dans [’espace affine ou projectif de dimension n sur k, la fonction
Z (V;t) (supposée définie par (1.3.4)) est holomorphe (au moins) dans le
disque l tl < g~ ", la fonction { (V;s) est holomorphe (au moins) dans le
demi-plan Re (s) > n.

On laisse au lecteur le soin de vérifier, en passant par 'intermédiaire de la
formule (1.3.3), que le produit infini (1.2.1) converge pour | ¢| < ¢™" (au
moins) et que le produit infini (1.1.1) converge alors pour Re (s) > n (au
moins). Notons d’autre part que les majorantes introduites ci-dessus ne sont
autres que les logarithmes des fonctions z€ta de A, et P,; ainsi
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PROPOSITION 3. — Considérons A, et P, comme variétés définies sur k ;
alors
(1.4.1) ZA;H = 1/(1-4");
(1.4.2) ZP,;t) = 1/(1-1)(1—qt)...(1—4").

Si ¥ est une variété, le théoréme 4 du chapitre 8 permet d’en dire plus:

THEOREME 1. — Soit V une variété (affine ou projective) de dimension r,
définie sur k. Alors

G) Z (V;t) est holomorphe dans le disque | t | <q "
(ii) Elle se prolonge analytiquement en une fonction méromorphe dans le
disque | t| < g~ "" /2,

(iii) Ainsi prolongée, elle n’admet aucun zéro, et elle a pour seule singularité

r

un pole simple en t = q ™ ".

Démonstration. — D’aprés le chapitre 8 (sect. 4.1, th. 1, pour le cas
projectif; sect. 4.3, pour le cas affine), on peut, pour tout m > 1, écrire
(1.4.3) Nn = (@™ + Bu (g™~ 42,

et la suite B, (m=1, 2, ...) est alors bornée; posons

H(w) = 3 Buu"m; |
m>1
H (u) est holomorphe dans le disque Iul < 1, et (1.4.3), joint a (1.3.4),
permet d’écrire

(1.4.4) Z(V;1) =exp(H (@~ Y201 —-q");

le numérateur et le dénominateur du membre de droite sont holomorphes

dans le disque | 7| < ¢7"* 1/, et le numérateur ne s’y annule évidemment

pas; comme par ailleurs le dénominateur ne s’annule dans ce disque qu’en
= ¢~ ", qui est un zéro simple, le théoréme 1 se trouve établi.

Les assertions (i) et (ii) du théoréme 1 restent vraies pour un ensemble
algébrique V quelconque (en ce qui concerne (ii), on a déja annoncé, et on
démontrera au paragraphe 2, que Z (V; t) est une fraction rationnelle: elle
se prolonge donc analytiquement a C tout entier !); tel n’est plus le cas pour
’assertion (iii): par exemple, si ¢ = 3 (mod 4), la k-variété projective définie
dans P, (rapporté & un systeme de frois coordonnées homogenes x, y, z)
par I’équation X?* + Y2 = 0, et qui est formée de deux droites définies sur
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k, et conjuguées sur k, a pour fonction z&€ta 1/(1 —1¢) (1 —gqt) (1+ qt), fraction
rationnelle qui admet, dans le disque | 7| < ¢~ '/?, les deux poles t = ¢~ *
ett = —qg L

§ 2. Rationalité des fonctions zéta.

2.1. THEOREME 2 (théoréme de Dwork). — Quel que soit V, ensemble
algébrique défini sur k, Z (V'; t) est une fraction rationnelle en t.

Démonstration. — Soient 61, la cloture algébrique du corps p-adique
Q,, Q le complété p-adique de 6,,, ord: Q* — Q, la valuation p-adique de £,
normalisée par ord (p) = 1, et |.|,: @ - R, la valeur absolue p-adique de
Q, normalisée par | D ] , = p_'; Qestun corps algébriquement clos, complet
pour [ . |, c’est 'analogue p-adique de C. Soit maintenant R un nombre
réel positif (ou + c0), et soit D le « disque» de @ défini par | 7|, < R.
Une fonction (définie dans une partie de Q, a valeurs dans Q U { o }) sera
dite holomorphe dans D si elle est représentable dans ce disque comme
somme d’une série entiere convergente; elle sera dite méromorphe dans D
si elle est égale dans ce disque au quotient de deux fonctions holomorphes.

Cela étant, la démonstration du théoréme 2 repose essentiellement sur le
résultat suivant:

PrOPOSITION 1. — Z (V; t) est méromorphe dans Q tout entier.

Indiquons le principe de la démonstration (d’aprés Dwork (1960), et
Serre (1959)). La formule (1.3.4) montre que si V', et V, sont deux sous-
ensembles algébriques d’un méme ensemble algébrique, et si on pose
Va=V, vV, V, =V, 0V, les fonctions z€ta de ces quatre ensembles
algébriques sont liées par Z (V;t) Z(Vyit) = Z(V5;t) Z(V,; t) (remar-
quer qu’'on a, avec des notations évidentes, Ny ,, + Ny, = N3, + Ny )
Un argument combinatoire simple prouve alors qu’on peut se ramener au
cas ol V est une hypersurface affine d’équation F (X4, ..., X,) = ), a, X"

ueU

= 0 (notation analogue a celle du chapitre 7, section 2.2), et qu’on ne
modifie pas le probléme en remplagant Z(V;t) par Z*(V;t) =
= exp ( ), Nnt™/m), N, désignant le nombre de points x = (xy, ..., X,)

m>1
e V, rationnels sur k,, et tels que x,x, ... x, # 0. Soit f§,, un caractére additif
non trivial de k,, a valeurs dans Q (*); un calcul semblable a celui fait au
chapitre 5, section 1.3, montre qu'on a

*) C’est-a-dire un homomorphisme non trivial k,,* - Q%
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(211) qu:: = (qm_l)n + Zﬁm(xOF(xla "°9xn))a

la sommation étant étendue 2 tous les X = (Xo, ..., X,) € (km)" " .

On va transformer le second membre de (2.1.1). Soit { une racine pri-
mitive p-iéme de I'unité dans Q, notons 7¥,, la trace dans I'extension k,,/F,
et prenons pour fB,, (comme d’habitude) le caractére défini par

ﬁ (y) = CTrm(y) == C}"*'J’P+...+ypfm—1
m

(y e k,). Ce caractére peut se « factoriser » grace au résultat suivant:

LeMME 1. — 1l existe une fonction B (t) holomorphe dans le disque ord (1)
> — 1/(p—1) de Q, et possédant les deux propriétés ci-dessous :

(1) Sibg+ byt + ... + bt™ + ... est le développement en série entiére de
B (t) dans ce disque, on a by = 1, et ord (b,,) > m/(p—1) pour tout m.

() Si on identifie le corps résiduel de Q a k, et si, pour tout y € ky,, on
désigne par y 1’unique racine (q™—1)-iéme de I’unité contenue dans Q et
ayant y comme image résiduelle dans k,, < k, on a

(2.1.2) B.(») = BG)BGP) ...BP™ Y.

Une telle fonction B (¢) peut se construire directement (voir Serre (1959),
pp. 4-5, ou Dwork (1960), pp. 634-636); on peut aussi la définir a partir de
I’exponentielle d’Artin-Hasse (voir Dwork (1960), p. 636; pour les pro-
priétés de l’exponentielle d’Artin-Hasse, voir par exemple Yamamoto
(1959)) ou méme a partir de 'exponentielle p-adique ordinaire: en fait, si
n € Q est tel que n? = — p, on peut prendre B (¢) = exp (nt—ntP).

Cela étant, (2.1.1) peut s’écrire successivement

q"Nm = (@"=1" + Y [] Bulax")

x ueU

(pour la notation X*, voir chap. 7, sect. 2.2), puis, compte tenu de (2.1.2),

Jm—1

(2.1.3) q"Nm = (q"=1" + ¥ TI T B(ax"?)

x ueU j=0

(x signifie évidemment (x,, ..., X,); si a, = 0, a, vaut par définition O;
enfin, la sommation est étendue a tous les x e (k;5)"*1). Ici, faisons un
changement de notation: pour tout y € k,, écrivons y au lieu de y (ce qui

revient a identifier les éléments y de k, avec leurs « représentants multi-
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plicatifs » ydans Q); notons par ailleurs 7, le groupe des racines (g™ — 1)-
iemes de I'unité dans Q. La relation (2.1.3) devient

fm—1 .
214  ¢"NE=@ -1+ ¥ II I1BG@x"™).
xeT':n+1 ueU j=0

S-1 )
Posons alors C(t) = [[ B(¢*") (si on a pris B(t) = exp (nt—mnt?), on
i=0

a tout simplement C () = exp (nt—nt?)); on vérifie immédiatement (a
l’aide de la partie (i) du lemme 1) que C (¢) est elle-méme holomorphe dans
le disque ord (¢) > — 1/(p—1) de Q, et que son développement en série
entiére ¢, + ¢4t + ... + ¢,t™ + ... dans ce disque satisfait &

(2.1.5) co =1; ord(c,) >m/(p—1) pour tout m ;

comme aq,? = g, pour tout ue U (le polyndme F est a coefficients dans
k = k), la relation (2.1.4) peut s’écrire

(2.1.6) g"NE =(@"-1"+ ¥ 1] f]C(aux"'qf).

xeT%+1uer=0
Introduisons alors la série formelle 4 n + 1 variables

G(X) = HUC(aUX"’) =Y g, X"

(v parcourant N”*1). La relation (2.1.6) devient

2.1.7) ¢"Nf =@"-1)"+ Y GX®GKE)..GEx"T,

xeT%+1

et (2.1.5) permet d’autre part de vérifier que G (X) posséde la propriété
suivante:

(2.1.8) 1l existe un nombre réel M > 0 tel que pour tout v = (vg, ..., V,),
on ait ord (g,) > M (vo+...+v,).

Soit alors E I’anneau de séries formelles & n + 1 variables @ [[X 1],
considéré comme espace vectoriel sur Q, et définissons de la fagon suivante
deux endomorphismes @ et ¥ de E: si H(X) = > h,X" est un élément
quelconque de E, on a & (H) = thvX V. et Y(H) = & (GH); pour
m > 1, soit également Y™ le m-iéme itéré de V. Alors

LEMME 2. — (i) La série qui donne la trace Tr (V™) de la matrice (infinie)
de W™ par rapport aux X' (ve N"*1) est convergente dans Q et on a
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(2.1.9) (¢"—-1yTr(¥m = Y G(x)G(x)..Gx"T).

n+1
xXe Tm

(ii) Le déterminant caractéristique de ¥ est donné par

(2.1.10) dét (1 —1¥) = exp(— Y, Tr(¥™t"/m).

m>1
(iii) Enfin, 4 (t) = dét (1—t¥) est une fonction holomorphe dans 2 tout
entier.

Pour une démonstration de ce lemme, voir Serre (1959), pp. 7-9 (la
démonstration utilise essentiellement la propriété (2.1.8) des coefficients de
G (X); la partie (i) du lemme est presque immédiate; la partie (ii) généralise
une formule bien connue en dimension finie).

Démontrons alors la proposition 1. Les relations (2.1.7) et (2.1.9)
donnent

q"Nm = (@" ="+ (¢"—1D)""" Tr(¥™);

si on développe (g"—1)" et (¢"—1)"*! par la formule du bindme et si on
utilise la définition de Z* (V; t) et la formule (2.1.10) (voir le lemme 2, (ii)
et (iil)), on trouve

(2.1.11) Z*(V;t) = K; (1) K, (1),

avec

Kl(t) — I_-‘L(l __pn—i—lt)(—l)i+1(i) ,

n+1 nt1

Ky(t) = [[ 4@ o0
i=0

K, (¢) est une fraction rationnelle; comme 4 (¢) est holomorphe dans @
tout entier (lemme 2, (iii)), K, (¢) est évidemment méromorphe dans Q tout
entier; (2.1.11) montre alors que Z* (V; t) est elle-méme méromorphe dans
€2 tout entier, et la proposition 1 est établie.

La démonstration du théoréme 2 utilise également le résultat suivant:

ProrosiTION 2 (critére de rationalité de Dwork). — Soit F(t) une série
formelle en t a coefficients entiers rationnels, et supposons qu’il existe deux
nombres réels positifs R et R, tels que (1) F(t) soit méromorphe dans le
disque | t| < R de C; (ii) F (¢) soit méromorphe dans le disque | t|, < R,
de Q; (ii)) RR, > 1. Alors F(t) est une fraction rationnelle.

L’Enseignement mathém., t. XIX, fasc. 1-2. 7
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On peut supposer R, >1. Si R, = 1 (et par conséquent R > 1), on
retombe sur le classique critére de Borel (voir Borel (1894)). 1l suffit donc
d’examiner le cas ou R, > 1. Si alors F(f) = ay + ayt + ... + a,t™ + ...,
et si on pose pour tout & > 1

Dy = dét (am+i+j)Oéi,j<h >

le principe de la démonstration consiste & déduire de (1), (i) et (iii) I’exis-
tence d’un entier 4 tel que | D,, ;| | Dy |, < 1 pour tout m suffisamment
grand; comme D,, , est un entier, ceci n’est possible que si D, , = 0 pour
m suffisamment grand, donc si, & partir d’'un certain rang, les a,, satisfont
a une relation de récurrence linéaire de longueur 4: mais ceci équivaut a dire
que F (t) est une fraction rationnelle. Pour les détails de la démonstration,
voir par exemple Serre (1959), pp. 2-4.

Cela étant, le théoréme 2 est immédiat: d’apres la section 1.4, il existe un
entier n tel que Z (V;t) soit holomorphe dans le disque | t | < g " de C;
posons R = ¢~ " et (par exemple) R, = ¢""'; on a RR, =g > 1, et
Z (V;t) est évidlemment méromorphe dans le disque | t | » <R, de Q
(prop. 1); la proposition 2 est donc applicable a Z (V;t), qui est effecti-
vement une fraction rationnelle, C.Q.F.D.

n

2.2. On sait (voir Fatou (1906)) que si F(¢) est une fraction rationnelle
en t & coefficients dans Q, si F (0) = 1, et si le développement en série entiére
de F(t) a tous ses coefficients entiers, alors les zéros et les pdles de F(?)
sont des inverses d’entiers algébriques. Ceci s’applique a Z (V'; t) et montre
qu’on peut écrire

r S

(2.2.1) ZWi = [[A-a)/ [TA-80,

i=1 j=1

les «; et les f; étant des entiers algébriques (respectivement les inverses des
zéros et des poOles de Z (V; t)). Prenant les logarithmes des deux membres et
utilisant la formule (1.3.4), on arrive alors au résultat suivant:

COROLLAIRE 1. — 1] existe deux familles (¢.;)1 —; —, et (B;)1 =, d entiers
algébriques telles que pour tout m > 1, on ait

(2.2.2) N, ="+ ..+B" —ay" — ... —a,".

Remarquons qu’inversement, si V" est un ensemble algébrique défini sur
ket si (0;); =iz (B;)1—j=s sont deux familles d’entiers algébriques telles




99 —

qu’on ait (2.2.2) pour tout m > 1, alors la fonction zéta de V est donnée par

(2.2.1): on utilisera cette remarque & plusieurs reprises aux paragraphes 3,
4 et 5.

§ 3. Fonction zéta d’une courbe projective non singuliére.

3.1. Si V est une courbe projective non singuliére définie sur k, la
fonction Z (V;t) est décrite avec précision par le théoréme suivant, di a
Weil (1940, 1948) (voir aussi [19], chap. VII, p. 130):

THEOREME 3. — Si V est une courbe projective non singuliere de genre g
définie sur k, on a
(3.1.1) ZW;n =P@OA-1)A—q1)),

P étant un polynéme a coefficients entiers rationnels vérifiant les propriétés
suivantes :

(i) Le degré de P est égal a 2g; son coefficient dominant est égal a q° et
son terme constant a 1.

(ii) P satisfait a l’équation fonctionnelle

(3.1.2) P(1/qt) = q % *9P (1).

(iii) Les zéros de P (qui sont des inverses d’entiers algébriques, d’aprés (1)),
ont tous pour module g~ /2

Démonstration. — On utilise essentiellement le théoréme 3 du chapitre 8
et le résultat suivant:

PROPOSITION 3. — Mémes hypothéses que dans le théoréme 3 ; la fonction
zéta de V satisfait a 1’équation fonctionnelle

(3.1.3) Z(V;1jqt) = q* 7% Z(V;1).

Prouvons cette proposition (et convenons, pour simplifier, d’écrire Z (¢)
au lieu de Z (V; t), et de dire systématiquement diviseur au lieu de diviseur
rationnel sur k). La formule (1.3.1) montre que Z(¢t) = ) D,t™, D,

m>.0

désignant ici (puisque V est une courbe) le nombre de diviseurs positifs de
degré m sur V. Mais V posséde un diviseur m, (non nécessairement positif)
de degré 1 (chap. 8, th. 3, cor. 2); d’autre part, les diviseurs positifs de
degré g sur V forment un ensemble fini, et I’équivalence linéaire entre divi-
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seurs partage cet ensemble en classes d’équivalence: on peut donc trouver
une famille my, ..., m, de diviseurs positifs de degré g sur V telle que tout
diviseur positif m de degré g sur V soit linéairement équivalent & un m;
(1 <j < h)etun seul; et ceci reste d’ailleurs vrai méme si on ne suppose pas
m positif (en effet, si deg (m) = g, le théoréme de Riemann-Roch donne
[ (m) > 1, de sorte que tout diviseur m de degré g sur V est linéairement
équivalent a un diviseur positif de degré g sur V).
Pour tout m >0 et tout j (1 < j < h), posons alors

(3.1.4) m;, =m; +(m—g)mg,.

Il est clair que, quel que soit le diviseur positif m sur V, il existe un couple
(j, m) et un seul tel que m ~ m; , (m étant d’ailleurs égal a deg (m)). Cal-
culons maintenant D,; si D; , est le nombre de diviseurs positifs sur V
linéairement équivalents & m; ,, il résulte de ce qui précede que

h
(3.1.5) D, =j;Dj,m;

par ailleurs, on sait que les diviseurs positifs sur ¥ qui sont linéairement
équivalents a un diviseur donné n forment un espace projectif de dimension
I(n) — 1 sur k (c’est la série lindaire compléte | n | associée & n); on a donc
(316) Dj,m = Card (Imj,ml) = (ql(mj’m) - 1)/(q - 1) .

(1.3.1), (3.1.5) et (3.1.6) donnent ainsi, aprés multiplication par g — 1:

(3.1.7) | (q—DZ@® = > Y (¢"Mrm™ —1)¢.

m=0 j=1

Posons alors

29g—2 h
(3.1.8) F() = Z Z g!Mpmigm -
m=0 j=1
2g-2 h
(3.1.9) R@® = — Y t"+ht > > (¢tMim 1),
m=0 m>2g—1 j=1
on a évidemment
(3.1.10) (gq—1D)Z((t) = F(t) + hR(¥);

mais le théoréme de Riemann-Roch montre que pour deg (m) = m > 2g
— l,onal(m) = m — g + 1; ceci permet, dans R (¢), de remplacer chaque
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n
somme Y. (¢"Mim) — 1) ¢™ par h(¢" 9" ' —1)¢", et donne aprés somma-
i=1

tion de deux séries géométriques

(3.1.11) R() = — 1/(1 =16 + ¢’ (1 —q1) .
Un calcul direct prouve alors que

(3.1.12) R(1/qt) = q* 7> %9R (1) .

D’autre part, si w est un diviseur canonique sur ¥, le théoréme de Riemann-
Roch donne

Imj,,) =m—-—g+1+ I(w—m;,,);

en outre, pour toute valeur de m telle que 0 <m <<2g — 2, il est clair
que les A nombres / (w—m; ,) (1 <j < h) sont les mémes, a 'ordre pres,
que les Anombres [ (M 5,-5-,,) (1 <j < h); il résulte de ces deux remarques
(et de la définition (3.1.8) de F (¢)) que

(3.1.13) F(l/qt) = ¢ ™92 2F ().

Le rapprochement de (3.1.10), (3.1.12) et (3.1.13) donne immédiatement
I’équation fonctionnelle (3.1.3), et la proposition 3 se trouve établie.
Démontrons alors le théoréme 3. Posons par définition

Pty =(1-0(1—q)Z();

’équation fonctionnelle (3.1.3) pour Z(¢) (prop. 3) implique I’équation
fonctionnelle (3.1.2) pour P(¢), ce qui prouve (i1). Les formules (3.1.10),
(3.1.8) et (3.1.11) (voir la démonstration de la prop. 3) montrent que P (t)
est un polyndme a coefficients entiers: (i) résulte alors de (ii), en ce qui
concerne le degré de P et la valeur de son coefficient dominant; et du fait

que P(0) = Z(0) = 1, en ce qui concerne son terme constant.
Reste a démontrer (ii1). On a

logP(f) =logZ(t) —log(1—1)(1—qt) = » (N, —1—g™t"/m;
m>0
‘ le théoreme 3 du chapitre 8 montre que la série entiére de droite admet
- pour majorante la série Y. 2¢™/?t™, qui est holomorphe dans le disque

m>..0
| 1| < g~ '/% de C; log P(¢) est donc holomorphe dans ce disque, de sorte
que P (¢) n’admet aucun zéro dans le disque | 7| < ¢~ */?; comme la trans-
formation ¢ > 1/gf échange I'intérieur et Pextérieur de ce disque, (i) montre
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que P (¢) n’admet également aucun zéro dans le domaine || > g~'/2:
tous les zéros de P (¢) sont donc sur le cercle | 7| = ¢~ /2, ce qui prouve (ii)
et achéve la démonstration du théoréme 3.

COROLLAIRE 1. — Tous les zéros de la fonction { (V; s) sont sur la droite
Re (s) = 1)2.

Démonstration. — On aen effet { (V;5) = Z (V; ¢~ %), et le changement

de variable t = ¢~ transforme les ¢ de module ¢~ !/% en les s de partie
réelle 1/2. |

3.2. Ce corollaire 1 constitue ’analogue géométrique de I’hypothése
de Riemann, et résulte directement du théoréme 3 du chapitre 8. Inver-
sement, ce corollaire 1 (ou, ce qui revient au méme, la partie (iii) du théo-
réme 3 ci-dessus) implique le théoréme 3 du chapitre 8: écrivons en effet
ZV;t) =P@)/(1—t) (1—gqt), et soient «; (1 <i << 2g) les inverses des
2g zéros de P(¢); on a alors Z(V;t) = (1—oyt) ... (1 —oy,t)/(1—2)(1—qt),

donc (voir sect. 2.2), N,, = ¢" + 1 —a;™ — ... — a,; pour m = 1, ceci
permet d’écrire | g + 1 — Ny | <|oy | + ... + | oz, |; si maintenant on
suppose que les 2¢ zéros de P ont pour module ¢~/ on a |a;| = ¢'/?

pour i = 1, ..., 2g, et la derniére inégalité se réduit (puisque N = N,) a
lg +1 —N|<29q'?:

on retrouve bien I'inégalité¢ (3.1.1) du chapitre 8.

3.3. Remarquons pour terminer que dans la démonstration du théo-
réme 3 ci-dessus, la rationalité de Z (V; ¢) a été établie directement (a I’aide
du théoréme de Riemann-Roch), indépendamment du théoréme 2. Signalons
d’autre part que ’entier 4 qui s’est introduit au cours de la démonstration
de la proposition 3 est égal au nombre de classes de diviseurs de degré 0 du
corps de fonctions algébriques k (V)/k, et qu’on a P (1) = h; ainsi, dans le
cas géométrique comme dans le cas arithmétique, il y a un rapport étroit
entre nombre de classes et comportement de la fonction { au point s = 1
(& ce sujet, voir par exemple [19], chap. VII).

§ 4. Conjectures de Weill.

4.1. Soit maintenant ¥ une variété projective non singulicre de type
(n, d, r) (voir chap. 8, § 4) définie sur k. Une description de Z (V;t), géné-
ralisant le théoréme 3 (qui correspond a r = 1), est donnée par les énoncés
suivants, dits « conjectures de Weil » (voir Weil (1949), p. 507):
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(CW1) (Théoréme de Lefschetz). — Il existe 2r + 1 familles d’entiers
algébriques (0;;)1 —j—p;» 0 <i <2r, telles qu’en posant, pour chaque i,

Pi (1) = 1—1 (l—‘ijit), on aqit
j=1
Pi(t) P3(D) ... Py, -1 (1)
Po(t) Py(8) ... P2, (1)
de plus, Po(t) = 1 —tet P, () =1 -4t

(4.1.1) Z(V;1) =

2r

(CW2) (Equation fonctionnelle). — Si on pose x = Y (—1)'B; on a
i=0

(4.1.2) Z(V;1]qt) = + q™***Z(V;1).
(CW3) (« Hypothése de Riemann »). — Pour tout couple d’indices j, i, on a
(4.1.3) I aji I = qilz .

(CW4) (Rationalité des « polyndmes de Weil » P;). — Chacun des poly-
noémes P; est a coefficients entiers rationnels, de terme constant égal a 1.

(CW5) (Interprétation des entiers B; comme nombres de Betti). — Si V
se reléve en caractéristique O (autrement dit, s’il existe un anneau de valuation
discréte O, contenu dans C, et dont le corps résiduel s’identifie a k, et une
variété projective non singuliére V., définie sur O, et dont la variété réduite
modulo 1’idéal maximal de O s’identifie @ V), alors les B; sont égaux aux
nombres de Betti de V,, considérée comme variété topologique complexe
compacte de dimension complexe r, donc de dimension réelle 2r. (L ’exposant
X, dans [’équation fonctionnelle (4.1.2), est alors la caractéristique d’Euler-
Poincaré de V).

On remarquera que, compte tenu de la définition des P;, (4.1.1) équivaut
(voir th. 2, cor. 1 et remarque) a la collection d’égalités

Np = (=Dl (m=1,2,..);
3 J

de méme, (4.1.2) équivaut a I’assertion suivante: quel que soit i (0 < i < 2r),
les deux familles (;;);_j_gp, -, €t (q'oc"j,-l)1 —;—p sont identiques (2 une
permutation pres).

4.2. L’ensemble de ces conjectures a été démontré par Weil lui-méme
lorsque ¥ est une courbe (th. 3), et lorsque V est une variété abélienne (voir
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par exemple [9], notamment p. 140). Le cas out V est une hAypersurface (c’est-
a-dire ou r = n — 1) a été traité par Dwork (1962, 1964; 1966, a) qui a
montré, en perfectionnant les méthodes p-adiques de son article de 1960,
qu’on a alors |

(4.2.1)  Z(V;0) = PO (1 —t) (1—qt)...(1 —g"" 1),

P (7) étant un polyndme de degré d ™' ((d—1)"*" + (—1)"* " (d—1)): ceci
prouve (CW1), (CW2) et (CWS5) pour les hypersurfaces.

4.3. Les conjectures (CW1), (CW2) et (CW5) ont été démontrées en
toute généralité par Artin et Grothendieck (voir Grothendieck (1964, a; b))
et, de deux maniéres différentes, par Lubkin (1967, 1968). Le principe de ces
démonstrations est la construction, pour les variétés algébriques (ou plus
précisément les schémas), d’'une cohomologie & coefficients dans un corps K
de caractéristique 0 (« cohomologie de Weil »), consistant en la donnée, pour
tout i >0, d’'un foncteur H' de la catégorie des schémas projectifs non
singuliers dans la catégorie des espaces vectoriels de dimension finie sur K,
cette famille de foncteurs possédant (entre autres) les propriétés suivantes:

(4.3.1) Sidim (V) = r. alors H' (V) = 0 pour i > 2r.

(4.3.2) (Formule « des traces », ou « des points fixes », de Lefschetz). —
Si f est un morphisme V — V, et si f; = H' (f) est l’endomorphisme corres-
pondant dans H* (V), alors le nombre d’intersection i (I' - A) du graphe T
de f avec la diagonale A de V' x V est donné par

2r
i(Id) = 3 (=1 Tr(f).

(4.3.3) (Formule de dualité). — L ’espace vectoriel H*" (V') est isomorphe
a K (r désignant toujours la dimension de V), et il existe pour tout i tel que
0 < i < 2r une application bilinéaire H' (V) x H*'"'(V) - H*' (V) ~ K
mettant H' (V) et H*"~* (V) en dualité.

(4.3.4) Si V se reléve en caractéristique O selon une variété complexe V),

la « cohomologie de Weil » de V s’identifie a la cohomologie ordinaire de V,,
(a coefficients dans K).

La « cohomologie de Weil » d’Artin-Grothendieck est la cohomologie
[-adique étale, pour laquelle K = Q,, / désignant n’importe quel nombre
premier différent de la caractéristique p du corps de base k; les « coho-
mologies de Weil » de Lubkin utilisent respectivement comme corps de
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coefficients K = Q,, / # p (Lubkin (1967)) et K = Q, (Lubkin (1968)).
A titre d’exemple, moutrons comment la formule (4.1.1) peut se déduire de
la formule des traces de Lefschetz: k et V étant fixés, soit f1’endomorphisme
de V défini par f(x) = x@ (x € V; voir chap. 8, § 2) et soit I le graphe de f
dans ¥ x V; on peut montrer que tous les points du cycle intersection
I - A ont pour multiplicité 1; comme ces points correspondent bijectivement
aux points de V invariants par f, donc rationnels sur k, la formule de Lef-
schetz donne

Ni= Y (=D Tr(f);

appliquant le méme raisonnement au corps de base k,, et a ’endomorphisme
f™, on trouve plus généralement, pour tout m > 1,

N = T (=D TrOm,

et par conséquent

2r
(4.3.5) logZ(V;) = Y (=D ) Tr(f™mt"/m.
i=0 m=1
Mais K étant de caractéristique 0, on a, dans K [[¢]],
(4.3.6) dét (1—1f) =exp(— Y Tr(fi"t"/m)
m>1

(c’est un résultat qui a déja été mentionné au § 2, et qu’on peut prouver en
triangularisant f; sur la cldture algébrique K de K); si alors on pose P;* ()
= dét (1—1f)), (4.3.5) et (4.3.6) donnent

Py*(H) Py*(1) ... Py, 24 () .

(337 VS0 = B s P . P ()

ceci prouve (CW1), moins le caractére algébrique des o;;; mais il suffit de
mettre le second membre de (4.3.7) sous forme irréductible, de noter P, (z)
«ce qui reste » de P;* (¢) aprés cette simplification, et d’utiliser le théo-
réme 2 et son corollaire 1, pour démontrer la totalité de (CW1).

Les conjectures (CW2) et (CW5) se démontrent de méme & partir de
(4.3.3) et (4.3.4). A TI’heure actuelle, en revanche, les conjectures (CW3)
et (CW4) ne semblent pas avoir été démontrées en toute généralité. Notons

qu’il résulte de (CW3) que les polyndmes de Weil P; ne dépendent que de k
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et V, et non du procédé, cohomologique ou autre, utilisé pour établir la
formule (4.1.1).

§ 5. Calcul explicite de certaines fonctions zéta.

5.1. Ce dernier paragraphe donne, a titre d’illustration de ce qui pré-
cede, le calcul explicite des fonctions z€ta de certaines variétés algébriques
(courbes ou hypersurfaces) définies par des équations diagonales. On utilise
essentiellement les résultats du chapitre 5, du chapitre 6 (§ 3), et le théoréme
suivant, dii a Davenport et Hasse (1934), qui permet de comparer les
sommes de Gauss relatives a k et celles relatives a k,, (m > 1):

THEOREME 4 (Davenport-Hasse). — Soient f§ et y un caractére additif et un
caractére multiplicatif non triviaux de k; pour m > 1, soient d’autre part
T™ et N™ la trace et la norme dans l’extension k,lk, et posons B™
=BoT™, y™ = yo N™. Alors

(i) B est un caractére additif non trivial de k,; x™ est un caractére
multiplicatif non trivial de k,,, et y'™ a méme ordre que y.

(i) Sion désigne par t et t™ les sommes de Gauss ©(x | B) et T (x™ | B)
relatives a k et k,, respectivement, on a

(5.1.1) M = (=) lgm,

Démonstration. — (i) Il suffit de noter que T™: k, — k*, et N™:
kX _ k* sont des homomorphismes surjectifs (chap. 1, prop. 9 et 10).

(i) (D’aprés Weil (1949), pp. 503-505). Pour tout polyndme unitaire P (U)
= U" + a,U" ' + ... + a, appartenant a k [U] (resp. & k,, [U]), posons
@ (P) = B(ay) x(ay (tesp. @™ (P) = ™ (ay) ™ (an); ¢ et o™ sont
évidemment des caractéres multiplicatifs sur les anneaux principaux k [U]
et k, [U], et on peut leur associer, « & la Dirichlet », les « séries L » sui-
vantes:

L) = Y, o) t*® = T[] 1/(1—q(P) D),

unit. irréd.

L, = Y, o™ @)t ® = [] 1/(1-™ (P)1*=®),

P P ynit.
unit. irréd.

(P étant supposé appartenir & k [U] et k,, [U] respectivement, bien entendu.)
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LEMME 1. — Ona L(t) =1 + 1t, L, (1) = 1 + 1™ t.

Vérifions par exemple la premiére égalité. On a L(f) = 1 + ¢4t + ...
+ ¢t* + ..., avec ¢, = ) ¢ (P), cette somme étant étendue a tous les
P ek [U] unitaires et de degré h, donc de la forme U* + a,U""' + ..

+ a,, les a;ek; pour A = 1, on trouve ainsi ¢; = Y, f(ay) x(a) =7
ayjek

(noter que j (0) = 0); pour # >>2 au contraire, on trouve

o =q"(2 Fla))( 2 x@),

aje ape

donc ¢, = 0, chacune des deux sommes étant nulle (chap. 5, prop. 2 et 5).

LEMME 2. — Si w désigne une racine primitive m-iéme de [’unité dans C,
on a
m—1
(5.1.2) L, = [] L(e9).
j=0

Pour chaque P € k [U], irréductible et unitaire, considérons le produit fini
L") = l;[ 1A -o™ (@)™,

Q parcourant seulement I’ensemble des facteurs irréductibles et unitaires
de P dans k,, [U]; on a évidemment
(513) Lm (tm) = H Lm,P (tm) .

P unit,
irréd.

Transformons maintenant L, p(t"), P étant supposé fixé. Posons
h = deg(P), et soit £ une racine de P dans k; on a [k (&):k] = h, et bien
entendu [k,,: k] = m; si alors d = (h,m), le p.p.c.m. de & et m est égal a
hm/d, et on a (chap. 1, prop. 4, cor. 1) [k,, (&): k] = hm/d, donc [k, (&): k,,]
= h/d. 1l en résulte que la décomposition de P en facteurs irréductibles et

unitaires de P dans k,, [U] est de la forme

P=0,0,..0,,

mﬂ ’gm (}') chacun des facteurs Q; étant de degré r
% (;) = h/d. Soit alors Q celui des Q; dont ¢ est
R racine, et calculons ¢ ™ (Q). Notons a, et g,
la trace et la norme de — ¢ dauns I’extension
% k (&)/k, et by et b, la trace et la norme de
ym. — ¢ dans Pextension k,, (¢)/k,,; on a P (U)
=U"+a,U" '+ .. 4+4a, et QU) = U"

+ b, U™ + ... + b,, et par conséquent

A

P
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(5.1.4) @) = Bla) x(ar), o™ (Q) = ™ B ™ (b))

L’utilisation de la transitivité de la trace et de la norme dans le diagramme de
corps ci-dessus donne d’autre part

(5.1.5) T (by) = (mld)a;, N™(b,) = ay".
(5.1.4), (5.1.5) et la définition de @™ permettent alors d’écrire

(5.1.6) 0" (Q) = B((m/d)ay) x(ay") = o (P)".

Les d facteurs irréductibles Q; de P dans k,, [U] donnent donc la méme valeur
a o™, dou |

(5.1.7) Ly p (™) = 1/(1—q P)y" "
Mais, quel que soit « € C, on a
m—1
(5.1.8) (1 —omm™? = TT (1 —oa (o’ 1)) ;
j=0

les deux membres sont en effet des polyndomes unitaires en ¢, & coefficients
complexes, de méme degré mh, et ayant les mémes racines (toutes multiples
d’ordre d). Dans (5.1.8), faisons & = ¢ (P), et portons dans (5.1.7); comme

m—1

h = deg (P), il vient L,, p (") = ] 1/1(—¢ (P) (w’t) *& ®), ce qui, compte
=0

tenu de (5.1.3) et de la définition de L(t), donne (5.1.2) et prouve le lemme 2.
Démontrons alors le théoréme 4. Les lemmes 1 et 2 permettent d’écrire

m—1
L4+ = ] (1+t0/);
j=o0

la comparaison des termes de plus haut degré en ¢t donne donc

m—1
(m — I_I Tl = nim-—1/2 m _ (—1)”1_11"",
j=0

C.Q.F.D.

COROLLAIRE 1. — Soient y et y deux caractéres multiplicatifs non triviaux
de k, et supposons également y\ non trivial. Alors, si ¥'™ = yo N™ et si
Y™ = o N™, ona

(5.1.9) n (™, ™) = (=" (oY)

Démonstration. — II suffit d’appliquer le théoréme 4 et la proposition 9,
(i1) du chapitre 5.
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5.2. Appliquons alors le théoréme 4 et son corollaire 1 au calcul des
fonctions zéta des courbes de genre 1 étudiées au chapitre 6, sections 3.3
a 3.5 (dont on conserve les notations).

(1) La courbe V| d’équation Y* =1 — X° (p # 2, 3).

Supposons d’abord ¢ = 1 (mod 6); la formule (3.3.1) (chap. 6) appli-
quée au corps de base k,, donne N*% = g™ + n (0™, x™) + (o™, 1)
N*E étant évidemment le nombre de points de V; « & distance finie » et
rationnels sur k,,; posons « = — n (¢, ¥), utilisons le corollaire 1 du théo-
réme 4, et remarquons que ¥, admet exactement un point a I'infini, rationnel
sur k; il vient alors Ny, =4" + 1 — o™ — &", d’ou finalement (th. 2,
cor. 1): ' ‘

(5.2.1) Z(Vt) = —at) (1—a)/(1—1) (1 —qt),
e qui est évidemment conforme au théoréme 3.
| Supposons maintenant ¢ = — 1 (mod 6) (donc p = — 1 (mod 6) et f

~ impair). On aura besoin du lemme suivant:

LEMME 1. — Soit p = — 1 (mod 6), et soient ¢, et x, deux caractéres
multiplicatifs de K = F 5, respectivement d’ordre 2 et d’ordre 3 (noter que
p? =1 (mod 6)). Alors n(¢,, x2) = p.

Démonstration. — Comme K contient six racines 6-iémes de 'unité, il
est facile de voir que le nombre N de solutions dans K? de I’équation Y2
= 1 — X satisfait & N = 5 (mod 6) (comparer avec le chap. 6, sect. A.1,
exemple 2). Posons © = m(¢,, y,);ona N = p* + n + 7 (chap. 6, (3.3.1)),
et la congruence relative a N donne

(5.2.2) n +7 =4 (mod 6).

Mais =, 7 e Z [p] (p =e*™/3), nt = p* (chap. 5, prop. 9, cor. 1), et p est
inerte dans Z [p]; ainsi, = = €p, T = Ep, & étant une racine 6-iéme de
Punité. (5.2.2) donne alors (e+&)p =4 (mod 6), puis e + 6 = — 4 =2
(mod 6), ce qui implique ¢ = 1 (examiner les six valeurs possibles de &).
Finalement, 7 = ¢p = p, C.Q.F.D.

Calculons alors le‘ff,,. Si m est impair, on a ¢" = — 1 (mod 3), donc
N lf‘f}; = ¢". Supposons maintenant m pair, m = 2m’, et soient ¢ et y deux
caractéres multiplicatifs de k,, respectivement d’ordre 2 et d’ordre 3; le
lemme 1 et le corollaire 1 du théoréme 4 (appliqué a k,/F ,») donnent d’abord
n(p, x) = (=1’ 7'p/ = ¢q; le corollaire 1 du théoréme 4, appliqué a
knlk,, donne dautre part 7 (™7, ")) = (=)™ " 1g" = — (=g,
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donc (chap. 6, (3.3.1)) N;*T = g™ — 2 (—¢)™/%: Posons alors a = ig!/?;
les calculs précédents montrent que, quelle que soit la parité de m, on a
le‘if,, =q" —a" — &, donc Ny, = q" + 1 — o™ — &"; finalement, on
trouve encore

(5.2.3) Z(V) =0 —-at)(1—at)/(1—1) (1 —qi);
compte tenu de la valeur explicite « = ig’/%, on a méme, dans ce cas,
(5.2.4) Z(Vi;t) = (L+qgtd)/(1—1t) (1 —qb).

(2) La courbe V, d’équation Y? =1 — X* (p#2).

Supposons d’abord ¢ = 1 (mod 4); la formule (3.3.2) (chap. 6) appliquée
au corps de base k,,, combinée au corollaire 1 du théoréme 4, donne, comme
en (1), N,§ = g™ — 1 — o™ — &, avec & = — 7 (¢, ¥); d’autre part, V,
admet a I'infini un point double rationnel sur k: comptons-le pour deux
(ce qui revient & remplacer ¥, par sa normalisée ¥, ™ : voir d’ailleurs chap. 8,
sect. 2.4); on trouve ainsi Nz,*,,, =q4q"+1—o" — &, donc

(5.2.5) Z(*50) = 1—at) (1—an/(1 —1) (1 —q1),

ce qui est toujours conforme au théoréme 3. Remarquer que la fonction zéta
de V, non normalisée est Z (V,; t) = (1—at) (1—ar)/(1—qt).

Si on suppose au contraire ¢ = — 1 (mod 4), un calcul analogue a celui
fait en (1) (pour ¢ = — 1 (mod 6)) donnerait encore

(5.2.6) Z(V,*;0) = A +q)/(1—1t) (1 —qb).
(3) La courbe V, d’équation Y> =1 — X3 (p#3).

On laisse au lecteur le soin de vérifier que les formules (5.2.5) et (5.2.6)
restent valides pour la normalisée ¥,* de ¥V, respectivement pour g = 1
(mod 3) (et avec &« = — m (¥, x): voir chap. 6, (3.3.3)), d’une part; et pour

= — 1 (mod 3), d’autre part.

(4) La courbe V, d’équation Y* = X — X3 (pour ¢ = 1 (mod 4)).
Il résulte des calculs faits au chapitre 6 (sect. 3.4) que
(5.2.7) Z(Vyt) = Z(V,*;0).

(En fait, V, est un modéle projectif non singulier de V,, de sorte qu’on peut
choisir pour V,* la courbe V,.) L’égalité (5.2.7) reste d’ailleurs vraie pour
g = — 1 (mod 4).
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5.3. Terminons par deux exemples simples d’hypersurfaces (dans P3).
(5) La quadrique d’équation homogéne X* + Y* + Z* + T? = 0 (p#2).

Le nombre N, ° de points rationnels sur k,, du céne défini dans A, par
I’équation ci-dessus est donné (chap. 6, th. 1) par

N,° = q¢*™ + g ™ (@"—D1(p™)*,

@ désignant le caractére de Legendre de k; mais 7 (p™)* = ¢" @™ (=1),
et (¢"—1) N, + 1 = N,° (N,, étant le nombre de points de la quadrique
rationnels sur k,); d’otl immédiatement N,, = g°™ + 2¢™ + 1, et (th. 2,
cor. 1)

(5.3.1) Z(Vs;) = 11~ (1 —g0)* (1 —q*D),

Vs désignant la quadrique étudiée. (On aurait pu calculer N, a I'aide des
formules du chap. 6, prop. 2). Ce résultat est évidemment conforme a
(4.2.1) (sect. 4.2), c’est-a-dire au théoréme de Dwork pour les hypersurfaces:
onaP(t) =1—gt,dedegré 1,et (—1)" = (—=1)> = — 1, ce qui « envoie »
P (t) au dénominateur.

(6) La surface cubique d’équation homogéne X* + Y3 + 2> + T3 =0
(p#3).

On se limitera pour simplifier au cas ol ¢ = 1 (mod 3). On pourrait
procéder comme en (5), et utiliser le théoréme 1 du chapitre 6. Il est plus
commode de remarquer que (avec des notations évidentes) N, = N2f
+ Nof. N2 est e nombre de solutions rationnelles sur k,, de 1’équation
X?®+ Y? + Z> = — 1; si x est un caractére multiplicatif d’ordre 3 de k,
le théoréme 2 du chapitre 6, la proposition 10 du chapitre 5 et le théoréme 4
ci-dessus donnent

(5.3.2) N?nﬁ = q2m + (=)™ + (=)™ + 37, + 37,7,

avec 1y = 7 (x, x) = — n (X, X, x) (chap. 5, prop. 10, (1)) et 7, = 7 (¥, 1, X);
quant 3 Nt cest le nombre de points rationnels sur k,, de la cubique
d’équation projective X* + Y? + Z3 = 0; d’ou

(5.3.3) Nof =gq™ + 1 —(=n)" — (=7)"

(chap. 6, (3.3.3); tenir compte des trois points a I'infini !): au total,
(5.3.4) N,=¢"+q"+1+3n," + 3n,",

et (th. 2, cor. 1, une derniére fois)
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(5.3.5) Z(Vei) = 1(1—1) (1—qt) (1 —g%) (L =m0 (1 —2,0)°,

Ve désignant la surface cubique étudiée. Ce résultat est conforme aux conjec-
tures de Weil:ona Py(t) = 1 — t, P, (1) = P, (t) = 1, P, () = 1 — g*t,
et P, (1) = (1—qt) (1—n,1)* (1 —mn,1)%; Phypothése de Riemann se réduit a

InZI = |7_.C2] = ]77:(%, Xs Z)I =4 (Chap' 59 p1op. 103 COr. 1, (11))> la
« caractéristique d’Euler-Poincaré » est égaleal + 7 + 1 = 9, et ’équation
fonctionnelle s’écrit Z (V; 1/g*t) = — ¢°t°Z (Vs 0).

Notes sur le chapitre 9

§ 1-2-3-4: 'idée d’étudier arithmétiquement un corps de fonctions algé-
briques d’une variable sur un corps fini semble apparaitre nettement pour
la premiere fois chez Dedekind (1857). Mais c’est dans la thése d’Artin
(1924), puis dans les travaux de Schmidt (1931) et Hasse (1933, 1934, 1936),
qu’est définie la notion de fonction zé€ta (« Kongruenzzetafunktion ») et
formulée I'« hypothése de Riemann » en caractéristique p (Artin, Schmidt,
Hasse utilisent le langage des corps de fonctions algébriques d’une variable,
et non celui des courbes: mais ces deux langages sont équivalents, ou plutot,
le sont devenus depuis les « Foundations » de Weil; voir d’ailleurs Weil
(1949), Introduction). L’équation fonctionnelle pour { (V;s) (c’est-a-dire,
aux notations pres, la proposition 3) est due a Schmidt (1931); la démons-
tration de ’hypothése de Riemann pour g = 1 est due a Hasse (1933, 1934),
et, pour g quelconque, a Weil (1940; 1948, a). Les diverses définitions de
Z (V;t) données au paragraphe 1 figurent, pour une courbe, dans Weil
(1948, a), et, pour une variété projective non singuliére de dimension quel-
conque, dans Weil (1949); cet article contient également 1’énoncé (et, pour
des cas particuliers, la vérification) des « conjectures de Weil ». L’existence
d’une « formule de Lefschetz » en géométrie algébrique est conjecturée dans
Weil (1954) (p. 556): d’ou la notion de « cohomologie de Weil » — cette
terminologie étant d’ailleurs considérée par Weil lui-méme comme « tout
a fait inadéquate » (wholly unsuitable). Au sujet du lien formel entre
théories cohomologiques des variétés algébriques et propriétés des fonctions
zéta, voir Demazure (1969), notamment §§ 7 et 9. Au sujet du lien entre
méthodes p-adiques et méthodes cohomologiques, voir Katz (1972) (cet
exposé contient une abondante bibliographie).

Signalons qu’a cdté des fonctions z€ta, on peut (comme en arithmétique)
construire, pour les variétés algébriques, des « séries L »; pour une définition
générale (en langage des schémas, et englobant d’ailleurs les séries L de la
théorie des nombres), voir [16], pp. 86-91. La rationalité des séries L des
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variétés algébriques a été établie par Grothendieck (1964, b); voir également
Dwork (1966, b). Pour 'application de ce résultat a I’étude des sommes
exponentielles, voir notamment Bombieri (1966).

§ 5: les exemples de ce paragraphe sont empruntés essentiellement a
Davenport-Hasse (1934) et & Weil (1949). Signalons que le lemme 1 (sect. 5.2)
peut aussi se démontrer & P’aide de la proposition 9, (ii) (chap. 5), et du
résultat suivant, dii & Stickelberger (1890): si y est un caractére multipli-
catif de F o, et si 0 est un élément primitif de F 2/F,, ona t (y [ B) = x () p,
sip # 2,et T(y [ B) = p si p = 2; pour une démonstration de ce dernier
énoncé, voir aussi Carlitz (1956, a).

Pour V=V, etg= —1 (mod 6), ou V = V,* et ¢ = — 1 (mod 4),
ouV = V;* et g= — 1 (mod 3), on a trouvé la méme expression

Z(Vit) = (1+q)/(1 -0 (1—qt);

ceci résulte (1) du fait que, dans les trois cas,ona N; = g + l,et(2)dela
relation Z (V;t) = (1+ (N,—q—1) t+qt*)/(1—1) (1—gqt), valable pour
toute courbe ¥V (projective, non singuliére) de genre 1, définie sur k et
ayant N, points rationnels sur k (cette relation se déduit facilement du
théoréme 3 et du théoréme 2, corollaire 1 et remarque). En fait, si deux
courbes de genre 1, définies sur k&, ont méme nombre N, de points rationnels
sur k, alors, elles ont le méme nombre N, de points rationnels sur k,, pour
tout m, puisqu’elles ont méme fonction z€ta (appliquer la formule ci-
dessus !): on peut prouver que ceci se produit si et seulement si les deux
courbes sont isogeénes sur k (voir [4], p. 242, pour la partie « si », et Tate
(1966), pour la partie « seulement si ».)
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