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Pour k = F,, p impair, et d = 6 = 2, le corollaire 2 coincide avec le
critére d’Euler sur les restes et non-restes quadratiques modulo p.

§ 3. Extensions algébriques d’un corps fini.
Soit toujours k£ un corps fini a g éléments.

3.1. Soit K une extension algébrique de k, de degré fini m; il est clair
que card (K) = g™, et donc que K = F . Soit alors i un entier > 0;
comme ¢ est une puissance de la caractéristique de K, Iapplication o;:
K — K, définie par o;(x) = x¢ (xeK), est un automorphisme de K,
et méme, puisque k = F,, un k-automorphisme de K (prop. 2); si j est un
autre entier > 0, on a évidemment o,;,; = ¢; O 0;; enfin, si (par exemple)
i <J, 'ensemble des x € K tels que ¢; (x) = 0; (x), donc tels que X7 = x,
est évidemment égal & K n F ;_;, et ne peut par conséquent €tre égal a
K =F;m que si F,, = F,;_;, donc (prop. 4) si i =j (mod m); en par-
ticulier, les m k-automorphismes o; avec 0 <{i < m sont distincts, et on
peut affirmer:

PRrOPOSITION 8. — L ’extension K/k est galoisienne ; son groupe de Galois
est cyclique, d’ordre m, engendré par I’automorphisme (dit de Frobenius)
x > x%

Le fait que K/k est galoisienne peut se voir plus directement: en effet, k
étant évidemment parfait, K/k est séparable, et il suffit de prouver que K/k
est normale, ce qui résulte du fait que K est le corps de décomposition, dans
une cloture algébrique de k, du polyndme X4 — X (prop. 2).

3.2. Mémes données que ci-dessus. Soit 7r : K — k, I’application trace.
La proposition 8 montre que, pour tout élément x de K, on a

(3.2.1) Tr(x) = x + x? 4+ ... +x"7"
En outre:
PROPOSITION 9. — L’application Tr : K — k, est surjective. Si x €K,

les deux assertions suivantes sont équivalentes :
(@) Tr(x) = 0;
(b) il existe ye K tel que x = y* — y.
Démonstration. — Considérons K comme espace vectoriel sur k; Tr

est alors une forme linéaire, et cette forme linéaire n’est pas nulle (si elle
Pétait, (3.2.1) impliquerait que le polynéme X 4+ X? 4 ... + X ™= de
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degré g™~ 1, admet pour racines les g™ éléments de K: absurde): elle est donc
surjective, ce qui prouve la premiére assertion, et ce qui montre en outre
que le noyau de Tr est un hyperplan de K; comme 7r (y?—y) = 0 pour tout
élément y de K, il reste, pour établir I’équivalence de (a) et (b), & prouver que
I’ensemble des éléments de la forme y? — y (y € K) est également un hyper-
plan de K; et il suffit pour cela de remarquer que I’application y b y? — y
de K dans K est k-linéaire et de rang m — 1, puisque son noyau (formé des
¥y € K'tels que y? = y, donc égal a k: prop. 2, ou prop. 8) est de dimension 1.

3.3. Mémes données et notations que ci-dessus. Soit maintenant
N: K — k, Iapplication norme. La proposition 8 montre que, pour tout
¢lément x de K, on a

(3.3.1) N(x) = x.x2...x8"" " = x@"-D/G@-1
En outre:

PROPOSITION 10. — L ’application N: K* — k*, est surjective. Si x € K*,
les deux assertions suivantes sont équivalentes :

(@ N =1
(b) il existe y e K* tel que x = y*~ 1.

Démonstration. — N est un homomorphisme du groupe K* dans le
groupe k*, et il résulte de (3.3.1) et de la proposition 7 (avec d= (g"—1)/
(¢—1)) que le noyau de N est d’ordre (¢™—1)/(g—1); comme Pordre de K*
estégala g™ — 1,'image de N est nécessairement d’ordre ¢ — 1 = card (k*),
d’ot la surjectivité de N. Le noyau de N contenant évidemment tous les
¢léments de K* de la forme y?~ ! (y € K*), qui en constituent un sous-groupe,
il reste donc, pour établir I’équivalence de (a) et (b), & montrer que ce sous-
groupe est précisément d’ordre (g™ —1)/(g—1); mais il suffit pour cela de
remarquer que l’application y b 2~ ! de K* dans K* est un homomor-
phisme dont le noyau (formé des y € K* tels que y?~! = 1, donc égal & k%)
est d’ordre ¢ — 1, et dont I'image est alors effectivement d’ordre (g"—1)/
(¢—1), puisque K* est lui-méme d’ordre g™ — 1.

Notes sur le chapitre premier

Théoréme de Wedderburn: pour la démonstration originale, voir
Wedderburn (1905); I'idée d’utiliser (comme dans [1] ou [19]) les propriétés
des polyndmes cyclotomiques pour simplifier cette démonstration est due
a Witt (1931).
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