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Pour toute paire { f(x,y),gy) } satisfaisant (11), on a

dv-\hr\~JU>9-> hf,9-]-\\,
G

d'où par (10):

(12) d Max/; a { J[f,gf]- JJ ([F]//+[F~]g g) dA }
G

sous les conditions (11) et

f(x,y) continue en x ainsi que fx ; fxx existe;

(13) g(x,y) continue en y, ainsi que gy ; gyy existe;

/ g X(s) sur r.
2.5. Remarque. — Il nous reste une liberté: la manière

(arbitraire) dont nous remplaçons ç par / ou par g dans F, sous
la condition (6). Même si c n'apparaît pas explicitement dans F,

nous sommes libres d'ajouter, dans F, des expressions s'annulant

lorsque / s- g. En particulier, si nous remplaçons F par

F + v • (/ — ë) avec v (#7 y) arbitraire, J [/, g] devient J [/, g]

+ JJ v (/— g) dA /[/, g; v]. Cela nous montre que, si nous
g

réservons notre liberté dans la construction de F, le choix
X (#, y) 0 ne signifie pas une restriction. La condition (11)
devient alors

(H*) [F]/=[F], 0;

donc

(12 d MÙX
ç construction de F satisfaisant (6) J \_fi g~\ •

t choix de / et g satisfaisant (11*) et (13)

§ 3. Application aux problèmes aux limites

Reprenons le problème considéré en 1.3. Le principe variation-
nel (I) est celui de Dirichlet (4) : F (#, y, c, vx, çy) \ (e* + vy) — pv\

je pose (parexemple !)F(x,y,/, g, fx, (fl + g]) - pf-
la condition (6) est satisfaite; la condition (11) est ici:

(11') fxx+dyy ~P(x,y)
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Nos hypothèses (a)et (b)sont satisfaites: A étant
choisie, / est déterminée par fxx A — dans et / % (s)

sur T; gest déterminée par gyy— A dans et sur :

ce sont les « problèmesauxiliaires ». — Nous

avons alors

J [/> 9] (inff+lFlg)dA

1

:(fx +9y)—pf+pf+ffxx+ggy dA

d'où par (12) :

12') dMax

(D X(s) /:
dx

ôn

dy

dn

{f, g satisfaisant
(13) et (11')

dx
q>x(s)( Ajjj +

ds — -2 (fx

OA 1

-gy) dA ;

(fx +9y) dA

Ceci est précisément le principe de Thomson (5), restreint aux
champs particuliers p (fx, g avec f g x (s) sur T. Ces

champs concurrents, qui tiennent compte des conditions aux
limites, sont «les meilleurs »: il est en effet facile [7, 8] de montrer

que, si pt fxx et p2 gyy, la borne (12') fournie par le

champ (Z^, gy) est plus précise que (ou égale à) celle (5) fournie
par p. (12') a été obtenue auparavant [7, 8] par la considération
de problèmes auxiliaires unidimensionnels, et admet une
interprétation physique simple (à l'aide du principe du Minimum de

l'énergie potentielle).

Remarque. — On peut obtenir le même résultat (12') en utilisant

(12*) au lieu de (12): on choisit alors arbitrairement p3 (x, y)
et l'on pose F (x,y,f,g,fx, gy) ;

nos hypothèses sont de nouveau satisfaites: / est déterminée par
f X(s) sur r et l'équation d'Euler 0 [F]x -fxx ; g est

déterminée par gx (s) sur f et 0 [F% ;

sous la condition (11'), nous avons alors par (12*), en introduisant

Pi — —f xxet p — Pi -gyy,^ \_f, p] Jj" [-J- +
ffxxA-ggyy]dA comme ci-dessus, d'où (12'). G

L'Enseignement mathém., t. XI, fasc. 2-3. 11


	§ 3. Application aux problèmes aux limites

