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{CHAP.

LES TRANSFORMATIONS CIRCULAIRES REELLES

DU PLAN

PAR

R. Saint GuiraEm (Paris).
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CHAPITRE 1. — Généralités. — Si I'on met & part les similitudes, toute

transformation circulaire I' se réduit au produit d’une inversion
par un retournement. (transformations circulaires directes) ou par
un déplacement (transformations circulaires inverses). L’ensemble
constitue le groupe circulaire total T ‘

II. — Les transformations circulaires directes (groupe C). — Toute C
admet deux points doubles réels distincts ou confondus. On peut
la transformer, par exemple au moyen d’une inversion, en une
similitude directe S dont le rapport & et ’angle « sont les invariants

- caractéristiques de € dans le groupe T.

Etude des différents types de €. Type réciproque: involution plane.

II1. — Les transformations circulaires ingerses C. — Elles se divisent
en trois espéces: la premiere espéce Cp, a deux points doubles réels
distincts, et admet pour image une similitude inverse S, dont le 4
rapport k est 'invariant caractéristique de Cp; la deuxiéme espéce C;
a deux points doubles confondus et admet pour image un retourne-
ment D: elle constitue un seul type intrinséque; la troisiéme espéce C,
n’a pas de points doubles réels, mais elle admet un couple de points
conjugués réels; son image est une « antirotation » T dont I’angle «
est Iinvariant caractéristique de C,. L’inversion simple I est un
cas particulier commun aux trois espéces.

Cuar. IV. — Application d la décomposition des digerses transformations I'. —

Etude du groupe des transformations ayant les mémes poles;
décomposition d’une I" en un produit de deux I' simples. — Groupe
des transformations ayant un point double commun. — Produit
de n inversions successives; décomposition d’une € en un produit
de 4 inversions, d’une C en un produit de 8 inversions.
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146 R. SAINT GUILHEM

On se propose ici de rechercher toutes les transformations
circulaires ponctuelles et réelles du plan, et de donner ensuite
leurs propriétés fondamentales par des voies élémentaires. Dans
ce but on démontrera directement que toutes ces transforma-
tions admettent un couple réel de points doubles ou de points
~conjugués; on en déduira la possibilité de représenter chaque
transformation circulaire par une autre plus simple (le plus
souvent une similitude), dans laquelle sont mises en évidence
les propriétés intrinseques de la premiere. On obtient ainsi trés
simplement des résultats essentiels que la méthode classique
des affixes imaginaires ne pourrait donner qu’aprés de longs
calculs. En outre la méthode employée ici s’applique sans chan-
gement aux transformations sphériques de l’espace a trois
dimensions, qui feront I’objet d’une étude faisant suite a celle-ci.

PRELIMINAIRES.

§ 1. — Nous supposons connus:

1o Les propriétés classiques de I'inversion dans le plan;

20 Les définitions relatives aux groupes de transformations
géométriques; | | | ~

3° Les théorémes suivants concernant les similitudes du plan:

a) Toute similitude directe peut étre considérée comme le produit
d’une homothétie par une rotation autour du centre d’homothétie.
Cette décomposition est possible d’une seule maniere; le point
double unique ainsi mis en évidence est le centre ou pdle de |
similitude. En général, il n’y a pas de droite double ni de cercle |
double.

b) Toute similitude inverse peut étre considérée comme le produit
d’une homothétie par une symétrie autour d’ une droite passant par le
centre d’homothétie. Ce point o et cette droite A sont dits centre
ou pdle et axe de similitude inverse. Ici, 11 y a, comme tout a
I’heure, un point double: le centre «; mais il y a deux droites
doubles: I’axe A et la perpendiculaire A’ & I’axe menée par le
centre.

En particulier, on passe d’une figure & une autre directement
égale par un déplacement qui se réduit & une rotation ou & une
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