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Le probléme des arithmodistances
pour un arithmotriangle donné.

91. — Les cotés d’un triangle étant mesurés rationnelle-
ment, s'il existe dans le plan du triangle un seul point dont
les trois distances aux c¢oOtés soient rationnelles, ce triangle
est de toute nécessité un arithmotriangle héronien.

Si, conformément aux conclusions du paragraphe 20,
Parithmotriangle héronien est défini par trois arithmodiri-
gées quelconques du plan, tout arithmopoint du plan est
alors a4 des distances rationnelles des cotés du triangle.

Voila donc un probléeme d’arithmogéométrie simplement
et complétement résolu. Il y a lien de se poser d'une ma-
niere analogue le probléme suivant que jappellerai par la
suite probleme des aritthmodistances pour un arithmolri-
angle :

- Etant donné un arithmotriangle quelconque, c’est-a-dire un
triangle a cotés commensurables, déterminer les points de
son plan qui sont situés a des distances rationnelles de ses
(rois sommets.

92. — LE QUADRILATERE RATIONNEL. — (e probléme impor-
tant doit étre rattaché au probléeme du quadrilatére rationnel,
c'est-a-dire du quadrilatére a cotés et a diagonales commen-
surables. Dans le cas actuel, trois sommels du quadrilatere
rationnel sont imposés.

Le premier quadrilatére rationnel considéré fut celui de
Brahmagupta (paragraphe 30) ; ce quadrilatere rationnel est
inscriptible dans un cercle.

L’étude du quadrilatere rationnel le plus général semble
avoir été faite pour la premiére fois en 1848, par E.-E. Kum-
MER ! qui a démontré que :

Dans tout quadrilatére a cétés et a diagonales rationnels
les diagonales se coupent en parties ralionnelles.

Ce résultat essentiel pour la théorie des quadrilatéres ra-

1 E.-E. KuammEeRr. Ueber die Vierecke deren Seifen und Diagonalen rational sind, Jour-
nal fiir die reine und angewandte Mathematik (Crelle), 37¢ B., 1848, S. 1-20.
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tionnels avait dailleurs été déja signalé par L.-N.-M. Car~or?
dés 1803 ; le géométre francais forme les expressions des
segments des diagonales et il insiste sur le fait que chacun
des quatre segments des diagonales s’obtient par une équa-
tion du premier degré. 1l en est de méme, ajoute Carnot, des
segments formés sur les cotés par les prolongements
d’autres cotés.

La théorie des quadrilateres rationnels, fondée sur le
théoreme précédent, a été ramenée par Kummer a l'étude
d’une équation

2 .
[a;x2 — 2c{a ++ y)x — OL/{2] + 4kPyRat =1 ,

dans laquelle «, y, ¢, & sont des constantes, et par suite aux
fonctions elliptiques, comme application d’'un mémoire de
Jacosi? sur les équations

a + bx + cx® + dad - ext =[] .

93. — Ces résultats relatifs aux quadrilatéres rationnels
rappelés, je reprends l'étude du probléeme des arithmodis-
tances aux sommets d'un quadrilatere et vais réduire ce pro-
bléeme aux fonctions elliptiques par une voie plus géomé-
trique. :

St a, b et ¢ sont les cotés de l'arithmotriangle ABG et si
x, y et z sont les distances aux trois sommets respectifs A,
B et C d’un point M quelconque du plan, ces six longueurs
sont liées par la relation

0 1 i 1 1

1 0 c* h2 x*

1 g4 0 a’ 32 == fj ,
1 h? a? 0 32

1 x2 32 22 0

ou encore apres développement du déterminant :

a?(x? — 22 (a2 — 22) + b2(3% — 23 (1% — 2%) + (% — a? (s — 1¥
+ @®(a® — b — ) x? 4+ b2(b? — 2 — a®)y? + (e — a? — )?) 22
+ a?h?c¢> =0

1 Géométrie de position, Paris, 1803, p. 391-393 (non citée par KunMER).
Z Jacosi. De usu theorize integralium ellipticorum et abelianorum in Analysi Diophantea,
Journal fir die reine und angewandte Mathematik, 13¢ B, 1835, 8. 353-355.
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Celte condition, nécessaire et suflisante pour que quatre
points dont les distances mutuelles sont données, soient
situés dans un méme plan’, montre que le probléme posé
est équivalent a U'étude arithmogéométrigue d’une surface du
quatrieme degré.

Avant de pousser plus loin I'étude du probléme dans toute
sa généralité, il convient de mettre en évidence les solutions
particulieres dont la connaissance sera ensuite précieuse,
puisqu’elle assurera aux biquadratiques gauches génératrices
de cette surface 'existence d’arithmopoints particuliers.

94. — Le probléme des arithmodistances pour un arithmo-
triangle quelconque adnet une infinité de solutions parti-
culieres qu’il est possible de déterminer simplement. Ce
probleme est, en effet, résoluble dans le cas le plus général
sur le périmetre du triangle.

Soient @, b, ¢ les cotés du triangle ABC et un point M de
I'un des cotés, BC par exemple, situé a des distances ration-

nelles
BM

CM

o,

rA—a

|

|

des sommets; A étant un nombre algébrique quelconque,
tous les cas possibles de figure correspondent a ces for-
mules. Le point M sera une solution particuliere du pro-
bleme des arithmodistances si sa distance au point A est
ralionnelle ; celle-ci est fournie par la relation de Stewart:

2. MC 4~ 2. BM — a.AM® = «.BM.CM

qui se traduit algébriquement par 1'équation

b2k 4+ c®la — A) — akla A =a AM” ,

¢’est-a-dire une équation de Brahmagupla-Fermat du second

3 ()\'l’.
deb]e . h? — a? — (2 —
. A A2 =AM .

c? -

a

1 Cette relation doit étre connue depuis fort longtemps. Elle est formée dans la Géomeétrie
de position de CArnoT (1803, p 387-389), rappelée par FOrRsTEMANN (Umkehrung des Ptolo-
miischen Satzes, Journal de Crelle, 13¢ tome, 1835, p. 233-236) d’aprés l'édition allemande
de Scnumackkr de l'ouvrage précédent et formée encore par SALMoN (Traité de Géoméirie
analytique @ trois dimensions, 1882, p. 50-51).
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Elle admet trois solutions A =w, A =0 (point B), A —=a
(point C) connues a priori; elle est donc résoluble et sa
solution générale en fonction d’'un paramétre est:

62 . 12
P .
{ ¢t — D°
a Y
a
95. — Le probléme des arithmodistances pour un arithmo-

iriangle quelconque est de méme loujours résotuble sur la
circonféerence du cercle circonscrit au triangle.

Soient, en effet, x, y et z les distances d’un point M de
cette circonférence aux sommets ABC de l'arithmotriangle.
Les deux théoremes de Ptolémée relatifs au quadrilatére
inscriptible ABCM se traduisent par les relations

cz = ax + by ,
c _ bx + ay
2 xy -+ ab’

par multiplication membre 4 membre de ces deux relations,

on obtient
5 (ax -+ by) (bx + ay)

¥

xy + ab

c

¢’est-a-dire
(l2 + b2 . c2
- ab

x? 4

xy + 22 = ¢? ,

ou encore
x? 4+ 2cos A xy + y? = ¢? .

St x et y sont regardées comme des coordonnées ordi-
naires, cette derniére équation est celle d’une ellipse pas-
sant par un certain nombre d’arithmopoints simples
w==c, y=0), x =0, y==2¢), (x==4a, y = Fb),
(x === 0, y = 7F a). 1l en résulte que cette ellipse est une
arithmoconique et que, par suite, x et y peuvent étre expri-
més rationnellement en fonction d’un parameétre rationnel
arbitraire; la formule |

. cz = ax + by

donne eunsuite la troisieme distance. Telle est la solution
simple et compléte du probléeme sur la circonférence cir-
conscrite.,
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96. — Les résultats qui précedent sont d’ailleurs liés entre
eux d’'une maniere trés simple. Soit tout d’abord une solu-
tion D du probleme des arithmodistances sur la circonfé-
rence circonscrite au triangle ABC. Les segments AB, BC,
CA, AD, BD, CD sont, par définition, mesurés par des
nombres rationnels. Si E est alors le point de concours des
diagonales, AD et BC pour fixer les idées, du quadrilatere
inscriptible ABCD, les divers triangles semblables de la
figure fournissent des relations qui permettent d’évaluer
trés simplement les segments de diagonales et de vérifier,
pour ce quadrilatere inscriptible, le théoreme de Carnot-
Kummer. De toute solution du probleme des arithmodis-
tances sur la circonférence inscrite au triangle, les aligne-
ments avec les sommets A, B et Cpermettent donc de déduire
trois nouvelles solutions situées sur le périmetre du triangle.

Réciproquement d’ailleurs, les mémes relations simples
prouvent que, d'une solution E située sur le périmetre du
triangle, il est possible, par alignement avec I'un des som-
mets, d’en déduire une autre solution D située sur la cir-
conférence circonscrite.

97. — A quels points de la surface du quatrieme degré
correspondent les solutions particulieres dont il vient d’étre
question ?

Soit tout d'abord une solution sur le coté BC. Les coor-
données x, vy, z satisfont alors a I'une des équations

Tyt zz=ua

b

correspondant aux trois segments formés par les points B
et C sur la droite illimitée qui porte le coté BC et a I’équa-
tion qui traduit le théoreme de Stewart; cette derniere est
du second degré en x, y et z. 1l en résulte qu'aux cotés
du triangle correspondent trois coniques de la surface du
quatrieme ordre et les coniques symétriques de celles-ci
par rapport aux plans coordonnés.

Ce sont des arithmoconiques d’aprés le résultat du para-
graphe 95. 1l en est de méme des courbes qui correspondent
aux trois arcs AB, BC et CA de la circonférence circonscrite,
d’aprés les relations (ui traduisent les deux théorémes de
Ptolémée.
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La solution du probléme général des arithmodistances aux
sommets d’un arithmotriangle résultealors des considérations
qui précédent. Soit, en effet, une droite issue d’'un sommet,
A par exemple, et contenant les deux solutions particuliéres
mais dépendant d’un paramétre arbitraire. D sur le cercle
circonscrit et E sur le coté BC. Sur cette droite ADE le pro-
bleme des arithmodistances s’exprime par les deux équa-
tions :

— 2

)
)

+ x? — 2bx cos [,

w

= ¢* 4+ a2 — 2cx cos v,

Al

3 et » étant les angles de la droite ADE avec les deux cotés
partant du sommet A ; les cosinus de ces angles sont ration-
nels puisque les cotés des triangles ABE et ACE sont ration-
nels. Les deux équalions qu‘i précedent représentent deux
cylindres du second ordre et, par suite, sur la droite consi-
dérée ADE, le probleme des arithmodistances aux sommels
de ABC se rattache a 'étude d’une biquadratique gauche.
Cette biquadratique gauche engendre évidemment la surface
du quatriéme degré, lorsque ADE pivote autour de A.

Sur la surface du quatriéme degré attachée auw probléme
des arithmodistances aux sommets d'un triangle, il existe
donc une triple infinuté (@ un parameire) de biquadratiques
gauches. Chacune de ces biquadratiques gauches admet des
arithmopoints connus, sitiés sur les arithmoconiques de la
surface.

Arithmotriangles a médianes rationnelles.

98. — ARITHMOTRIANGL.ES A MEDIANES RATIONNELLES. D'une
maniere générale, le centre de gravité de l’aire d’un arith-
motriangle n'est pas une solution particuliére du probléme
des arithmodistances attaché a ce triangle, car les médianes
ne sont pas généralement mesurées rationnellement. Le dif-
ficile probléme qui consiste a déterminer les triangles dont
les cotés et les médianes sont rationnellement mesurés a
été 'objet de toute une série de Mémoires de L. EULER *

a) Solutio problemalis de inveniendo triangulo in quo recte
ex singulis angulis latera opposila bisecantes sint rationales
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