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Formes quadratiques réelles semi-définies.
Démonstration €lémentaire du critére
des mineurs principaux

1. Introduction

Soit 4=(a;;) une n x n matrice réelle symétrique et x4 x (= > a jXix;) la forme
quadratique qui lui est associée, x étant le vecteur colonne dont les coordonnées sont
X1,..., X, €t X’ le vecteur transposé de x. On sait que toute forme quadratique réelle
s’écrit de cette maniére, la matrice symétrique réelle 4 étant déterminée de maniére
unique.

Dans de nombreux domaines, notamment lorsqu’on étudie les extrema d’une fonction
en faisant intervenir ses dérivées secondes, on s’intéresse aux signes des valeurs que
prend x’ 4 x pour x € R, c’est-a-dire qu’on cherche & savoir si une matrice est définie,
semi-définie ou non définie (cf. définitions 2.2).

Des critéres classiques portant sur les signes de certains mineurs principaux de A4
(cf. définition 2.1) permettent de répondre a cette question (cf. théorémes 3.1, 3.2, 3.1*
et 3.2%).

Alors que le critére pour les matrices réelles symétriques semi-définies positives est
démontré dans les ouvrages classiques soit par des considérations sur les coefficients
du polynéme caractéristique de la matrice concernée ([S]), soit en le déduisant de
celui des matrices réelles symétriques définies positives par des arguments de
continuité ([2], [3], [6]), on se propose, dans ce travail, de le déduire, aussi de ce
dernier critére, mais directement 4 I’aide de I’algébre des matrices.

Dans ce but, on démontre d’abord, dans la section 2, quelques résultats sur les
matrices réelles symétriques semi-définies positives (lemme 2.2) et sur les matrices
réelles symétriques (lemmes 2.1 et 2.3). Le dernier de ces résultats nous semble
original, ainsi que les démonstrations.

Dans la section 3, on rappelle d’abord, sans démonstration, le critére pour les matrices
définies positives (théoréme 3.1), puis, en utilisant les résultats de la section 2, on dé-
montre le critére concernant les matrices semi-définies positives (théoréme 3.2). Enfin,
on en déduit les critéres pour les matrices définies et semi-définies négatives (théo-
rémes 3.1* et 3.2*).

2. Définitions et résultats préliminaires

On rappelle d’abord certaines définitions concernant, d’une part, les matrices carrées,
de maniére générale et, d’autre part, les matrices réelles symétriques.
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Définition 2.1 (Sous-matrices et mineurs principaux)

Soit P une matrice carrée quelconque. On appelle sous-matrice principale de P toute
sous-matrice de P obtenue en supprimant des lignes et des colonnes de P en méme
nombre et de mémes indices et on appelle sous-matrice primaire principale toute
sous-matrice principale obtenue en supprimant les derniéres lignes et les derniéres
colonnes de P, & partir d’un certain indice.

Ainsi, en convenant qu’une matrice carrée est elle-méme 'une de ses sous-matrices
principales et primaires principales, on constate qu’une n x # matrice a exactement »

sous-matrices primaires principales et (p) sous-matrices principales de format p x p.

On dit que des sous-matrices principales P}, i=ao, o+ 1,...,a+/, de P forment une
chaine compléte (de longueur /+ 1) si pour tout i=a, ..., +/—1, P} est obtenue en
supprimant une ligne et une colonne de P/, .

Enfin, on appelle mineur (primaire) principal, le déterminant d’une sous-matrice
(primaire) principale.

Soit Q une forme quadratique réelle de n variables, 4 'unique matrice n x n réelle
symétrique telle que Q (x) = x’ 4 x et soit (R")* = R" — {0}.

Définition 2.2 (Classification des formes quadratiques)

a) La forme Q est dite définie positive (respectivement définie négative) si Q (x) > 0
(respectivement si Q (x) < 0) pour tout x € (R")*.

b) Q est dite semi-définie positive (respectivement semi-définie négative) si Q (x) = 0
(respectivement si Q(x) < 0) pour tout x € R” et s’il existe x € (R™)* tel que
Q(x*)=0.

c) Q est dite définie non négative (respectivement définie non positive) si Q (x) = 0
(respectivement Q (x) < 0) pour tout x € R". Ainsi Q est définie non négative si et
seulement si elle est définie ou semi-définie positive.

d) Dans tous les autres cas, c’est-a-dire s’il existe dans R" des vecteurs x* et x~ tels
que Q(x*) > O et tels que Q (x~) < 0, on dit que Q est non définie.

On dit que A4 est définie positive si Q est définie positive, que A est semi-définie
positive si Q est semi-définie positive, etc.

Lemme 2.1

Toute matrice symétrique de rang r a une sous-matrice principale réguliére d’ordre r.

Démonstration

Le rang de la matrice étant r, toutes ses colonnes sont combinaisons linéaires de r
d’entre elles, qui sont linéairement indépendantes. Soit iy, i, ..., i,, les indices de ces
r colonnes indépendantes.

En ajoutant 4 chacune des autres colonnes la combinaison adéquate de ces r colonnes
indépendantes, on obtient une matrice de rang r et dont toutes les colonnes sont nulles,
sauf celles d’indices iy, is, ..., i,, qui sont celles de la matrice d’origine.
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En faisant la méme opération sur les lignes de cette nouvelle matrice, on obtient, par
symétrie, une matrice dont les lignes sont toutes nulles, sauf celles d’indices
iy iy eens iy,

Cette matrice est de rang r, ses lignes et ses colonnes d’indices autres que iy, iy, ..., i,
sont nulles et les éléments d’indices lignes et d’indices colonnes pris parmi iy, i,, .
sont ceux de la matrice d’origine.

On en déduit immédiatement que la sous-matrice principale de la matrice d’origine,
obtenue en supprimant les lignes et les colonnes d’indices autres que iy, iy, ..., i, est
réguliére.

oy

Lemme 2.2

Une n x n matrice réelle symétrique 4 est semi-définie positive si et seulement si les
deux conditions suivantes sont satisfaites:

(1) Elle est singuliére.

(2) I existe une sous-matrice principale de A définie positive et de format r x r, ot
r=rang A (d’apres (1) ona r < n).

Démonstration

a) On suppose que A est semi-définie positive.

Les valeurs propres de A4 (qui sont toutes réelles) sont toutes > 0, ’une d’entre elles,
au moins, étant nulle. Le déterminant de A4, qui est égal au produit de ses valeurs
propres, est donc nul. La condition (1) est satisfaite.

La matrice 4 étant symétrique et de rang r, il existe une sous-matrice principale et
réguliére de 4 de format r x r (lemme 2.1). Cette sous-matrice est donc semi-définie
ou définie positive, car elle correspond a la restriction de la forme x” 4 x 4 un sous-
espace de R" (obtenu en annulant les » —r coordonnées x; dont les indices sont
ceux des lignes et des colonnes supprimées de 4). Comme elle est réguliére, elle
n’est pas semi-définie: elle est donc définie. La condition (2) est satisfaite.

b) On suppose que la matrice A satisfait les conditions (1) et (2). On peut supposer de
plus que la sous-matrice principale de A4, définie positive et de format r x r, donnée
en (2), est primaire principale. (On se raméne a cette situation par une permutation
convenable des lignes de 4 et de ses colonnes.) Soit A4, cette sous-matrice. On a

A, :
donc 4 = ( D’ C) ou D et C sont de formats respectifs r x(n—r) et (n—r)x(n—r).
I, —A;'D _ ,
Soit alors T = (0 I ) C’est une matrice réguliére et on a
n—r
A, 0
T'AT = .
(0 —D'A4;' D+ C)

D’autre part, on a rang (7’'AT)=rang A. Comme rang A=r, on en déduit
immédiatement que
A, 0)

T"AT =
(50
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T’ AT est donc semi-définie positive et il en est de méme de A4, puisque T est
réguliére ([3], chapitre 10).

Remarque 2.1

La démonstration donnée en a) permet de montrer que toutes les sous-matrices
principales et réguliéres d’une matrice semi-définie positive sont définies positives et
que toutes ses sous-matrices principales et non réguliéres sont semi-définies positives.

Lemme 2.3

Si tous les mineurs principaux d’une matrice réelle, symétrique et réguliére sont
positifs ou nuls, alors ils sont tous strictement positifs.

Démonstration

Si A est de format 1 x 1, la proposition est évidente.

Si A4 est de format 2x 2, on a A=(Z IZ), aveca >0, c>0etdét A=ac—5b>>0. 1l
en découle a > 0 et aussi ¢ > 0.

On considére alors le cas général ou A est de format n x n avec n = 3: on démontre
d’abord que la sous-matrice primaire principale 4,_; de 4 a son déterminant
strictement positif.

Pour montrer que dét 4,_; > 0, on remarque d’abord qu’il existe une (n — 1)x(n — 1)
sous-matrice réguliére 45_; de A obtenue en supprimant la derniére colonne de A4 et
I'une de ses lignes (Si aucune des » sous-matrices de 4 obtenues par ce procédé n’était
réguliére, le déterminant de A4 serait évidemment nul). Soit k I'indice de la ligne
supprimée; sik =nona Ay_, = A4,_; etil n’y a rien 4 démontrer.

On suppose donc k < n. Les n— 1 vecteurs colonnes de la matrice 4,_; formant une
base de R""!, on obtient en ajoutant i la derniére colonne de 4 une combinaison
linéaire convenable de ses n — 1 premiéres colonnes une # x # matrice C dont les n — 1
premiéres colonnes sont celles de 4 et dont la derniére a toutes ses composantes nulles
sauf celle d’indice k. On a donc C=(c;;) avec ¢;;j=a;;pour 1 <i<netl<j<n-1,
cin=0pouri# ketcg,+0.

On voit, par symétrie, qu’en ajoutant a4 la dernié¢re ligne de C une combinaison
linéaire de ses n— 1 premiéres lignes (les coefficients étant ceux de la combinaison
précédente) on obtient la matrice

0

D= A;r—l C:'kn
0

0...an...0 dn,,

toutes les composantes de la derniére colonne étant nulles, sauf celle d’indice k& qui est
égale a ¢, et sauf peut-étre d,, (et de méme pour la derniére ligne, avec ¢, = cip)-

\
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On a alors dét A =dét D =d,, dét A,_, —(c,x)> dét A*_,, ot A}_, est la sous-matrice
principale de 4 obtenue en supprimant la ligne et la colonne d’indice k de 4,,_;.
Comme dét 4> 0,0nad,,dét A,_; > (c,i)>dét A% _,.

Comme on a, par hypothése, dét 4}_, > 0 et dét 4,_; > 0, il découle de cette inégalité
quedét 4,_, > 0.

On voit alors, soit en faisant le calcul directement, soit en effectuant une permutation
des indices, que le déterminant de toute sous-matrice principale d’ordre » — 1 de A4 est
strictement positif (et pas seulement celui de 4,,_,).

En raisonnant par récurrence, on achéve alors aisément la démonstration.

On déduit immédiatement de ce résultat la proposition suivante:

Corollaire 2.1

Une matrice réelle symétrique dont le déterminant est > 0 et dont une sous-matrice
principale a son déterminant nul a aussi une sous-matrice principale dont le détermi-
nant est < 0.

Remarques 2.2

a) Il se peut toutefois que les sous-matrices primaires principales d’une matrice
réelle symétrique de déterminant > 0 aient toutes leurs déterminants = 0 'un d’entre
eux étant nul. Une telle matrice a alors au moins une de ses sous-matrices princi-
pales (non primaires) dont le déterminant est < 0.

1 1 2 3

1 120

2 211

301 4

b) La propriété énoncée au corollaire 2.1 n’est pas valable si ’on remplace > 0 et > 0
par<0et<0.

En effet, il existe des matrices réelles symétriques de déterminants < 0, dont toutes
les sous-matrices principales ont leur déterminant < 0, I’'un, au moins, étant nul.

0 1 1
Exemple: {1 -1 -2
1 -2 -1

Exemple:

3. Le critére des mineurs principaux pour les matrices réelles symétriques semi-définies

On rappelle d’abord le critére suivant, qui est classique et dont on trouve une
démonstration dans tous les ouvrages de référence ([1], [2], [3], [4], [5], [6]).

Théoréme 3.1

Une matrice réelle symétrique est définie positive si et seulement si les déterminants
de ses sous-matrices primaires principales sont tous strictement positifs.
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Remarque 3.1

En fait, le résultat ci-dessus peut s’énoncer de maniére plus forte de la maniére
suivante:

a) La matrice réelle symétrique A est définie positive s’il existe une chaine compléte
de sous-matrices principales de A, de déterminants strictement positifs, la plus
petite de ces sous-matrices étant de format 1x1 et la plus grande étant la
matrice 4.

b) Si A est définie positive, toute sous-matrice principale de 4 a un déterminant
strictement positif et en particulier 4 est réguliére.

On peut alors démontrer le critére concernant les matrices semi-définies positives.

Théoreme 3.2

Une matrice symétrique réelle non réguliére est semi-définie positive si et seulement
si toutes ses sous-matrices principales ont leurs déterminants > 0.

Démonstration

a) Soit 4 une matrice symétrique réelle semi-définie positive. Comme on I’a signalé a
la remarque 2.1, les sous-matrices principales et réguliéres de A sont définies
positives; leurs déterminants sont donc > 0. Quant aux sous-matrices principales
non réguliéres, leurs déterminants sont évidemment nuls. Ainsi le déterminant de
toute sous-matrice principale est > 0.

b) Soit 4 une matrice dont toutes les sous-matrices principales ont leurs détermi-
nants > 0.

Soit r = rang A; par hypotheése r < n.

Alors il existe une sous-matrice principale de A, réguliére et de format rxr
(lemme 2.1).

Son déterminant est > 0 et les déterminants de ses sous-matrices principales sont
tous = 0. D’aprés le lemme 2.3 et le théoréme 3.1, cette sous-matrice est donc
définie positive et d’aprés le lemme 2.2, la matrice 4 est semi-définie positive.

On déduit aisément de ce théoréme le résultat suivant:

Corollaire 3.1

Une matrice symétrique réelle est définie non négative si et seulement si toutes ses
sous-matrices principales ont leurs déterminants > 0.
Elle est définie positive si elle est réguliére et elle est semi-définie positive sinon.

En remarquant que la matrice 4 est définie négative (respectivement semi-définie
négative) si et seulement si — A4 est définie positive (semi-définie positive) et en tenant
compte de la formule dét (— P)=(— 1)* dét P, ou k est I’ordre de la matrice carrée P,
on obtient, & partir des théorémes 3.1 et 3.2, les critéres suivants:

Théoréme 3.1*

Une matrice réelle symétrique est définie négative si et seulement si les déterminants
de ses sous-matrices primaires principales sont non nuls, ceux de ses sous-matrices

A
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d’ordres impairs étant négatifs et ceux de ses sous-matrices d’ordres pairs positifs.
(En particulier son déterminant est # 0.)

Théoréeme 3.2*

Une matrice réelle symétrique non réguliére est semi-définie négative si et seulement
si d’une part les déterminants de ses sous-matrices principales d’ordres impairs sont
< 0 et si d’autre part ceux de ses sous-matrices principales d’ordres pairs sont > 0.

Corollaire 3.1*

Une matrice symétrique réelle est définie non positive si et seulement si d’une part les
déterminants de ses sous-matrices principales d’ordres impairs sont < 0 et si d’autre
part ceux de ses sous-matrices principales d’ordres pairs sont > 0.

Elle est définie négative si elle est réguliére et elle est semi-définitive négative sinon.

Il est alors évident qu’une matrice réelle symétrique est non définie si et seulement si
elle ne satisfait aucun des critéres énoncés dans les théorémes 3.1, 3.1*%, 3.2 et 3.2*,

Par exemple, une matrice réelle symétrique ayant une sous-matrice principale d’ordre
pair dont le déterminant est < 0, ou ayant deux sous-matrices principales de méme
ordre, I'une de déterminant < 0 et 'autre de déterminant > 0, n’est pas définie.

De méme, une matrice réelle symétrique réguliére ayant un mineur principal nul n’est
pas définie et par conséquent une matrice singuliére ayant une sous-matrice
principale réguliére dont un mineur principal est nul ne I’est pas non plus.

Remarque 2.4

La discussion ci-dessus montre en particulier, qu’une matrice dont le déterminant est
> 0 et dont un mineur principal est nul n’est pas définie. Le corollaire 2.1 permet de
préciser qu’une telle matrice a un mineur principal < 0.

Il semble que cette précision ne peut étre déduite seulement des quatre critéres
classiques (théorémes 3.1, 3.1*, 3.2 et 3.2*)! Par contre, on peut la déduire de I’étude
des coefficients du polyndme caractéristique de 4. On peut aussi comparer avec un
résultat donné en [7] (proposition 2.1).

G. Archinard, Faculté des sciences économiques et sociales, Université de Geneve
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