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El. Math., Vol. 42, 1987

Uber einen Satz von F. Karteszi

Einleitung

. e
Eine beliebte Ubungsaufgabe in der Schule ist es, Schilern alle ( 2) Sehnen eines

reguliren e-Ecks zeichnen zu lassen. Aus dem Gewirr von Strecken kristallisieren sich
dabei — vor allem bei zunehmender Eckenzahl — im Innern des Polygons weitere,
kleinere reguldre e-Ecke heraus. Das so auf spielerische Weise entstehende «Tisch-
deckchenmuster» entbehrt nicht eines gewissen dsthetischen Reizes. Mit solchen regu-
liren e-Ecken, innerhalb eines gegebenen Startpolygons, wollen wir uns hier beschéf-

tigen. Die Figuren 1 und 2 zeigen die Situation fiir e =12 und e = 24.
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1. Reguliire Polygone I1;

1.1. Das Startpolygon II,

Wir starten mit einem reguldren e-Eck I7,, wobei e € N, e >4. Der Mittelpunkt des
Umkreises von [T, sei M, sein Radius r. Die Seiten (s;); dieses Polygons nennen wir

2
1-Sehnen von /7,. Fiir den zu (s)); gehorenden Mittelpunktswinkel 2 ¢ gilt 2¢p=—
und fiir den Abstand (g,), einer solchen Sehne von M weiter (g;), = r cos ¢. g

1.2. i-Sehnen in II,

Wir sprechen von i-Sehnen (s;); in /7|, wenn fiir den zugehorigen Mittelpunktswinkel

S = 2ni . .
g11t1-2(0=7m1tl§1<5e.

Figur 2.
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1.3. Das Polygon I1;

Teile der i-Sehnen (s;); in IT| erzeugen ein regulédres e-Eck, das wir mit /7; bezeichnen.
Fiir den Abstand (p;), einer Sehne (s;), von M gilt

(@)1 =rcosi-g.
Der Radius r; des Umkreises von I7; 148t sich der Figur 3 entnehmen. Wir erhalten

(@)1 _ cosi-g
r= =r .

cos ¢ COos ¢

Umkreis von n,

Umkreis von ni

Figur 3.

Wegen 1=i< Je gibt es, falls e ungerade, innerhalb von I7; insgesamt [} e — 1] solcher
reguldrer e-Ecke I1;, sonst e —2.

2. Der Satz von Karteszi

Prof. F. Karteszi, Budapest, teilte mir einen Satz iiber reguldre Polygone mit und for-
derte mich auf, einen elementargeometrischen Beweis dieses Satzes zu fiihren.

2.1. Der Satz

Jede k-Sehne in I1, ist auch i-Sehne in I1y.

Dabei gilt natiirlich i # k. Die kleinere Sehne muB jeweils entsprechend verldngert
werden.

In Figur 1 sind in /75 eine 5-Sehne und eine 4-Sehne eingezeichnet. Man erkennt, dass
im ersten Fall eine 3-Sehne in 175, im zweiten eine 3-Sehne in 77, vorliegt.

2.2. Berechnung von Streckenlingen
2.2.1. k-Sehnen in 11,

Jetzt betrachten wir k-Sehnen (s;); in IT;. Der zugehorige Mittelpunktswinkel betrigt
k - 2¢. Fiir den Abstand (g,); dieser Sehnen (s;); erhalten wir mit Figur 3 sofort

(Qk)i=ri-cosk - ¢,

\
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. r
also weiter (gx);= cosk - gcosi- .
cos

2.2.2. i-Sehnen in IT,

Ganz analog wie in 2.2.1 erhalten wir fiir den Abstand (g;); der i-Sehne (s;); in IT;
von M

(@)= cosi-gpcosk-¢.

COoS

Aus 2.2.1 und 2.2.2 folgt

2.2.3. Hilfssatz
Die k-Sehnen in II; und die i-Sehnen in Il haben von M den gleichen Abstand.

2.3. Drehung der Polygone

Polygone IT; und IT;, bei denen i und k verschiedene Paritit haben, sind gegeneinan-
der um den Winkel ¢ (mod 2 ¢), bei gleicher Paritat um den Winkel O (mod 2 ¢) ge-
dreht. Dabei ist M der Drehpunkt. Dies liegt daran, daB beim Ubergang von einem
Polygon zum néchstfolgenden stets eine Drehung um den Winkel ¢ erfolgt.

2.4. Berechnung von WinkelgréBen

O.B.d.A. sei i <k. Weiter sei S, ein Eckpunkt des Polygons II; und (s;); die von S
aus gegen den Uhrzeigersinn angetragene k-Sehne in I7;.

Alle Winkel werden kiinftig von der Halbgeraden M S, in mathematisch positivem
Sinn (gegen Uhrzeiger) gemessen.

Die Mittelsenkrechte zur genannten Sehne schliesst mit M .Sy den Winkel & - ¢ ein.

Fiir das Weitere unterscheiden wir zwei Fille.

Umkreis von Hi

Umkreis von "k

Figur 4.
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2.4.1. i,k haben gleiche Paritit

Nach 2.3 sind die Polygone IT; und II; — bis auf Vielfache von 2 ¢ — gegeneinander
nicht verdreht. Die Halbgerade MS, schneidet dann IT, in einem Eckpunkt T
(Figur 4).

Jetzt suchen wir nach einer Sehne (s;);, die zu der Sehne (s;); durch den Punkt S,
parallel lauft, also dann wegen des Hilfssatzes 2.2.3 mit ihr zusammenfalit. Existiert
sie? Wenn ja, wire der Satz von Karteszi bewiesen.

Die gesuchte Sehne gehe durch einen Eckpunkt 7, des Polygons IT, mit X (SoMT,)
=n-2¢ und n> 0. Sie sei so gelegen, dass ihre Mittelsenkrechte mit M S, den Winkel
n-2¢p+i- g einschliesst. Im Falle n-2¢+i-p=k- ¢, also fiir n=13 (k—i), sind die bei-
den Sehnen parallel. Weil i und k gleiche Paritdat haben, ist k—i durch 2 teilbar. Es
gibt also eine geeignete Zahl n € N.

2.4.2. i, k haben verschiedene Paritit

Nach 2.3 sind die Polygone I7; und I7, — bis auf Vielfache von 2¢ — um den Winkel ¢
gegeneinander verdreht. Der Startpunkt T, auf 17, liege jetzt so, dass die Halbgeraden
MT,und MS;den Winkel ¢ einschliessen.

Wie in 2.4.1 suchen wir eine Sehne (s;);, die zu der Sehne (s;); durch den Punkt S,
parallel lauft.

Die gesuchte Sehne gehe durch einen Eckpunkt 7, des Polygons I7, mit X (SoMT,)
=n-2¢+¢ und n=0. Sie sei so gelegen, dass ihre Mittelsenkrechte mit MS, den
Winkel n-2¢+¢+i-¢ einschliesst Im Falle n-2¢p+¢+i-p=k ¢, also fiir
n=4(k—i—1), sind die beiden Sehnen parallel. Weil k und i verschiedene Paritit
haben, ist k—i—1 durch 2 teilbar. Es gibt also eine geeignete Zahl n € N,.

SchluB

Es ist erstaunlich, dass es in der klassischen Elementargeometrie immer wieder neue
Problemchen gibt, deren Losung einfach Freude macht. Von einer Verkalkung dieser
Disziplin, oder gar von ihrem Tod kann nicht gesprochen werden.
In Anlehnung an eine Ausserung von R. Thom stellen wir fest, dass der Versuch, die
Elementargeometrie aus der Mathematik, vor allem aber aus der Schule zu eliminie-
ren, ein gewaltiger paddagogischer Irrtum ist.

H. Zeitler, Math. Institut, Universitit Bayreuth
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