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Commentarii Mathematici Helvetici

Localisation des r¶esidus de Baum{Bott courbes
g¶en¶eralis¶ees et K-th¶eorie I: feuilletages dans C2

Vincent Cavalier et Daniel Lehmann

Abstract Let v be a holomorphic vector ¯eld in a neighborhood of a point m0 in C2 which is
a non dicritical isolated singularity Let f 0 be a reduced equation of the maximal separatrix
V through m0 vf the vector ¯eld vf f 0y

@

@x ¡ f 0x
@

@y and § the union of separatrices and
pseudo-separatrices i e the set of points where v and vf are colinear Assuming the foliations

de¯ned by v and vf to be distinct we prove that the Baum{Bott residue BB c2
1
; v of v at m0

as well as the di®erence P H v ¡ ¹ between the Poincar¶e{Hopf index and the Milnor number of
V at m0 are \localised" near the separatrices and pseudo-separatrices The particular case of
generalized curves has already been studied in details in [CLS] and [Br] We also interpret in
K-theory the di®erence PH ¡¹ as well as the GSV index of Gomez Mont{Seade{Verjovski and
we give a caracterisation of generalized curves in this framework which will enable us to extend
this concept in higher dimension

Mathematics Subject Classi¯cation 2000 57R20 57R25 19E20

Keywords Singular holomorphic foliations generalized curves K-theory

1 Introduction

Soit v a @

@x + b @

@y
un champ de vecteurs holomorphe d¶e¯ni sur un voisinage U

d'un point m0 de C2 et ayant en ce point une singularit¶e isol¶ee non dicritique

[On conviendra de r¶eserver cette terminologie au cas ou aucune composante di-
critique n'apparâ³t au cours du processus de r¶eduction des singularit¶es ] Soit V
la s¶eparatrice maximale en ce point i e la r¶eunion de toutes les s¶eparatrices qui
passent par m0 n¶ecessairement en nombre ¯ni puisque la singularit¶e m0 a ¶et¶e
suppos¶ee non dicritique

Si f 0 est une ¶equation r¶eduite de V C Camacho A Lins Neto et P Sad
ont cherch¶e dans [CLS] µa comparer le feuilletage d¶e¯ni par v avec le feuilletage

f cte d¶e¯ni par le champ de vecteurs vf f 0y
@

@x ¡ f 0x
@

@y Ils ont appel¶e \courbe

g¶en¶eralis¶ee" les feuilletages dont la r¶esolution par ¶eclatements a les mêmes singu-
larit¶es que vf c'est µa dire n'admet que des singularit¶es simples µa valeurs propres

toutes non nulles pas de \selle-noeud" Ils ont montr¶e dans ce cas que l'indice
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PHm0 v de Poincar¶e{Hopf de v est ¶egal au nombre de Milnor ¹ de V en m0 et
que r¶eciproquement cette propri¶et¶e caract¶erise les courbes g¶en¶eralis¶ees parmi les

singularit¶es non dicritiques

Dans [Br] M Brunella a compar¶e plus g¶en¶eralement les di®¶erents indices en
un point singulier non dicritique m0 Il a montr¶e que l'indice GSVm0 v; V de

Gomez Mont{Seade{Verjovski de v en m0 relatif µa V cf [GSV] ¶etait toujours

positif ou nul Dans le cas d'une courbe g¶en¶eralis¶ee et pour une s¶eparatrice V max-
imale il a montr¶e que GSVm0 v; V ¶etait nul tandis que le r¶esidu de Baum{Bott
BBm0 v; c2

1
¶etait alors ¶egal µa l'indice de Camacho{Sad{Lins Neto CSm0 v; V

[CS] [Li] [Su] en m0 relatif µa V Dans le cas des singularit¶es qu'il a appel¶ees

\presque liouvill¶eenes" qui comprennent en particulier les singularit¶es simples:
selles et selle-noeuds Brunella a aussi donn¶e une formule permettant de localiser
le r¶esidu au voisinage de certaines des s¶eparatrices: celles qui constituent le pôle
de la forme de Liouville

Dans cet article nous nous proposons d'abord de donner de telles formules de

localisation dans le cas le plus g¶en¶eral d'une singularit¶e non dicritique m0: sup-
posant le feuilletage d¶e¯ni par v distinct de celui d¶e¯ni par vf nous montrons au
paragraphe 2 que PH v ¡¹ et BB v; c2

1
ne d¶ependent une fois choisie l'¶equation

r¶eduite f 0 de V que du comportement local de v dans un voisinage tubulaire

de § ¡ fm0g oµu l'ensemble § qui contient V d¶esigne l'ensemble des points en
lesquels v et vf sont colin¶eaires Ces localisations d¶ependent donc aussi du choix
de la fonction f qui n'est d¶e¯nie qu'µa unit¶e prµes dans l'anneau des germes en m0
de fonctions holomorphes voir les remarques ¯nales du paragraphe 2 Le para-
graphe 3 est consacr¶e µa l'¶etude du comportement de ces indices par ¶eclatement:
nous y d¶emontrons en particulier la r¶eciproque du r¶esultat pr¶ecit¶e de Brunella:
si GSVm0 v; V 0 la s¶eparatrice est maximale et le feuilletage est une courbe

g¶en¶eralis¶ee Nous ¶etudions des exemples au paragraphe 4 Au paragraphe 5 nous

donnons une interpr¶etation de GSV ainsi que de PH ¡ ¹ en K-th¶eorie
Dans un article ult¶erieur nous verrons ce qu'on peut dire en dimension sup¶e-

rieure

Nous remercions les collµegues avec qui nous avons eu d'utiles discussions en
particulier S Azziz M Karoubi A Lins Neto J F Mattei M Nicolau et
M Soarµes

2 Th¶eorµeme de localisation en dimension 2

Soit donc v a @

@x + b @

@y
comme dans l'introduction On notera v le feuilletage

d¶e¯ni par v Soit f 0 une ¶equation r¶eduite de la s¶eparatrice maximale V passant
par le point singulier isol¶e m0 de v Il existe alors une fonction holomorphe C telle
que

< df; v > Cf:

Les champs de vecteurs v et vf f 0y
@

@x ¡ f 0x
@

@y
sont colin¶eaires sur l'ensemble §
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des points oµu Cf 0
On supposera dans toute la suite les deux feuilletages distincts c'est µa dire

C non identiquement nulle Nous appellerons \pseudo-s¶eparatrice" toute branche

de C 0 passant par m0 et qui n'est pas une s¶eparatrice Soit C la r¶eunion
des pseudo-s¶eparatrices Notons Vh h la famille des branches irr¶eductibles de V
en m0 et Ch la famille des branches irr¶eductibles de

C
en m0 [On ¶ecrira en

abr¶eg¶e h 2 V ou h 2 C pour pr¶eciser si l'on utilise des branches de l'un ou l'autre

ensemble tandis que h 2 § d¶esignera indistinctement une branche Vh ou Ch ]
Une branche Bh de § d'¶equation r¶eduite fh 0 sera dite \simple" si aucune

puissance > 1 de fh ne divise Cf c'est µa dire si:
{ ou bien h 2 V et fh ne divise pas C
{ ou bien h 2 C

et fh
2 ne divise pas C

Soit Bh une branche de § et Uh un voisinage tubulaire de Bh ¡ fm0g dans

U on supposera Uh \ U` ; pour k 6 ` Quitte µa e®ectuer un changement de

coordonn¶ees lin¶eaires et µa restreindre Uh on peut toujours supposer que le champ
de vecteurs @

@y
est transverse µa Bh ¡ fm0g et v¶eri¯e simultan¶ement v ^

@

@y 6
0 et

vf ^
@

@y 6
0 Soit X 7 ¡x ' X ; y Ã X ¢

une param¶etrisation de Puiseux de

Bh On d¶e¯nit alors de nouvelles coordonn¶ees locales X; Y dans Uh en posant:

x ' X ;
y Ã X + Y:

Remarquons d'une part que Bh a pour ¶equation Y 0 et d'autre part que ces

coordonn¶ees locales sont aussi valables en m0 si Bh est lisse

Notons A et B resp F et G les composantes de v resp vf relativement µa

la base @

@X ; @

@Y
dans Uh Posons r A

F : puisque @

@Y
qui est ¶egal µa @

@y
est

lin¶eairement ind¶ependant de v et de vf A et F sont non nuls dans Uh
Notons J J v la matrice jacobienne D A;B

D X;Y
donnant la partie lin¶eaire de v

et posons Jf J vf
On v¶eri¯e ais¶ement les formules: f 0Y '0F et ¡f 0X '0G de sorte que

T r Jf 0 si Bh est lisse

Soit maintenant S3 une sphµere de centre m0 dans U suppos¶ee transverse µa
chaque branche Bh Notons ¡h la vari¶et¶e r¶eelle S3\Bh di®¶eomorphe µa un cercle
et notons Wh un voisinage ferm¶e de de ¡h dans S3\Uh: on peut toujours supposer
S3 d¶e¯nie de telle fa»con que les restrictions de la projection X; Y

7 X µa Wh et
@Wh soient des ¯brations au dessus de ¡h

Notons indistinctement cI l'un des deux polynômes de Chern c2 ou c1
2 et

BB v; cI les r¶esidus de Baum{Bott correspondants en m0 le r¶esidu BB v; c2
n'¶etant autre que l'indice de Poincar¶e{Hopf PH v en m0

Pour toute matrice

M carr¶ee d'ordre 2 on notera respectivement c2
1

M et c2 M le carr¶e de la trace

T r2 M et le d¶eterminant d¶et M
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Th¶eorµeme 2 1 On a les deux formules:

PH v ¡ ¹ Xh

Rh v; c2 ;

et BB v; c2
1 Xh

Rh v; c2
1

;

oµu l'on a pos¶e:

Rh v; cI ¡1

4¼2 Z
@Wh

cI J ¡ rJf
rCf '0dX ^ dY

1

2i¼
Z
¡h

" cI J ¡ rJf dY

rCf
#

X
'0dX;

" cI J ¡ rJf dY

rCf
#

X

d¶esignant le r¶esidu de Cauchy relatif µa la variable Y en Y

0 pour X ¯x¶e En particulier sur une branche simple de § on obtient:

Rh v; cI
1

2i¼
Z
¡h

cI J ¡ rJf
rD '0dX;

oµu l'on a d¶e¯ni D par l'¶egalit¶e Cf Y D avec D 6 0 sur Bh ¡ fm0g

D¶emonstration Nous avons montr¶e dans [L2] que pour deux feuilletages holo-
morphes distincts d¶e¯nis respectivement par les champs v1 et v2 admettant tous

deux un même point singulier isol¶e m0 de Cn la di®¶erence BB v2; cI ¡BB v1; cI
ne d¶ependait que du comportement de v1 et v2 dans un voisinage U arbitrairement
petit de l'ensemble §0 des points de U ¡ fm0g oµu v1 et v2 sont colin¶eaires On
rappelle qu'une connexion r sur TM est dite \connexion de Bott" ou \sp¶eciale"
relativement µa un champ de vecteurs holomorphe v0 partout non nul sur une vari¶et¶e
holomorphe M si

rv0 [v0; : ];

rZZ 0 0 chaque fois que Z 0 est holomorphe et Z antiholomorphe

Notons alors:

r0 une connexion au dessus de Uh ¡Bh sp¶eciale µa la fois pour v et vf
r1 une connexion au dessus de Uh sp¶eciale µa la fois pour v et @

@Y

r2 une connexion au dessus de Uh sp¶eciale µa la fois pour vf et @

@Y
De telles connexions existent toujours et d'aprµes la proposition 2 de [L2] dont

nous reprenons les notations

Resh v; cI ¡ Z
@Wh

¢ 0; 1; 2 cI ;
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oµu 0; 1; 2 d¶esignent les formes de connexion associ¶ees µar0;r1;r2 relativement
µa une même trivialisation de TM En e®et ¢ 1; 2 cI 0 puisque r1 et r2

sont toutes deux sp¶eciales pour le même champ de vecteurs @

@Y
Relativement

µa la trivialisation @

@Y ; @

@Y
de TM les formes de connexion sont respectivement

donn¶ees par

8
>
>>>
<
>
>>>:

0
1

Cf h ¡ df J + '0 AdY ¡BdX Jfi;

1 ¡
dX
A

J;

2 ¡
dX
F

Jf :

On en d¶eduit:

¡¢ 0; 1; 2 cI
1

rCf cI J ¡ rJf '0dX ^ dY:

Notant en e®et cI : ; : la forme polaire de la forme quadratique cI :
l'expression ¢ 0; 1; 2 cI est toujours ¶egale d'aprµes [B] µa cI 1 ¡ 0; 2 ¡ 0 :
[Si ¢ d¶esigne le simplexe f t; u ; t ¸ 0 ; u ¸ 0 ; t + u · 1g p2 la deuxiµeme

projection ¢ £ Uh ¡ Bh Uh ¡ Bh et ~ la connexion sur le ¯br¶e p2 ¡1TM
¶egale µa t 1 + u 2 + ¡1 ¡ t + u

¢ 0 la courbure ~ correspondante est en e®et
de la forme dt ^ 1 ¡ 0 + du ^ 2 ¡ 0 + K oµu K d¶esigne une expression
sans dt ni du; l'image cI

~ de cI par le morphisme de Chern{Weil associ¶e µa ~ est
donc de la forme dt^du cI 1¡ 0; 2¡ 0 modulo des termes sans dt^du d'oµu
l'expression de ¢ 0; 1; 2 cI par int¶egration sur le simplexe ¢ ] On obtient donc:

¡cI 1 ¡ 0; 2 ¡ 0 '0

Cf ·
F
A

cI J ¡ 2cI J; Jf + A
C

cI Jf ¸dX ^ dY;

'0F
ACf ·cI J ¡ 2 A

C
cI J;Jf + ³

A
C ´

2
cI Jf ¸dX ^ dY;

'0

rCf ·cI J ¡ 2rcI J; Jf + r2cI Jf ¸dX ^ dY;

1

rCf cI J ¡ rJf '0dX ^ dY:

Remarques 2 2 1 Dans le cas oµu Bh est une s¶eparatrice B et G sont nuls sur
Bh puisque @

@X
est tangent µa Bh et les hypothµeses du th¶eorµeme 1 de [L2] avec

n 2 v1 vf et v2 v sont v¶eri¯¶ees: la formule cherch¶ee en est alors un cas

particulier
2 En d¶erivant par rapport µa Y l'identit¶e ¡AG + BF '0 ´ Cf et en remar-

quant que f B et G sont nuls sur une s¶eparatrice tandis que A0
X ¡ rF

0X
Fr0X
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et A0
Y ¡ rF

0Y
F r0Y

on voit que sur une s¶eparatrice

J ¡ rJf µF r0X
F r0Y0 C ¶ :

Corollaire 2 3 Si Vh est une branche simple de V on obtient:

Rh v; c2
1

2i¼
Z
¡h

dr
r

; et Rh v; c2
1

1

2i¼
Z
¡h

C + Fr0X
2

AC
dX:

Si en outre la s¶eparatrice Vh est lisse C + F r0X
A0

X + B
0Y

D¶emonstration Sur ¡h F est en e®et ¶egal µa '0f 0Y
tandis que D Cf 0Y

B Y B
0Y

et r est ¶egal µa A
f 0Y

On en d¶eduit: cI J¡rJf
rD

cI J¡rJf
AC En outre c1 J ¡ rJf

c1 J si Vh est lisse

Proposition 2 4 Posons pour toute branche Vh de la s¶eparatrice V :

8>
>
<
>
>:

GSVh v; V
1

2i¼
Z
¡h

dr
r

; CSh v; V
1

2i¼
Z
¡h

C
A

dX;

Varh v; S
1

2i¼
Z
¡h

A0
X + B

0Y
A

dX:

On a alors:

8>
>>

<
>
>>:

GSVm0 v; V Xh2S

GSVh v; V ; CSm0 v; V Xh2S

CSh v; V ;

Varm0 v; V Xh2S

Varh v; V ;

Varm0 v; V d¶esignant la variation de Khanedani{Suwa [KS]

D¶emonstration D'aprµes [Li] il existe des fonctions holomorphes g et k non nulles

sur V ¡ fm0g et dont les germes en m0 sont premiers entre eux ainsi qu'une

1-forme ´ tels que

g k df + f´;

d¶esignant la forme b dx¡ a dy
Notons ¡ la r¶eunion des ¡h pour h 2 V

D'aprµes [Br] GSVm0 v; V 1
2i¼ R¡

d k
g

k
g

Or il est clair que sur Vh
A
F

k
g

D'aprµes [Li] [Su] CSm0 v; V ¡1
2i¼ R¡ ḱ

Or sur Vh ḱ ¡C
AdX car les deux

formes en question prennent la même valeur C pour f 0 quand on les applique

µa v
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En¯n d'aprµes [Br] [KS] Varm0 v; V GSVm0 v; V + CSm0 v; V Posons

f Y ¹f sur Uh On en d¶eduit que F ¹f f 0X
Y ¹f 0X

et B Y B
0Y

sur Vh A partir
de l'identit¶e Af 0X

+Bf 0Y
cf on obtient d'autre part la relation A ¹f 0X

¹f C¡B
0Y

Il en r¶esulte que A0X+B0YA
A
F

0X
A
F

+ C
A

sur Vh d'oµu:

Varh v; V GSVh v; V + CSh v; V :

Remarques D'aprµes [Su] CSm0 v; V est en g¶en¶eral distinct de
Ph2S

CSm0 v; Vh

Il ne faut donc pas confondre CSh v; V et CSm0 v; Vh
De fa»con analogue GSVh;m0 v; V

6

GSVm0 v; Vh car sur la branche Sh
d'¶equation r¶eduite fh 0 vfh n'est pas la restriction de vf

Toutefois cf [Br] Varh v; V Varm0 v; Vh

Proposition 2 5 i Si Vh est une branche simple de V on obtient la formule:

Rh v; c2 GSVh v; V :

ii Si en outre Vh est lisse et v¶eri¯e la condition g¶en¶erique suivante: les

restrictions µa Vh de A X A0

X + B
0Y

et XC sont toutes trois de même ordre d
relativement µa la variable X Le nombre CSh v; V est alors n¶ecessairement non
nul et

Rh v; c2
1

hVarh v; V i
2

CSh v; V
:

En particulier si GSVh v; V 0 Rh v; c2
1

CSh v; V

D¶emonstration La partie i ne fait que reparaphraser l'une des formules du corol-
laire 2 3

Notons respectivement ¸Xd ¹Xd¡1 et ºXd¡1 les parties principales des re-
strictions de A A0

X + B
0Y

et C µa Vh On a alors:

Rh v; c2
1

1

2i¼
Z
¡h

A0
X + B

0Y
2

AC
dX;

¹2

¸º
:

De fa»con analogue CSh v; V º
¸ et Varh;m0 v; V ¹̧ La partie ii de la

proposition r¶esulte imm¶ediatement de ces trois ¶egalit¶es

Remarques concernant le choix de l'¶equation de V 1 Il faut noter que

V ne d¶epend que du feuilletage d¶e¯ni par v tandis que le feuilletage d¶e¯ni par vf
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ainsi que C et les pseudo-s¶eparatrices d¶ependent du choix de l'¶equation r¶eduite

f 0 de V : si f est remplac¶e par uf oµu u d¶esigne une unit¶e fonction holomorphe

ne s'anulant pas sur U vf est remplac¶e par vuf u vf + fvu et hd uf ; vi
C + v:u

u uf
2 Si C m0 6 0 il n'existe pas de pseudo-s¶eparatrice en m0 et ceci quelque

soit le choix de f
3 Si C m0 0 un nombre ¯ni d'¶eclatements permet de faire disparâ³tre les

pseudo-s¶eparatrices puisque l'on ¯nira toujours par obtenir que les transform¶ees

strictes de celles ci ne passent plus par les points singuliers du feuilletage relev¶e
En particulier si aprµes r¶eduction des singularit¶es il reste des pseudo-s¶eparatrices

celles ci passent n¶ecessairement pas des points selle ayant des valeurs propres ¸ et
¹ oppos¶ees: on pourra alors ¶eclater encore une fois de tels points selle

4 Il est toujours possible de choisir l'¶equation r¶eduite f 0 de V de fa»con
que toutes les s¶eparatrices soient simples En e®et les points ¸;¹ de C2 tels
que ¸a + ¹b ne soit divisible par aucun des facteurs premiers fh de f forment un
ouvert dense Il su±t alors de remplacer f par exp ¸x + ¹y f pour un tel couple
¸;¹ et chaque s¶eparatrice est devenue branche simple

5 Si le feuilletage d¶e¯ni par v est la restriction d'un feuilletage µa singularit¶es

isol¶ees d¶e¯ni sur une surface holomorphe compacte M admettant une s¶eparatrice

compacte maximale V l'¶equation de V est bien d¶e¯nie µa constante multiplicative

prµes au voisinage de tout point singulier du feuilletage

Par exemple sur l'espace projectif PC 2 dont nous noterons [u; v; w] les coor-
donn¶ees homogµenes le feuilletage F d¶e¯ni par le °ot

µ [u; v; w]
7

[et¸u; et¹v; etºw] ¶
t2C

µa partir de 3 nombres complexes ¸;¹; º deux µa deux distincts admet une s¶e-
paratrice compacte maximale d' ¶equation r¶eduite uvw 0 Le feuilletage

uv ¡ ¸w2 ¸2C est alors d¶e¯ni globalement et de fa»con naturelle Au voisi-
nage du point [0; 0; 1] il coÄ³ncide avec vf pour f x; y xy avec x u

w ; y v
w

f 0 ¶etant une ¶equation particuliµere de la s¶eparatrice maximale locale de F Tel
ne serait pas le cas par exemple si l'on prenait xy 1 + x 0 comme ¶equation
r¶eduite de cette s¶eparatrice maximale locale

Malheureusement l'exemple de Jouanolou [J] montre qu'une telle s¶eparatrice

globale peut ne pas exister et que c'est même ce qui se passe g¶en¶eriquement cf
Lins Neto [Li] alors que localement il en existe toujours d'aprµes Camacho{Sad
[CS]

2 Comportement des indices par ¶eclatements

Soit d l'ordre du champ de vecteurs en m0 et k l'ordre d'une s¶eparatrice V non
n¶ecessairement maximale pour le moment d'¶equation r¶eduite f 0 Soit x0; t
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les coordonn¶ees locales dans la vari¶et¶e obtenue en ¶eclatant le point m0 quand on
¶ecrit la projection x0; t 7 x x0; y x0t On note â

b̂
et ^f les fonctions

\¶eclat¶ees-divis¶ees"

â x0; t
1

x0
d a x0; tx0 ; b̂ x0; t

1

x0
d b x0; tx0 ; ^f x0; t

1

x0
k f x0; tx0 :

Puisque la singularit¶e m0 est suppos¶ee non dicritique le feuilletage relev¶e est
d¶e¯ni par le champ ~v x0â @

@x0
+ b̂¡ tâ @

@t dans le domaine de la carte x0; t Une

¶equation r¶eduite de la r¶eunion ~V V̂ [ PC 1 de la transform¶ee stricte V̂ de V
et du diviseur exceptionnel s'¶ecrit alors: x0 ^f 0 [C'est une s¶eparatrice pour ~v
maximale si V est maximale pour v ] On posera: ~a x0â et ~b b̂¡ tâ et ~f x0 ^f

On peut toujours supposer les coordonn¶ees x; y choisies de fa»con que le
feuilletage relev¶e ait toutes ses singularit¶es ~mi 0; ti dans le domaine de la
carte x0; t Les nombres ti sont les racines du polynôme ~b

0; t Soit ¯i leur ordre

de multiplicit¶e:
Pi ¯i d + 1 Les racines de f̂ o; t sont certains des nombres

ti ci-dessus tous si la s¶eparatrice V est maximale avec un ordre de multiplicit¶e
®i [On posera ®i 0 si ti n'est pas racine de f̂ o; t ]

Avec les notations pr¶ec¶edentes on v¶eri¯e ais¶ement:

v ~f g
vf + k ¡ 1 ^f

@

@t
:

Une branche irr¶eductible Vh de V admet une param¶etrisation de Puiseux de la
forme x zph ; y czqh + ::: oµu ph et qh sont des entiers premiers entre eux
La notation h 2 i signi¯era que la transform¶ee stricte V̂h de Vh passe par ~mi
Posons Wi [h2iVh Si V est maximale ~Wi est une s¶eparatrice maximale pour
~v admettant encore ~f 0 comme ¶equation r¶eduite

Rappelons le r¶esultat suivant:

Th¶eorµeme 3 1 [CLS] La singularit¶e m0 ¶etant suppos¶ee non dicritique les

relations suivantes sont v¶eri¯¶ees:
i ¯i ¡ ®i ¸ 0 pour tout i et d ¡ k + 1 ¸ 0
ii ¯i ¡ ®i 0 pour tout i et d ¡ k + 1 0 pour une courbe g¶en¶eralis¶ee si la

s¶eparatrice est maximale

Remarque J F Mattei et E Salem [MS] ont d¶emontr¶e plus pr¶ecis¶ement que

d ¡ k + 1 est nul pour la s¶eparatrice maximale d'une singularit¶e non dicritique

lorsque les espaces tangents qui correspondent µa la valeur propre 0 en les points

selle-noeuds de la r¶eduction des singularit¶es sont tangents µa des transform¶ees

strictes et non µa une composante du diviseur exceptionnel

Brunella a d¶emontr¶e [Br] que GSVm0 v; V est toujours positif ou nul pour
une singularit¶e non dicritique On obtient plus pr¶ecis¶ement le
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Th¶eorµeme 3 2 i La formule suivante est v¶eri¯¶ee:

GSVh v; V GSVh ~v; ~V + ph d ¡ k + 1 ;

oµu GSVh ~v; ~V d¶esigne la contribution de V̂h et non de ~Vh µa GSV ~mi ~v; ~V pour
h 2 i [En particulier GSVh v; V ¸ GSVh ~v; ~V l'¶egalit¶e ne se produisant que

si d ¡ k + 1 0:]

ii GSVm0 v; V Pi GSV ~mi ~v; ~V +h Ph2V ph ¡1i d¡k+1 : [En particu-

lier GSVm0 v; V ¸Pi GSV ~mi ~v; ~V l'¶egalit¶e ne se produisant que si d¡k+1
0:]

iii GSVh v; V ¸ 0:

D¶emonstration Posons v rhvf sur Vh Sur ~Vh on en d¶eduit ~v ~rh v ~f avec

~rh
rh

x0d¡k+1 d'oµu drh
rh

d~rh
~rh

+ d ¡ k + 1 dx0

x0
Utilisant la param¶etrisation de

Puiseux on obtient la premiµere partie du th¶eorµeme

La contribution du diviseur exceptionnel µa GSV ~mi ~v; ~V est ¶egale µa ¯i ¡ ®i
puisque ~v ~b

¡f̂ v ~f pour x0 0 En e®et pour x0 0
b
f0x

+ t
b
f0y

k
b
f Compte

tenu de i et de ce que
Pi ¯i ¡ ®i d ¡ k + 1 on obtient la formule ii

La formule i montre que GSVh v; V ne peut que diminuer par ¶eclatement
Comme il est positif ou nul pour une singularit¶e r¶eduite on en d¶eduit iii

D'aprµes [Br] GSVm0 v; V 0 dans le cas d'une courbe g¶en¶eralis¶ee si la
s¶eparatrice est maximale En fait la r¶eciproque est vraie:

Th¶eorµeme 3 3 Les conditions suivantes sont ¶equivalentes:
i GSVm0 v; V 0;

ii GSVh v; V 0 pour tout h 2 V

iii Le feuilletage d¶e¯ni par v est une courbe g¶en¶eralis¶ee en m0 et V est la
s¶eparatrice maximale

D¶emonstration L'in¶egalit¶e iii du th¶eorµeme 3 2 implique l'¶equivalence des parties

i et ii du th¶eorµeme

Supposons maintenant GSVm0 v; V 0 Si m0 est d¶eja r¶eduite la partie ii
du th¶eorµeme est ¶evidente Sinon GSV ~mi ~v; ~V 0 pour tout i et d ¡ k + 1 0
d'aprµes la partie ii du th¶eorµeme 3 2 Par r¶ecurrence sur le nombre d'¶eclatements

n¶ecessaire µa la r¶eduction des singularit¶es on voit qu'il ne peut apparâ³tre de selle-
noeud oµu GSV serait strictement positif On a donc une courbe g¶en¶eralis¶ee En
outre si la s¶eparatrice n'¶etait pas maximale d¡ k + 1 serait strictement positif

Le fait que iii implique i dans le th¶eorµeme est aussi un corollaire imm¶ediat
du th¶eorµeme 3 2
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Mentionnons pour m¶emoire le

Th¶eorµeme 3 4 [CLS] i La formule suivante est v¶eri¯¶ee:

PHm0 v ¡ ¹m0 f Xi
hPH ~mi ~v ¡ ¹ ~mi

~f i+ d¡ k + 1 d + k ¡ 2 ;

oµu ¹m0 f resp ¹ ~mi
~f d¶esigne le nombre de Milnor de la s¶eparatrice f 0

resp ~f 0 en m0 resp ~mi
En particulier PHm0 v ¡ ¹m0 f ¸ PihPH ~mi ~v ¡ ¹ ~mi

~f i l'¶egalit¶e ne se

produisant que si d ¡ k + 1 0

ii On a toujours l'in¶egalit¶e

PHm0 v ¡ ¹m0 f ¸ 0;

l'¶egalit¶e n 'ayant lieu que pour une courbe g¶en¶eralis¶ee la s¶eparatrice f 0 de v
¶etant alors automatiquement maximale

4 Exemples

1 Exemple a x2; b y ¸x + y en fonction du paramµetre complexe

¸ que l'on supposera ¶egal µa 1 ou non rationnel [Si ¸ ¶etait un rationnel
di®¶erent de 1 l'origine serait une singularit¶e dicritique; tous les calculs d'indice

resteraient cependant valables; on ne pourrait simplement plus parler de courbe

g¶en¶eralis¶ee ou de s¶eparatrice maximale ]
Puisque xb ¡ ya xy[ ¸ ¡ 1 x + y] la s¶eparatrice maximale a pour ¶equation

xb ¡ ya 0 si ¸ 2 Q et xy 0 si ¸ 1 En outre si ¸ 6 1 C T rJ
¸ + 2 x + 2y Notons respectivement S1; S2; S3 et C4 les droites d'¶equations

y 0 x 0 ¸¡ 1 x + y 0 et ¸ + 2 x + 2y 0 On distinguera alors trois
cas:

¸ 2 Q: on a une courbe g¶en¶eralis¶ee avec 3 s¶eparatrices simples S1; S2; S3 et
une pseudo-s¶eparatrice simple C4 Les invariants sont donn¶es par le tableau:

S1 S2 S3 C4 T otal

GSVh v; V 0 0 0 GSV v; V 0

CSh v; V ¸ + 2 2 4¡ ¸ CS v; V 8

Rh v; c2
1 ¸ + 2 2 4¡ ¸ 0 BB v; c2

1
8

Rh v; c2 0 0 0 0 PH v ¡ ¹ 0
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En fait il est ais¶e de calculer directement PH v dim
£O x; y ¡x

2; y ¸x + y ¢¤
4 et ¹ dim

£O x; y ¡y y + 2 ¸¡ 1 x ; x 2y + ¸¡ 1 x ¢¤
4:

¸ 1: ce n'est pas une courbe g¶en¶eralis¶ee d¡k+1 1 il y a deux s¶eparatrices

simples S1 et S2 et une pseudo-s¶eparatrice simple C; les invariants sont d¶ecrits

par le tableau suivant:

S1 S2 C T otal

GSVh v; V 1 1 GSV v; V 2

CSh v; V 2 1 CS v; V 3

Rh v; c2
1

9
2

4 ¡1
2

BB v; c2
1

8

Rh v; c2 1 1 1 PH v ¡ ¹ 3

En fait il est ais¶e de calculer directement PH v dim O x;y
x2;y2¡xy

4 et ¹
dim O x;y

x;y
1

2 Exemple d'un point selle avec valeurs propres oppos¶ees L'int¶erêt de

cet exemple est double:
{ d'une part il s'agit d'un point selle avec une pseudo-s¶eparatrice dont la

contribution µa BB v; c2
1

est non nulle Il n'est donc pas tout µa fait exact dans

ce cas d'a±rmer que BB v; c2
1

se \localise" au voisinage des seules s¶eparatrices

Cependant il reste vrai que BB v; c2
1

CS v; V en l'occurence 0

{ d'autre part on peut voir sur cet exemple comment la contribution de chaque

s¶eparatrice ou pseudo-s¶eparatrice d¶epend en g¶en¶eral du choix de l'¶equation r¶eduite

de la s¶eparatrice maximale et peut même en d¶ependre de fa»con discontinue

Soient en e®et ¸ et t deux paramµetres dans C on supposera ¸ 6 0 v le champ
de vecteurs

a x 1 + ¸x + y ;
b ¡y;

f x; y e¡¸x+y+ty2
xy

On a alors: C ¡ ¸2x2 + ¸xy + 2ty2 La s¶eparatrice maximale est form¶ee

des deux branches simples y 0 et x 0
Posons »2 1 ¡ 8t de sorte que ¡4C 2¸x + y 2 ¡ »2y2: selon que » est

nul ou non on a une pseudo-s¶eparatrice double d'¶equation 2¸x + y 0 ou deux
pseudo-s¶eparatrices simples d'¶equations 2¸x + 1 ¡ ²» y 0 avec ² §1

Pour la branche y 0 on obtient: Rh v; c2
1

3 Pour la branche x 0

Rh v; c2
1

est ¶egal µa 3 ou µa 1
2t

selon que t est nul ou non
Si »

6

0 on obtient: Rh v; c2
1

2²»
²»¡1 pour la pseudo-s¶eparatrice 2¸x+

1¡²» y 0
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Si » 0 on obtient: Rh v; c2
1

0 pour la pseudo-s¶eparatrice 2¸x + y 0

3 Exemple d'un selle-noeud Donnons nous un entier p ¸ 1 un nombre

complexe non nul ¸ et prenons le champ de vecteurs correspondant µa la forme

normale du selle-noeud d¶e¯ni par: a xp+1 b y 1 + ¸xp avec f x; y xy
et C 1 + ¸ + 1 xp Puisque C ne s'annule pas µa l'origine il n'y a pas de

pseudo-s¶eparatrice Dans cet exemple l'hypothµese de g¶en¶ericit¶e de 2 5 ii n'est
pas v¶eri¯¶ee et si ¸ 6 p2 ¡ 2p ¡ 1 on a Rh v; c2

1
:CSh 6 Varh

2 pour la branche

y 0
Les invariants sont donn¶es par le tableau:

S1 y 0 S2 x 0 T otal

GSVh v; V p 0 GSV v; V p

CSh v; V ¸ + 1 1 CS v; V ¸ + 2

Rh v; c2
1 ¸ + 1 + 2p 1 BB v; c2

1 ¸+ 2 + 2p

Rh v; c2 p 0 PH v ¡ ¹ p

Il est ais¶e de calculer directement PH v p + 1 et ¹ 1

5 Localisation de PH ¡ ¹ et expression de GSV en K-th¶eorie

1 Rappels sur l'homomorphisme de Chern{Weil en K-th¶eorie relative

Soit X un espace topologique ayant le type d'homotopie d'un CW complexe et
Y un sous espace topologique ayant le type d'homotopie d'un CW sous complexe

Rappelons d'abord qu'un ¶el¶em¶ent de la K-th¶eorie complexe relative K X; Y

~KX Y peut se d¶e¯nir par la donn¶ee d'un triple P; Q; Á oµu P et Q d¶esignent des

¯br¶es vectoriels complexes au dessus de X et Á un isomorphisme Á : P jY
» QjY

entre les restrictions de ces ¯br¶es µa Y On notera [P; Q; Á] l'¶el¶ement de K X; Y
ainsi d¶e¯ni qui ne d¶epend en particulier que de la classe d' isotopie de Á mais nous

renvoyons µa [A] pour pr¶eciser la relation d'¶equivalence entre triples exprimant qu'ils
d¶e¯nissent le même ¶el¶ement de K X; Y L'image de [P; Q; Á] par l'application
naturelle K X; Y K X est ¶egale µa [Q ¡ P ] Rappelons aussi les relations

¡[P; Q; Á] [Q; P; Á¡1] et [P; Q; Á] + [Q; R; Ã] [P; R; Ã ± Á]
Si X est une vari¶et¶e di®¶erentiable Y un ouvert de X et Y1 un autre ouvert

tel que X Y [ Y1 rappelons [L1] que la cohomologie H¤ X; Y µa coe±cients

complexes peut se d¶e¯nir par le complexe de Mayer-Vi¶etoris relatif

MV ¤ X; Y ¤DR Y1 © ¤¡1
DR Y \ Y1 ;
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muni de la di®¶erentielle D : u1; v du1;¡dv + u1 ¤DR d¶esignant l'algµebre

des formes di®¶erentielles et d la di®¶erentielle de de-Rham Le th¶eorµeme d'excision
correspond au fait que la cohomologie de ce complexe ne d¶epend pas du choix de

Y1
Soit [P; Q; Á] 2 K X; Y et supposons P; Q et Á di®¶erentiables Donnons nous

deux connexions rP
1

sur la restriction P jY1 de P µa Y1 et rQ
1

sur QjY1 Notant
c r 1 + c1 r + c2 r + ¢ ¢ ¢ le cocycle repr¶esentant la classe totale de Chern
d'un ¯br¶e par l'homomorphisme de Chern{Weil associ¶e µa une connexion r sur ce

¯br¶e la classe totale de Chern de [P; Q; Á] est donn¶ee d'aprµes [LS] 2-13 par la
classe de cohomologie du cocycle

µ
c rP

1
c rQ

1

;
c Á rP

1
;rQ

1

c rQ
1

¶ 2 MV ¤ X; Y ;

oµu c r;r0 repr¶esente l'op¶erateur di®¶erence de Bott tel que dc r;r0 c r0 ¡
c r En particulier si les connexions rP

1
etrQ

1
sont triviales le cocycle pr¶ec¶edent

a une partie homogµene de degr¶e 2j j > 0 ¶egale µa
¡
0; cj Á rP

1
;rQ

1 ¢

2 Localisation de PH ¡ ¹ en K-th¶eorie
Rappelons [BB1] qu'un feuilletage F de dimension complexe 1 sur une sur-

face holomorphe M dimension complexe 2 est d¶e¯ni par la donn¶ee d'un ¯br¶e
holomorphe en droites complexes L de base M et d'un morphisme holomorphe

` : L TM de ¯br¶es vectoriels l'ensemble singulier de F ¶etant l'ensemble des

points de M oµu ` n'est pas injectif Mais F ¶etant aussi de codimension com-
plexe 1 peut encore être d¶e¯ni par la donn¶ee d'un ¯br¶e holomorphe en droites

complexes N de base M et d'un morphisme holomorphe : TM N de ¯br¶es

vectoriels l'ensemble singulier de F ¶etant alors ¶egal µa l'ensemble des points de M
oµu n'est pas surjectif Soit S une partie de M contenant les points singuliers

de F et qu'on supposera compacte La suite 0 L ` TM N 0 est exacte
au dessus de M ¡ S La donn¶ee d'une scission di®¶erentiable ou continue de

cette suite exacte permet de d¶e¯nir un isomorphisme Á F : L © N Á TM au
dessus de M ¡ S dont la classe d'isotopie ne d¶epend pas du choix de la scission:
soit KPH F [L © N ; TM; Á F ] l'¶el¶ement ainsi d¶e¯ni dans K M; M ¡ S
Si S® ® d¶esigne la famille des composantes connexes de S K M; M ¡ S est
¶egal µa ©®K M; M ¡ S® et l'on notera KPH® F la composante de KPH F
sur K M; M ¡ S® Supposons en particulier que S® soit un point singulier isol¶e

fm0g avec F v au voisinage de m0; on notera KPH® F KPHm0 v
D'aprµes le th¶eorµeme d'excision en K-th¶eorie on peut restreindre alors M µa un
voisinage contractile U de m0 dans M arbitrairement petit admettant des co-
ordonn¶ees holomorphes x; y et au dessus duquel tous les ¯br¶es sont triviaux
Notant µ2 U le ¯br¶e trivial de rang 2 au dessus de U et posant v a @

@x + b @

@y

KPHm0 v est alors ¶egal µa
£
µ2 U ; T U ; Áv¤

oµu Áv d¶esigne la trivialisation de
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T U ¡m0 d¶e¯nie par les deux vecteurs v et v̂ ¹b±
@

@x ¡ ¹a
±

@

@y La premiµere classe

de Chern de KPHm0 v est n¶ecessairement nulle puisque H2 M; M ¡m0 0

Lemme 5 1 La deuxiµeme classe de Chern c2 de KPHm0 v est ¶egale µa PHm0 v
dans H4 M; M ¡m0 » Z

Ce r¶esultat est probablement bien connu et doit faire partie du \folklore"
mais comme nous ne l'avons pas trouv¶e dans la litt¶erature nous allons en donner
rapidement la d¶emonstration

D'aprµes les rappels faits en d¶ebut de paragraphe c2£
µ2 U ; T U ; Á v

¤
est ¶egal

µa la classe de cohomologie du cocycle ³0; c2¡Áv r0
1 © r01

;r02¢´ dans

MV 4 U; U ¡ m0 oµu r0
1

d¶esigne la connexion triviale naturelle sur le ¯br¶e triv-
ial de rang 1 µ1 U et r0

2
la connexion triviale sur T U associ¶ee µa la triviali-

sation @

@x ; @

@y
Si D est un disque disque de dimension 4 dans U autour de

m0 l'¶evaluation du cocycle pr¶ec¶edent sur le cycle relatif [D; @D] est ¶egale µa

¡ R@D c2¡Áv r0
1 © r01

;r02¢´ lorsque la sphµere @D est orient¶ee par la normale
sortante Puisque la connexion Áv r0

1 ©r0
1

est v triviale cette int¶egrale est ¶egale
µa PHm0 v

Soient v et v0 deux champs de vecteurs sur le voisinage U de m0 admettant
m0 comme seule singularit¶e ¶eventuelle dans U en particulier v0 pourra être ¶egal
µa vf Soit § l'ensemble des points de U en lesquels v et v0 sont colin¶eaires Soit
D un disque autour de m0 comme pr¶ec¶edemment

Th¶eorµeme 5 2 i La di®¶erence KPHm0 v0 ¡KPHm0 v dans K U; U ¡m0
admet un relµevement naturel

KPH0 v; v0

2 K¡1 U ¡m0

par l'application K¡1 U ¡ m0
@ K U; U ¡ m0 de la suite exacte du couple

U; U ¡m0

ii L'¶el¶ement KPH0 v; v0 admet un relµevement naturel

KPH v; v0 2 K¡1 U ¡m0; U ¡§

par l'application K¡1 U¡m0; U ¡§ K¡1 U¡m0 de la suite exacte du couple
U ¡m0; U ¡§

D¶emonstration D'aprµes les rappels faits en d¶ebut de paragraphe KPHm0 v0 ¡KPHm0 v est ¶egal µa
£
µ2 U ; µ2 U ; Á¡1

v ± Áv0 ¤
Puisque Á¡1

v ± Áv0 peut encore se

lire comme une application de U¡m0 dans GL 2; C elle d¶e¯nit cf [A] un ¯br¶e de

rang 2 sur la suspension de U¡m0 donc un ¶el¶ement naturel de K¡1 U¡m0 dont
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l'image par K¡1 U ¡m0
@ K U; U ¡m0 est ¶egale µa KPHm0 v0 ¡KPHm0 v

d'oµu la partie i du th¶eorµeme

On v¶eri¯e: Á¡1
v ± Áv0

0
@

®
± ¡ ¹̄

±±0

¯ ¹®
±0 1

A

; avec ® ¹aa0 + ¹bb0 et ¯ ba0 ¡ ab0:

Pour t 2 [0; 1] posons: gt
0
@

t+ 1¡t ®
t+ 1¡t ± ¡ 1¡t ¹̄

t+ 1¡t ±±0

1 ¡ t ¯ t+ 1¡t ¹®
t+ 1¡t ±0 1

A

Cette matrice a un

d¶eterminant qui est toujours positif ou nul mais qui est strictement positif si ¯ 6 0
c'est µa dire sur U ¡ §: l'application gt est donc une isotopie entre l'application
constante ¶egale µa l'identit¶e et Á¡1

v ± Áv0 : U ¡ § GL 2; C C'est dire que

la restriction de KPH0 v; v0 µa U ¡ § est nulle et que KPH0 v; v0 admet un
relµevement µa K¡1 U ¡m0; U ¡ § lequel est canonique puisque l'isotopie gt sur
U ¡ § a ¶et¶e d¶e¯nie de fa»con naturelle d'oµu la partie ii du th¶eorµeme

3 Expression de GSV en K-th¶eorie
Une s¶eparatrice de F est un sous ensemble analytique V de M tel que V0

V ¡ SV soit une feuille de F oµu l'on a pos¶e SV S \ V Le ¯br¶e normal µa V0
admet deux extensions de nature di®¶erente µa tout V : ce sont respectivement le
¯br¶e en droites E associ¶e au diviseur d¶e¯nissant V et la restriction µa V du ¯br¶e
normal virtuel Q F TM ¡ L de Baum{Bott Plus pr¶ecis¶ement V est d¶e¯ni
comme l'ensemble des z¶eros d'une section holomorphe V d'un ¯br¶e holomorphe

E M 0 d¶e¯ni au dessus d'un voisinage M 0 de V dans M V ¶etant g¶en¶eriquement
transverse µa la section 0 de E Notant r une connexion arbitraire sur E rappelons

[LS] que la restriction µa V du morphisme rs : TM 0 E ne d¶epend pas du choix
de r et que sa restriction µa V0 est surjective et a pour noyau T V0 permettant
d'identi¯er canoniquement EjV0

au ¯br¶e normal de V0 dans M Dire que V est
une s¶eparatrice de F signi¯e alors que la suite de ¯br¶es vectoriels

0 LjV ` TM jV rs EjV 0

est exacte au dessus de V ¡ SV : une scission de cette suite exacte d¶e¯nit par
cons¶equent un isomorphisme [L © E]jV¡SV TM jV¡SV d'oµu un ¶el¶ement

KGSV F; V 2 K V; V ¡ SV :

Supposons en particulier que m0 soit un point isol¶e de S et que V passe par
m0 On notera alors KGSVm0 F ; V ou KGSVm0 v; V l'image de KGSV F; V
dans K V; V ¡ m0 induite par l'inclusion de m0 dans SV Soit U un voisinage

de m0 dans M ne contenant pas d'autre point de S Posons UV U \ V Le

th¶eorµeme d'excision en K-th¶eorie permet alors d'a±rmer que l'application na-
turelle K V; V ¡m0 K UV ; UV ¡m0 est un isomorphisme
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Si l'on note d'autre part ¡Vh¢h 1;¢¢¢ ;N la famille des branches localement irr¶e-
ductibles de V en m0 on a le lemme suivant:

Lemme 5 3 Les inclusions Vh; Vh¡m0 V; V ¡m0 d¶e¯nissent une famille de

projecteurs K V; V ¡m0 K Vh; Vh¡m0 permettant d'identi¯er K V; V ¡m0
µa la somme directe ©Nh 1K Vh; Vh ¡ m0 laquelle est elle même naturellement
isomorphe µa ZN

D¶emonstration Chaque branche Vh admettant un param¶etrage de Puiseux on
peut choisir le voisinage U de m0 dans M de telle sorte que chaque intersection
U \ Vh contienne un disque Dh de dimension 2 L'espace quotient Vh Vh ¡m0
a même type d'homotopie que Dh @Dh qui est hom¶eomorphe µa une sphµere S2

h
de dimension 2 munie de deux points de base: d'une part le centre qui a pour
image m0 par le param¶etrage de Puiseux et qui sera encore not¶e m0 par abus de

notation et d'autre part la classe d' ¶equivalence mh de @Dh L'espace quotient
V V ¡ m0 a donc même type d'homotopie que le quotient du bouquet

Wh S2
h

par le sous espace ¯ni fm1; ¢ ¢ ¢ ; mh; ¢ ¢ ¢ mN ; g La suite exacte associ¶ee µa cette
co¯bration en K-th¶eorie montre alors que le morphisme naturel ~K V V ¡m0

~K Wh S2
h ZN induit par la co¯bration est en fait un isomorphisme chaque

facteur Z correspondant µa une composante ~K Vh Vh ¡m0

On notera KGSVh F ; V la composante de KGSVm0 F ; V 2 K V; V ¡ m0
sur K Vh; Vh ¡m0

Attention µa ne pas confondre KGSVh F ; V avec KGSV F ; Vh

Th¶eorµeme 5 4 La donn¶ee de GSVm0 F ; V ¶equivaut µa celle de KGSVm0 v; V
Plus pr¶ecis¶ement l'isomorphisme

c1 : K Vh; Vh ¡m0 H2 Vh; Vh ¡m0 » Z

d¶e¯ni par la premiµere classe de Chern applique KGSVh v; V sur GSVh F ; V

Remarque La formule c1¡KGSV v; V
¢

GSV F ; V est contenue implicite-
ment dans le th¶eorµeme 4 5 de [LS]

D¶emonstration Soit U0 un voisinage tubulaire de V0 dans M et soit U1 un sous

voisinage de m0 dans U tel que U0 [U1 admette une r¶etraction par d¶eformations

sur V de tels choix de U0 et U sont toujours possibles La cohomologie relative

H¤ V; V ¡m0 est alors donn¶ee par celle du complexe MV ¤ U0 [U1; U0 Soit rla connexion triviale sur TM au dessus de U1 d¶e¯nie par r @

@x
0 et r @

@y
0

Soit r0 la connexion triviale sur TM jV0
au voisinage de m0 d¶e¯nie par r0v 0 et

r0w 0 oµu v a @

@x + b @

@y
et w ® @

@x + ¯ @

@y
avec ® ¡r¹ba¹a+b¹b ¯ r¹a

a¹a+b¹b
et r tel

que v rvf au dessus de V0 [Ces composantes ® et ¯ sont d¶e¯nies de fa»con que
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w soit µa la fois orthogonal µa v pour la m¶etrique hermitienne canonique sur C2 et
v¶eri¯e: < df; w >´ 1 ]

D'aprµes les rappels faits en d¶ebut de section c1¡KGSVh v; V
¢

est donn¶ee par
le cocycle 0; c1 r;r0 dans MV 2 U0 [ U1; U0 et son ¶evaluation sur le cycle
relatif Dh; @Dh par l'int¶egrale

R¡h
c1 r;r0 oµu ¡h @Dh

Relativement µa la trivialisation @

@x ; @

@y de TM au voisinage de m0 r a pour
forme de connexion ´ la matrice 0 tandis que r0 a pour forme de connexion la
matrice µ p q

u s ¶ ; avec ap + bq + da 0 au + bs + db 0 ®p + ¯q + d® 0

et ®u + ¯s + d¯ 0 On en d¶eduit: p 1
r bd® ¡ ¯da s 1

r ®db ¡ ad¯
et p + s ¡dr

r puisque r a¯ ¡ b® Or c1 r;r0 ¡ p + s Il en r¶esulte
que l'¶evaluation de c1¡KGSVh v; V

¢
sur ¡h est ¶egale µa

R¡h
dr
r c'est µa dire µa

GSVh v; V

Des th¶eorµemes 3 3 5 2 et 5 4 r¶esulte imm¶ediatement le

Corollaire 5 5 Les trois propri¶et¶es suivantes d'un feuilletage F admettant en
un point m0 une singularit¶e non dicritique sont ¶equivalentes:

i F est une courbe g¶en¶eralis¶ee

ii KGSV v; V 0 dans K V; V ¡m0
iii KPH v; vf 0 dans K M ¡m0; M ¡ §
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