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Ùber Homoomorphismen n-dimensionaler Henkelkorper und
endliche Erweiterungen von Schottky-Gnippen

Bruno Zimmermann

Es sei Vg1 ein n-dimensionaler Henkelkorper vom Geschlecht g (d.h. Vg
entsteht aus dem n-Ball Dn durch Ankleben von g 1-Henkeln). In [12] haben wir
gezeigt, daB sich jede endliche Grappe von Isotopieklassen von
Homoomorphismen eines 3-dimensionalen Henkelkôrpers Vg reprâsentieren lâBt
durch eine isomorphe Grappe von Homoomorphismen, und daB die analoge
Aussage fur Homotopieklassen von Homoomorphismen von Vg im allgemeinen
nicht richtig ist. Dies fûhrte dazu, das analoge Problem in hôheren Dimensionen
zu betrachten.

Die Grappe der Homotopieklassen von Homoomorphismen (bzw.
Homotopieâquivalenzen) von Vg ist isomorph zur âuBeren Automorphismen-
gruppe Out Fg der freien Grappe Fg vom Rang g, Fg tt1 Vg. Es sei H(Vg) die

Grappe aller Homoomorphismen von Vg und p : H(V|j) —> Out Fg die kanonische

Abbildung, die jedem Homôomorphismus von Vg den induzierten âuBeren

Automorphismus der Fundamentalgruppe zuordnet. Wir zeigen in dieser Arbeit,
daB es eine Dimension n n(g) gibt, so daB sich jede endliche Untergruppe A
von Our Fg realisieren lâBt durch die Opération auf tïx Vg Fg einer isomorphen
Grappe A von Homoomorphismen von Vg (d.h. pil^Vg1)—>Out Fg induziert
einen Isomorphismus von Â auf A). Dabei kônnen wir Â sogar als Grappe von
Isometrien wàhlen, falls wir Vg durch eine geeignete (n - l)-dimensionale
Schottky-Gruppe uniformieren (in Abhângigkeit von der gegebenen endlichen

Untergruppe A von Out Fg ; im Inneren von Vg gibt es dann eine Riemannsche
Metrik konstanter negativer Krùmmung). Dies ist àquivalent zu folgender
Aussage. Ist 1—»Fg ^ G—»A—>1 die durch A bestimmte Erweiterung von Fg, so

ist G isomorph zu einer Grappe konformer Abbildungen der (n - 1)-Sphâre S""1,
wobei Fg c G einer Schottky-Gruppe entspricht.

Als Haupthilfsmittel dient uns die Charakterisierung endlicher Erweiterungen
von freien Gruppen in [3].

Die Ordnung einer endlichen Gruppe A orientierungserhaltender
Homoomorphismen eines 3-dimensionalen Henkelkôrpers Vg ist beschrânkt
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durch 12(g-l) [12]. Wir bestimmen im 4. Abschnitt aile Gruppen G, die als

Erweiterung auftreten, falls dièse Schranke angenommen wird.

1. Endliche Erweiteningen freier Gruppen

Eine Gruppe G ist genau dann endliche Erweiterung einer endlich erzeugten
freien Gruppe, wenn G eine HNN-Erweiterung der folgenden Form ist [3]:

(tl9..., tn K | Relationen von K, t^tî1 Ml9..., tf+Ç1 H), U-l)

wo K ein Baumprodukt endlich vieler endlicher Gruppen ist (den Eckengruppen
von K, wobei ùber den Kantengruppen amalgamiert wird) und jede der Gruppen
Lt, Mj Untergruppe einer Eckengruppe ist. Den K zugrunde liegenden Baum
werden wir ebenfalls mit K bezeichnen, fur die Ecken und Eckengruppen bzw.
Kanten und Kantengruppen verwenden wir jeweils dieselben Symbole.

Ist Fg eine freie Untergruppe von G vom Rang g und Index j, so gilt folgende
Formel ([3]; vgl. auch Bemerkung 3.3):

g=ïlf+- • -+f+-+• • •+--- M+i; (1-2)
l 11 11

Vi fr

dabei ist ft die Ordnung von Lt bzw. M,, die e] bzw. vk sind die Ordnungen der
Kanten- bzw. Eckengruppen von K.

Wir verwenden in §3 folgendes Lemma. Teil(a) wurde in [1] bewiesen. Wir
geben einen kurzen Beweis unter Verwendung von 1.1 und 1.2 (die wir ohnehin
spâter benôtigen).

1.3. LEMMA. (a) Sei a ein Automorphismus einer freien Gruppe Fg vom Rang
g, so dafi ap ein innerer Automorphismus von Fg ist, p prim. Operiert a trivial auf
Fg/[Fg, Fg] Z8, so ist a ein innerer Automorphismus von Fg.

(b) Die Ordnungen endlicher Untergruppen der âufieren Automorphismen-
gruppe Out Fg von Fg sind beschrànkt fur festes g.

(c) Es gibt nur endlich viele Isomorphietypen von Gruppen G, die endliche

effektive Erweiterung einer freien Gruppe Fg von festem Rang g sind.

Beweis. (a) Der Automorphismus a bestimmt eine Erweiterung 1 —> Fg c>

G A> Zp -> 1 zum abstrakten Kern (Zp, Fg, O : Zp -* Out Fg mit 17(1) [a]). Die
Gruppe G ist von der Form 1.1, wobei jede Eckengruppe von K isomorph zu Zp
und jede Kantengruppe trivial ist. Da a trivial auf FJ[Fg,Fs] operiert, hat
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GI[G, G] den freien Rang g, und es gibt genau g Erzeugende tu..., tg in der
Darstellung 1.1 von G. Aus 1.2 folgt

1

P

wobei Gleichheit genau dann gilt, wenn L, Zp ftir aile i. Es folgt s 0 und

Lt =ZP fur aile i, d.h. G <x, tl9..., fg |xp 1, par1 x> mit tt(x) 1 g Zp. Durch
Konjugation operiert x trivial auf G bzw. Fg und repràsentiert die Automorphis-
menklasse von a.

(b) folgt aus (a) und der entsprechenden Aussage fur endliche Untergruppen
von GL(g, Z) (vgl. z.B. [10, Satz 191], wo gezeigt wird, daB der Kern der
kanonischen Abbildung GL(g, Z) -» GL(g, Z/pZ) torsionsfrei ist fur p>:3prim).

(c) Jede Zahl ex in 1.2 ist echter Teiler zweier vp wobei jedes Vj vorkommt.
Wegen

ist die Anzahl der Eckengruppen von K fur festes g beschrànkt. Fur die Anzahl r
der t, gilt:

Wegen (b) ist daher auch die Anzahl der ^ beschrànkt. Daher gibt es nur endlich
viele Môglichkeiten, eine Gruppe G mit Darstellung 1.1 und der Eigenschaft in
(c) zu konstruieren.

Wir notieren noch eine Folgerung aus [11, Theorem 3.2.9] und 1.3 (a):

1.4. KOROLLAR. Sei l->Fgcl>G-» A -* 1 eine endliche effektive Er-
weiterung einer freien Gruppe vom Rang g. Dann ist GI[Fg, Fg] isomorph zu einer

kristallographischen Gruppe des R8.

Wir wissen nicht, ob man jede kristallographische Gruppe auf dièse Art erhalten
kann.

2. n-dhnensionale Schottky-Gnippen

Es sei M(n) die Gruppe der Kreisverwandschaften der n-Sphâre Sn. Dann ist

M(n) gleichzeitig die Gruppe aller konformen Abbildungen von Sn und lâBt sich
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kanonisch fortsetzen auf den (n + 1)-Ball Dn+1, Sn dDn+1. Fassen wir das Innere
Dn+1 von Dn+1 als Modell des hyperbolischen (n -f 1)-Raumes auf ("Poincaré-
Modell"), so ist M(n) die Gruppe der Isometrien von Dn+1 und wird erzeugt von
Spiegelungen an n-Sphâren, die senkrecht auf dem Rand von Dn+1 stehen (hierzu
und zum folgenden vgl. [2] und [7]).

Die orthogonale Gruppe O(n +1) làBt sich aufïassen als die Untergruppe aller
Abbildungen aus M(n), die den Nullpunkt in Dn+1 fixieren. Da jede endliche
Untergruppe von M(n) im Inneren von Dn+1 einen Fixpunkt hat [2, Proposition
13], sind endliche Untergruppen von M(n) konjugiert zu Untergruppen der
orthogonalen Gruppe O(n + l)c=M(n).

Entsprechend dem klassischen Fall M(2) lassen sich die Elemente von M(n)
einteilen in parabolische, elliptische und loxodromische Transformationen [2].
Eine loxodromische Transformation besitzt eine Verschiebungsachse im Inneren
von Dn+1 und genau zwei Fixpunkte auf dem Rand (die Endpunkte der Achse).
Eine loxodromische Transformation heiBt hyperbolisch, wenn sie eine Translation
entlang ihrer Verschiebungsachse ist, d.h. keine zusâtzliche Drehung um dièse

Achse induziert (hyperbolische Transformationen sind das Produkt zweier
Spiegelungen an Spiegelkreisen senkrecht zur Achse).

Eine n-dimensionale Schottky-Gruppe S£ ist eine diskrete Untergruppe von
M(n), die von g loxodromischen Transformationen fu ,/g frei erzeugt wird,
die ein System von 2g (n - 1)-Sphàren in Sn folgendermaBen abbilden:

Dabei soll jeweils das Innere jeder Urbildsphâre (das keine der anderen 2g-1
Sphâren enthâlt) auf das ÀuBere der Bildsphâre abgebildet werden; die beiden

Fixpunkte von ft liegen im Inneren von Urbild- und Bildsphâre. Dièse Définition
ist in vôlliger Analogie zur Définition der klassischen Schottky-Gruppen (vgl. z.B.

[6, S. 265] und [5, Chapter IV. 2]).
Die Menge der Limespunkte /2(Sg) einer Schottky-Gruppe Sg ist eine

nirgendwo dichte perfekte Teilmenge von Sn (es sei g >2). Im Inneren von Dn+1

liegen keine Limespunkte von Sg, und (Dn+1-il(Sg))/Sg ist ein n-dimensionaler
Henkelkôrper VJ. Wir sagen, daB Sg den Henkelkôrper Vg uniformisiert. Dann
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haben wir im Inneren von Vg1 eine Riemannsche Metrik konstanter negativer
Krùmmung, und wir kônnen von Isometrien von Vg sprechen.

3. Geometrische Realisierung endlicher Untergnippen von Out Fg

Im nàchsten Satz legen wir die PL-Kategorie zugrunde.

3.1. SATZ. (a) Sei Out Fg die àufiere Automorphismengruppe einer freien
Gruppe Fg vom Rang g. Dann gibt es eine natùrliche Zahl n n(g), so da(3 sich

jede endliche Untergruppe A von Out Fg realisieren lâjît durai eine isomorphe
Gruppe von Homôomorphismen des n-dimensionalen Henkelkôrpers Vg vom
Geschlecht g.

(b) Es gilt n(g) —» oo fur g —> oo, d.h. es gibt keine natùrliche Zahl n, die fur aile

g gleichzeitig die Folgerung von (a) erfûllt.

Beweis. (a) Die Gruppe AcOut Fg bestimmt eine Erweiterung 1—»

Ff^G^* A -» 1, wobei G eine Darstellung der Form 1.1 hat. Nach [8] operiert
G auf einem Baum B, wobei F%<^G frei operiert und die Stabilisatoren der
Ecken bzw. Kanten von B durch die entsprechenden Gruppen in K gegeben sind
(vgl. den Beweis von Satz 3.2). Dann ist Bx :=JB/Fg ein endlicher Graph mit
7r1B=Fg, und die Gruppe A^G/F^, operiert auf B und induziert auf F^ 7rxB
die vorgegebene Opération. Durch geeignetes Unterteilen kônnen wir erreichen,
da8 Bx keine Teilgraphen folgender Form enthâlt:

Es sei n + 2 die Anzahl der Eckpunkte von Bt. Wir bilden die Eckpunkte von Bt
bijektiv auf die Eckpunkte des Standard-n-Simplexes 4n+1c:Rn+1 ab. Dann gibt
es eine eindeutig bestimmte kanonische Einbettung von Bx in dAn+1, und die

Opération von A auf Bt lâGt sich zu einer Opération von A auf dân+l fortsetzen.
Die regulâre Umgebung UiB^ von Bx in der zweiten Normalunterteilung von
dAn+1 ist homôomorph zu einem n-dimensionalen Henkelkôrper Vg, und A
operiert auf U(Bx) und realisiert die gewûnschte Opération auf Fg tt^UC-Bx)).
Indem wir Bt in hôherdimensionale Simplices einbetten, sehen wir, da8 sich A
auch in jeder Dimension grôBer als n realisieren lâBt. Wegen 1.3(c) gibt es daher
die gewûnschte Zahl n n(g).

(b) Wir uniformisieren Vg durch eine Schottky-Gruppe Sg-1, die auf Dn operiert.

Fur n>3 ist ôDn-/2(S^"1) Sn~1-/2(S^1) universelle Ùberlagerung von



Uber Homôomorphismen n-dimensionaler Henkelkorper 479

dV"= #S1xSn~2. Daher ist nach [4, Theorem 2.1] S""1 die Endenkom-
g

paktifizierung der universellen Uberlagerung von d Vg1. Ist A eine endliche Unter-
gruppe von Out Fg mit zugehôriger Erweiterung 1—»FgCL>G--»A—>1, und
operiert A auf Vg, so lâBt sich A | d V^ Hften zu einer Opération von G auf der
universellen Uberlagerung von dVg1. Daher operiert G auch auf der Endenkom-
paktifizierung Snl und damit auch aile (endlichen) Eckengruppen von K. Wâhlen
wir umgekehrt als Eckengruppen von K endliche Gruppen, die nicht auf S""1
operieren (z.B. (Zp)v fur groBes v), so kann A GIF% nicht auf Vg operieren. D

Der folgende Satz zeigt, daB sich A sogar durch eine Gruppe von Isometrien
realisieren làBt, wenn wir Vg durch eine geeignete Schottky-Gruppe Sg"1 uni-
formieren.

3.1. SATZ. Sei A eine endliche Untergruppe von Out Fg und 1—»Fgcl>
G A- A —? 1 die durch A bestimmte Erweiterung. Dann gibt es fur geeignetes n

einen Isomorphismus von G auf eine Untergruppe von M(n -1), wobei F^<=^G auf
eine Schottky-Gruppe abgebildet wird.

Beweis. Wir legen das Standard-(n + 1)-Simplex ,dn+1cRn+1 symmetrisch
zum Nullpunkt und projezieren seinen Rand dân+1 radial vom Nullpunkt aus auf
die n-Sphàre SncRn+1. Wir erhalten eine Triangulation von Sn, wobei die
Kanten der Triangulation auf GroBkreisen (Geodàtischen bzgl. der sphàrischen
Metrik) liegen. Analog zum Beweis von 3.1 betten wir den Graphen Bx in Sn ein
und setzen A zu einer Gruppe orthogonaler Transformationen von Sn fort.

Die Gruppe G operiert auf B mit einem Fundamentalbereich der Form

F=KU{r Kanten 7\,..., Tr},

wobei der Anfangspunkt jeder Kante Tt in K liegt und f, e G den Endpunkt von
Tt nach K abbildet (vgl. [8, §4]). Die Stabilisatoren in G der Ecken bzw. Kanten
von K sind die entsprechenden Ecken- bzw. Kantengruppen, der Stabilisator der
Kante T, ist die Gruppe Lt, der Kante ^(Tt) (die nicht zu F gehôrt) die Gruppe
Mr

Wir projezieren F nach Bx B/F^ und bezeichen das Bild mit Fx. Dabei wird
K isomorph auf einen Baum in Fx abgebildet, den wir wieder mit K bezeichnen.
Ist tx e Fg, so liegt der Endpunkt der Projektion ft von Tt in K. Aile Stabilisatoren

in G werden isomorph auf die entsprechenden Stabilisatoren in A abgebildet,
wobei der Isomorphismus durch tt gegeben ist. Kein Elément ^ 1 aus A operiert
trivial auf Bx. Wir unterscheiden 3 Fâlle.

1. Fall. G AX *B^2> d.h. es kommen keine tt vor und K hat die Form

*—*A,BA2.
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Nach obigem ist K in Bt<^Sn eingebettet. Es sei 8 der Abstand der Punkte Ax
und A2. Wir wàhlen Kugelumgebungen Ux und U2 mit Radius fô (bezùglich der
sphàrischen Metrik) der Punkte Ax und A2. Dann bildet der Stabilisator in A von
A, (den wir ebenfalls mit A, bezeichen) die Umgebung Ul auf sich ab (i 1, 2),
und A, operiert konform auf dUt Sn~\

Die Operationen des Stabilisators B<^AUA2 auf dU1 und 3U2 sind konform
âquivalent (durch die Spiegelung an einer (n — 1)-Sphàre S, die senkrecht auf dem

Mittelpunkt der Kante B steht und die (n-2)-Sphâre dUlf)dU2 enthàlt). Kein
Elément ^ 1 aus B operiert trivial auf dUl9 da dasselbe fur die Opération von A
auf Bx gilt. Wir kônnen daher annehmen, daB Ax und A2 konform auf der
(n —1)-Sphâre S"""1 operieren mit gemeinsamer Untergruppe B. Die Gruppe B
hat 2 Fixpunkte Rt und R2 auf Sn~\ die den Schnittpunkten des GroBkreises, auf
dem die Kante B liegt, mit dU1 bzw. dU2 entsprechen. Wir kônnen ohne

Einschrànkung annehmen, daB A2 orthogonal auf Sn~1 operiert, und daB Rx und
R2 Diametralpunkte sind. Wir wâhlen eine hinreichend kleine e-Umgebung V
von Rl9 so daB a(V)D V= 0 fur aile Elemente a aus Ax-B bzw. A2-B. Es gilt
B(V)= V. Es sei t die Spiegelung an der (n-2)-Sphâre Sn~2 dV, mit r(R1)
R2 und rbr~l b fur aile Elemente b aus B. Es sei G' die von Ax und tA2t~1
erzeugte Untergruppe von M(n -1). Es seien Sn~2 d V, xl9..., xe die Bilder von
Sn~2 unter A1? und K1 das Ringgebiet in S"""1, das von Sn~2, xx,..., xe begrenzt
wird. Entsprechend seien Sn~2, yl9..., yf die Bilder von Sn~2 unter tA2t~1 und

K2 das Ringgebiet begrenzt von Sn~2, yl9..., yf.
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Aus der Opération von G' auf der Menge G'(Sn 2) von Sphâren in Sn x folgt
G' At *B tA2t~1 G (keine Normalform des freien Produkts mit Amalgam
operiert trivial auf Sn~~2; fur einen analogen SchluB im Falle von Schottky-
Gruppen vgl. [5, Chapter IV. 2]). Wir betrachten die Menge von Ringgebieten
M : Gf(Kl)UG'(K2). Dann erhalten wir einen Fundamentalbereich von a(Fg)c:
G', indem wir mit K^ U K2 starten und sukzessive |G/Fg| an Kx U K2 angrenzende
Ringgebiete in M hinzufùgen. Es folgt, da8 a(Fg) eine Schottky-Gruppe ist. Der
Graph B lâBt sich aus M folgendermaBen zurùckgewinnen: Es sei É der Graph,
dessen Eckpunkte die Ringgebiete aus M sind. Zwei Eckpunkte seien durch eine
Kante verbunden, falls die entsprechenden Ringgebiete benachbart sind. Dann
operiert G' auf É und es gilt (JB, G') (B, G) (âquivarianter Isomorphismus).
Betrachten wir die Opération von G' auf Dn(Sn~1 dDn), so haben Ax bzw.

tA2t~1 Fixpunkte Px bzw. P2 im Inneren von D", PX^P2, die den Mittelpunkten
von U1 bzw. U2 entsprechen. Ist e die geodàtische (nichteuklidische) Strecke
zwischen Px und P2, so ist (G'(e), G') ein Baum, der ebenfalls âquivariant
isomorph ist zu (B, G).

2. Fall G K, d.h. es kommen keine tv vor. Wir gehen induktiv vor. Wir
starten mit einer Kante von K und konstruieren die entsprechende Gruppe wie
im 1. Fall. Danach nehmen wir sukzessive je eine weitere angrenzende Kante
hinzu und konstruieren die entsprechende Gruppe wieder analog zum 1. Fall; der

einzige Unterschied ist, daB wir an Stelle von Ax im 1. Fall jetzt schon ein

Baumprodukt haben, daB bereits konform auf Sn~x operiert. Einen Fundamentalbereich

von Fg konstruiert man analog zum 1. Fall aus Ringgebieten, die den

Eckpunkten des Baumes B entsprechen.

3. Fall Es kommen tx vor.
Wir konstruieren K wie im 2. Fall und fùhren den Beweis fur tx (fur die restlichen
tt geht er vollkommen analog). Wir betrachten die Teilmenge F1 <= Bx <= Sn.
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Es gilt L1(^Aiy Ml<^AJ, und 7r(r1)eA ist eine orthogonale Abbildung mit
7r(r1)JL1Tr(r71) M1, wobei Lx die Kante tx fixiert und Ml die Kante HtiKT^
(eventuell Tr(^) 1). Die Grappe K operiert bereits auf S""1. Die Grappe Lxc:K
hat 2 Fixpunkte Sl9 S2 auf Sn~~\ die den Schnittpunkten von f\ mit dUt
entsprechen. Analog hat Mx zwei Fixpunkte T\, T2 auf Sn~\ die den

Schnittpunkten von 7r(r1)(T1) mit dUj entsprechen. Es gibt eine konforme Abbildung

kt: Sn~i^Sn~1 mit kîL1kx1 M1 und k1(S1) T1, fc1(S2) T2 (dièse

Abbildung erhalten wir aus ir^)). Es sei jx eine hyperbolische Transformation
von S""1 mit Fixpunkten T\ und T2. Dann gilt /1M1/^1 M1, da M! die Achse

von / im Inneren von Dn(Sn~1 dDn) punktweise festlâBt. Es folgt
frlk1L1kï1fîn Mu und fur groBes n bildet fxkt eine hinreichend kleine Um-
gebung V1 von Sr auf das komplement einer hinreichend kleinen Umgebung V2

von T2 ab. Dann kônnen wir fur tx konforme Abbildung fïkx wâhlen (dies folgt
wiederum aus der Normalform fur Elemente in HNN-Gruppen). Einen Fun-
damentalbereich von Fg erhâlt man, indem man aus der Vereinigung der Ring-
gebiete, die den Ecken von K entsprechen, das Innere Vx und V2 von Vx und V2

wegnimmt, und endlich viele angrenzende unter G âquivalente Gebiete
hinzunimmt.

Nicht jede endliche Gruppe A von Homôomorphismen von V£ ist âquivalent
zu einer Gruppe von Isometrien, da es endliche Gruppen von Homôomorphismen
von Sphâren gibt, die zu keiner orthogonalen Gruppe âquivalent sind.

In 3.1(b) haben wir gezeigt, daB die Dimension, in der sich eine endliche

Untergruppe A von Out Fg realisieren lâBt, mit g beliebig groB werden kann.
Beschrânken wir uns auf Realisierungen durch Gruppen von Isometrien, so tritt
der Fall schon fur endliche zyklische Gruppen auf. Wàhlen wir v v(n)
hinreichend groB, so operiert folgendes Baumprodukt nicht auf Sn (man betrachte
die Fixpunktmenge von Zp in Dn+1).

3.3. Bermerkung. Aus der Opération von A auf dem Graphen Bx mit
Fg ergibt sich leicht ein Beweis der Formel 1.2. Es gilt g 1 - b + a, wobei b die
Anzahl der Ecken und a die Anzahl der Kanten von Bt ist. Die Anzahl der Ecken

von Bu die unter A âquivalent sind zu einer Ecke A, von Kc:Bu ist gleich
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|A/A,| Die Anzahl der Kanten aquivalent zu einer Kante B, von K ist gleich
|A/B,| Die Anzahl der Kanten aquivalent zu fk ist gleich |A/Lk| Hieraus ergibt
sich sofort 1 2 (falls Fg normal m G liegt, andernfalls gehen wir zu einem
Normalteiler uber und wenden das Verfahren zweimal an)

Satz 3 2 lafit sich verallgememern fur endhche effektive Erweiterungen der
freien Gruppe F^ von abzahlbarem Rang Eine Schottky-Gruppe S£ mit
abzahlbar vielen Erzeugenden sei analog zum endhchen Fall defimert durch
abzahlbar viele Paare von Spharen (die sich naturhch in Sn haufen) Fur jede
endhche effektive Erweiterung 1—?Foo^G—»A—»1 laBt sich nach [9] die
Gruppe G einbetten m eme Gruppe G, die endhche Erweiterung emer freien
Gruppe Fg fur geeignetes g ist Wir konnen ohne Emschrankung annehmen, daB

dièse Erweiterung ebenfalls effektiv ist Aus 3 2 folgt dann

3 4 KOROLLAR Sei l^> F^^ G-» A -> 1 eine endhche effektive Er-
weiterung der freien Gruppe Fœ von abzahlbar unendhchem Rang Dann lafit sich
G reahsieren als Untergruppe der Gruppe M(n) konformer Abbildungen von Sn fur
geeignetes n, wobei F^c G einer Schottky-Gruppe entspncht

Die Satze 3 2 bzw 3 4 bleiben nchtig fur behebige endhche Erweiterungen freier
Gruppen (d h nicht notwendigerweise effektive) Die Opération von A auf Bx
braucht in diesem Fall nicht effektiv zu sem, wir konnen Bx aber m eme
hmreichend hochdimensionale Sphare Sn einbetten und die Opération von A auf
Bx zu emer effektiven Opération von A auf Sn fortsetzen

4. Homoomorphismen 3-dimensionaler Henkelkorper

Die Ordnung emer endhchen Gruppe A onentierungserhaltender
Homoomorphismen emes 3-dim Henkelkorpers Vg ist beschrankt durch 12(g -
1) (es sei g>l), dies ist eine Folgerung aus der Formel von Riemann-Hurwitz
([12, Abschnitt 2]) Wir konnen Vg durch eme Schottky-Gruppe S2 umfor-
misieren, so daB A als Gruppe konformer Abbildungen von dV3g openert (wobei
wir jetzt auch Schottky-Gruppen zulassen, die durch 2g Jordankurven an Stelle
der 2g 1-Spharen defimert sind, sog mchtklassiche Schottky-Gruppen) Liften wir
A m die Uberlagerung S2 —/2(Sg) von dVg, so erhalten wir eine Erweiterung

wobei G eme Gruppe onentierungserhaltender konformer Abbildungen von S2
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ist, d.h. eine Untergruppe von PSL2(C). Die universelle Ùberlagerung von dV3

bzw. S2-f2(Sg) ist die hyperbolische Ebene D2 {z eC \ \z\<l} (Poincaré-
Modell). Liften wir G nach D2, so erhalten wir eine Fuchssche Gruppe F und
eine kanonische Projektion F-+G. Genau dann hat A maximale Ordnung
12(g —1), wenn F isomorph ist zur Vierecksgruppe

V: (x, y, z, w | x2 - y2 z2 w3 xyzw 1)

(vgl. [12]).

4.1. SATZ. Genau dann hat A maximale Ordnung 12(g-l), wenn G
isomorph ist zu einer Gruppe der folgenden Form :

D2 *Z2 D3, D3 *Z3 A4, D4 *Z4 S4, D5 *Zs A5;

dabei bezeichnet Dt die Diedergruppe mit 2i Elementen, A4 die Tetraedergruppe, S4

die Oktaedergruppe und A5 die Dodekaedergruppe. Jede der vier Gruppen operiert

auf S2 als Untergruppe von PSL^C) mit einer Schottky-Gruppe als Normalteiler

von endlichem Index.

Beweis. Hat A maximale Ordnung 12(g-l), so haben wir eine surjektive
Abbildung V—> G mit torsionsfreiem Kern. Die Gruppe G hat eine Darstellung
der Form 1.1. Da V/[V, V] endlich ist, treten keine Erzeugenden tt auf. Da V von
3 Elementen der Ordnung 2 erzeugt wird, hat G eine Darstellung der Form

Ai *B A2, AtA2, B endlich. Die Gruppen Ax bzw. A2 haben Fixpunkte Pr bzw.

P2 im Inneren von D3 (S2 dD3), mit P1 £ P2. Die nichteuklidische Gerade durch
Px und P2 wird von B punktweise festgelassen. Daher hat B mindestens 2

Fixpunkte auf S2. Es folgt, daB B eine zyklische Gruppe ist (die anderen

Môglichkeiten sind D,, A4, S4 und A5, die aile keinen gemeinsamen Fixpunkt
besitzen).

Aus 1.2 folgt

_1 1 L-J.
|fi| |AJ |A2|"l2-

Einfaches Nachrechnen ergibt, daB es fur (lAxJ, |A2|} nur die folgenden geome-
trisch realisierbaren Môglichkeiten gibt: {4,6} falls fî=Z2, {6,12} falls B=Z3,
{8,24} falls B=Z4 und {10,60} falls JB=Z5. Dies entspricht den 4 Fâllen des

Satzes.

Wir konstruieren eine Opération von D2 *Z2D3 auf S2. Es sei D3c:R3 der
3-Ball und a bzw. j3 die Drehung um 120 bzw. 180 Grad um die x-Achse und y
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die Drehung um 180 Grad um die z-Achse. Es sei AA die von a und y und Â2
die von |8 und 7 erzeugte Gruppe orthogonaler Abbildungen von D6 bzw. S2. Es
sei r die Spiegelung an einem kleinen Kreis um einen der beiden Fixpunkte von 7
auf S2. Dann gilt ryr~x 7, und die von Ax und A2:=tÂ2t~~1 erzeugte Gruppe G
konformer Abbildungen von S2 ist isomorph zu D2*X2D3. In allen anderen
Fâllen geht die Konstruktion analog.

Schottky-Untergruppen finden wir als Kerne z.B. der Abbildungen

D3

Durch Ùbergang zu charakteristischen Untergruppen der Kerne finden wir
Schottky-Normalteiler von beliebig hohem Rang g.

4.2. KOROLLAR. Es gibt jeweils unendlich viele Werte von g, fur die die
obère Schranke 12(g-l) einer endlichen Gruppe orientierungserhaltender

Homôomorphismen von V3g angenommen bzw. nicht angenommen wird.

Beweis. Wir haben noch zu zeigen, da6 fur unendlich viele Werte von g die
obère Schranke 12(g -1) nicht angenommen wird. Es sei g p +1, wobei p > 12

eine Primzahl sei, so da8 3 kein Teiler von p -1 ist. Wir nehmen an, daB es eine

Gruppe von Homôomorphismen A der maximalen Ordnung 12p fur g p 4-1

gibt. Es sei

die entsprechende Erweiterung. Nach einem Sylow-Satz besitzt A einen Normal-
teiler Zp der Ordnung p. Wir haben eine Abbildung tt:G-» A -* A/Zp mit
torsionsfreiem Kern, und A/Zp, hat die Ordnung 12. Es folgt G D2*X2D3 und

A/Zp D3©Z2 (durch Nachprùfen aller Môglichkeiten). Wegen (p, 12) 1 ist A
nach einem Satz von Schur das semidirekte Produkt von Zp mit D3©Z2, dessen

Elemente wir in der Form (a, b) schreiben. Es operiert Z3 <= D3 trivial auf Zp, da

Zp wegen (p-l,3) l keinen nicht-trivialen Automorphismus der Ordnung 3

besitzt. Es ist it \ D2 und tt \ D3 jeweils ein Isomorphismus aufs Bild. AuBerdem

gilt 7t((123)) (0,(123))eA ((123) €D3 S3). Es sei xeD2 Z2©Z2, so daB

tt(x) den Z2-Faktor von D3©Z2 erzeugt. Dann kommutiert tt(x) mit tt((123))
und daher mit tt(D3). Da A von ir{D3) und tt{x) erzeugt wird, folgt A =D3©Z2,
was ein Widerspruch ist. D
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