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liber einige Invarianzeigenschaften der Eulerschen Charakteristik

Helmut Groemer1)

1.

In einer unlângst erschienenen Arbeit (Groemer [1]) wurde fur eine grosse Klasse

reellwertiger Funktionen, die im euklidischen w-dimensionalen Raum Rn definiert
sind, eine ,,Eulersche Charakteristik" eingefiihrt. Die fur gewisse Punktmengen des

Rn definierte Eulersche Charakteristik ergibt sich innerhalb der dort dargelegten
Théorie durch Spezialisierung auf die charakteristischen Funktionen dieser Mengen.
Dièse Untersuchung, die weitgehend durch Ideen von Hadwiger angeregt wurde
(siehe etwa [2] und auch die Arbeiten von Klee [3] und Lenz [4]), verzichtet auf die mit
der Eulerschen Charakteristik im Zusammenhang stehenden topologischen Methoden.
Das wichtigste Hilfsmittel ist dabei vieîmehr eine Verallgemeinerung des Begriffs
der Orthogonalprojektion. Damit ergibt sich die Môglichkeit, das grundlegende
Résultat zu beweisen, dass die Eulersche Charakteristik gegeniiber derartigen Pro-

jektionen invariant ist. Die Klasse derjenigen Funktionen, die dabei erfasst werden

kônnen, wird nach Einfuhrung einer Norm durch einen Approximationsprozess

gewonnen.
In der vorliegenden Arbeit soll vor allem die Invarianz gegeniiber affinen Trans-

formationen untersucht werden. Da die Charakteristik eine topologische Invariante
ist, handelt es sich dabei zum Teil um ein bekanntes Ergebnis. Andrerseits dùrften
die elementaren geometrischen Methoden, sowie die Einbeziehung von singulâren
Affinitâten und die Verallgemeinerungen von Punktmengen auf Funktionen von
Interesse sein. Weil singulâre Affinitâten nicht ausgeschlossen werden, enthâlt die

Affininvarianz sowohl die Invarianz gegeniiber isometrischen Transformationen wie

auch die schon genannte Projektionsinvarianz. Eine weitere Invarianzeigenschaft der

Charakteristik ist die Unabhângigkeit von dem Raum in dem man sich die

Punktmengen eingebettet denkt. Dièse Eigenschaft, die sinngemâss auf Funktionenklassen
erweitert werden kann, wird hier ebenfalls untersucht. Die diesbeziigliche Invarianz-

aussage ist keineswegs selbstverstândlich, da der zugrunde liegende Raum in den

Definitionen von Norm und Charakteristik eingeht. Die Affininvarianz wird dabei

wesentlich verwendet; man kann aber auch umgekehrt die Affininvarianz aus der

Einbettungsinvarianz gewinnen.

1) Der Verfasser wurde wâhrend der Durchfûhrung dieser Arbeit von der National Science

Foundation finanziell unterstûtzt (Research Grant GP-34002).
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2.

Fur eine eingehendere Diskussion der Definitionen und Ergebnisse, die in diesem
Abschnitt besprochen werden, und fur aile zugehôrigen Beweise muss auf [1] ver-
wiesen werden.

Wenn hier von einer Ebene im Rn die Rede ist, so ist stets eine Hyperebene ge-
meint. Allgemeiner wird eine &-dimensionale affine Teilmannigfaltigkeit des Rn eine
fc-Ebene genannt. Ist F eine im Rn definierte réelle Funktion und bedeutet S eine

Teilmenge des Rn, so werde mit FaS die Beschrânkung von F auf S bezeichnet.

Fa S stimmt also auf S mit F iiberein und ist ausserhalb S ûberhaupt nicht definiert.
Es sei nun F eine im R1 definierte Funktion, die nur endlich viele Unstetigkeits-

stellen qu q2,..., qm hat. Es werde zudem angenommen, dass fur jeden Punkt q des
R1 die Grenzwerte

F+(q)= lim F(x), F~ (q) lim F(x)
x->q + O x-*q-0

existieren. Durch den Ansatz

X(F) t (F(qt) - i(F+ (qt) + F~ (qt))) (1)

wird dann fur jede solche Funktion F eine Charakteristik definiert. Dièse Définition
ûbertrâgt sich sofort auf Funktionen, die auf einer im Rn enthaltenen Geraden
definiert sind.

Der Vollstândigkeit halber werde noch fur Funktionen, die nur in einem einzigen
Punkt q definiert sind x(F) ir(^) gesetzt. Es sei nun i/eine Ebene im Rn und F eine

im ganzen Rn definierte Funktion mit der Eigenschaft, dass fur jede zu H orthogonale
Gerade G die Funktion FaG den vorhin bei der Définition der Charakteristik im R1

genannten Bedingungen genùgt. pH bedeute die Orthogonalprojektion des jR" auf
H. Fur jedes x aus H ist dann pu * (x) diejenige zu H orthogonale Gerade, die x
enthâlt. Jedem Punkt x in H kann demnach der Funktionswert x(FaPh1(^)) zu£e"
ordnet werden. Die dadurch auf H definierte Funktion, die die Projektion von F auf
H genannt werden soll, wird hier mit nH(F) bezeichnet. Es gilt also fur aile xeH

pâ1(x)). (2)

Ist F die charakteristische Funktion eines kompakten konvexen Kôrpers, so stimmt
dieser Projektionsbegriff, wenn man zwischen einer Menge und deren charakter-
istischer Funktion keinen Unterschied macht, mit der ùblichen Projektion eines

konvexen Kôrpers ûberein.
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Mit Hilfe der soeben eingefûhrten Projektion lâsst sich fur eine gewisse Klasse

von Funktionen im Rn durch die Beziehung

||F||n max< \F\ du", sup ||^H^L-if (3)

induktiv eine Norm definieren. Dabei bedeutet [in das Lebesguesche Mass im Rn

und H durchlâuft aile Ebenen des Rn. Im R° {o} werde ||F||0 |F(o)| gesetzt. Um
INj/^L-i zu berechnen ist H als R"'1 aufzufassen. Ebenfalls induktiv werde fest-

gesetzt, dass eine im Rn definierte beschrânkte Funktion, die ausserhalb eines be-

schrânkten Bereiches verschwindet normierbar genannt werden soll, wenn F Lebesgue

integrierbar ist, fur jede Ebene H die Projektion nHF existiert und normierbar ist
und ||F||n endlich ist. Im R° sei jede réelle Funktion normierbar. Die Klasse aller
normierbaren Funktionen im Rn bildet einen linearen Funktionenraum und || \\n

ist eine Pseudonorm (s. etwa Royden [5], S. 183) auf diesem Raum.

Beispiele normierbarer Funktionen sind die in [1] eingehend behandelten be-

werteten Polytope. Das sind Funktionen der Form a\Cr-\-a1C1-\ \-amCm> wobei
die ai réelle Zahlen sind und die Ct charakteristische Funktionen kompakter kon-

vexer Polytope. Eine normierbare Funktion F heisse approximierbar, wenn es eine

Folge bewerteter Polytope Pk gibt, so dass lim^^^ \\Pk — F\\n 0 ist, und wenn zudem

fur jede Ebene H des Rn die Funktion F a H ebenfalls approximierbar ist. Dabei hat

man H wider als i?""1 aufzufassen, so dass eine sinnvolle induktive Définition vor-
liegt. Im R° sei natûrlich jede réelle Funktion approximierbar. Anstatt lim*.^
\\Fk — F\\n 0 werde einfacher Fk=>F geschrieben. Die Menge aller im Rn défi-

nierten approximierbaren Funktionen bildet einen linearen Funktionenraum ûber
den reellen Zahlen, der mit Aw bezeichnet werden soll. % ist ein auf A" definiertes
lineares Funktional, das fur (nicht leere) kompakte konvexe Polytope (d.h. fur deren

charakteristische Funktionen) den Wert 1 hat und in dem Sinne stetig ist, dass aus

Fk=>F die Beziehung lim^^ x(Fn) x(F) folgt. Man kann beweisen, dass x durch
dièse Eigenschaften vollstândig charakterisiert ist ([1], Satz 3). Es zeigt sich zudem,
dass fur jede Ebene H aus FeAn, wenn H als R"'1 aufgefasst wird, nHFeAn~l folgt,
und die Projektionsinvarianz

x(nHF) x(F) (4)

besteht.

Bekanntlich kann man allgemeiner Orthogonalprojektionen des Rn auf A>Ebenen

(k= 1, 2,..., n) einfûhren. lstpH eine solche Abbildung des Rn auf eine &-Ebene H, so

lâsst sich, ebenfalls durch die Beziehung (2), eine zugehôrige Projektion nH von
Funktionen definieren. pâ1 (x) ist in diesem Falle eine («-&)-Ebene. Durch nH wird
Aw auf A* abgebildet (siehe [1], Abschnitt 10).
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Es sei nun s eine affine Abbildung des Rn auf eine fc-Ebene H, wobei k einen der
Werte 0, 1, 2,..., n haben kann. Âhnlich wie bei Projektionen lâsst sich zu s eine fur
die approximierbaren Funktionen definierte Transformation a erklâren. Man be-
merke dazu, dass s~x{x) fur xeH eine (n—£)-Ebene ist und daher, wie aus der
Définition der Approximierbarkeit unmittelbar folgt, fur FeAn stets Fa s'1 (x)eAn~k

sein muss. Analog zu (2) kann man daher durch

(aF)(x) X(FAS-1(x)) (5)

eine auf H erklârte Funktion oF definieren. Ist s insbesondere eine Projektion des

Rn auf H, so stimmt (5) mit (2) ûberein. a werde die zu s gehôrige Funktionentrans-
formation genannt. Ist k n9 also H=Rn und demnach s nicht singulâr, so ist s~1(x)
ein Punkt und daher %(Fa s'1 (x)) F (s'1 (x)). Anstatt (5) kann daher in diesem
Falle die transformierte Funktion oF durch

F(s-1(x)) (6)

definiert werden.

3.

Der folgende Satz enthâlt das Hauptergebnis dieser Arbeit.

SATZ 1. Bedeutet s eine affine Abbildung des Rn auf eine k-Ebene H (k 0, 1,... n),
so gibt es genou eine Abbildung a der im Rn definierten approximierbaren Funktionen

auf die auf H definierten approximierbaren Funktionen (als Funktionen im Rk aufge-

fasst), so dass die folgenden Bedingungen erfiillt sind.

(a) a ist linear,
(b) a ist stetig, d.h. aus Fn=>F(FneAn, FeAn) folgt oFn=>oF.
(c) a stimmt fur kompakte konvexe Polytope (reprâsentiert durch deren charak-

teristische Funktionen) mit der ublichen durch s definierten affinen Abbildung Uberein.

Ausserdem hat die Abbildung a noch die Eigenschaft, dass sie durch (5) definiert
werden kann und dass

X(aF) X(F) (7)

gilt.
Es ist noch zu bemerken, dass in (7) links die auf A* und rechts die auf A" definierte

Charakteristik gemeint ist.
Die Beziehung (7) enthâlt u.a. sowohl die Invarianz gegenûber isometrischen

Transformationen wie auch die durch (4) ausgedriickte Projektionsinvarianz. Dièse
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beiden Eigenschaften wurden schon in [1] untersucht. Ausserdem enthâlt Satz 1

noch eine Kennzeichnung der Prqjektionen und, wenn k 0 ist, eine Kennzeichnung
der Charakteristik, auf die ebenfalls schon in [1] (Satz 4 bzw. Satz 3) hingewiesen
wurde.

Noch eine weitere Folgerung aus obigem Satz soll hier erwâhnt werden. Es sei

dazu s eine affine Abbildung des Rn auf eine &-Ebene H und t eine affine Abbildung
von H (als Rk aufgefasst) auf eine /-Ebene E. Sind a und t die zu s bzw. t gehorigen
Funktionentransformationen, so ist zu erwarten, dass dann zu der affinen Abbildung
ts die Funktionentransformation tg gehôrt. (Mit ts, xa etc. ist hier und in âhnlichen
Fâllen natûrlich nicht das Produkt sondern die ùbliche Komposition der Funktionen
gemeint). Dièse Tatsache kann aber aus der Définition (5) nicht ohne weiteres ab-

gelesen werden. Satz 1 zeigt jedoch, weil sowohl %a wie auch die zu ts gehôrige
Funktionentransformation den dort angefuhrten Bedingungen genûgt, die Gleichheit
dieser beiden Funktionale.

Um die Niitzlichkeit dièses Résultats hervorzuheben, soll das folgende Beispiel
erwâhnt werden. Es werde angenommen, dass (mit den vorhin gewâhlten Bezeich-

nungen) E={o} nulldimensional sei. Wird dann r ts gesetzt und bedeutet q die

zu r gehôrige Funktionentransformation, so ist wegen (5), da r~i(o) Rn gilt,
(qF) (o) x(F). Ebenso findet man x{gF) {o) x{gF). Aus der Zugehôrigkeit von

ta zu ts, d.h. aus q — tct, folgt dann

X (F) (qF) (o) (r (aF)) (o) X (ffF). (8)

Die Affininvarianz (7) folgt also aus den vorhergehenden Aussagen des Satzes.

Der zweite Satz, der hier bewiesen werden soll, bezieht sich auf den Fall, dass

F eine im Rn definierte Funktion ist, die ausserhalb einer gegebenen A>Ebene H ver-
schwindet. F ist dann durch die Beschrânkung FaH vollkommen festgelegt. Wird
H als Rk aufgefasst, so soll durch den folgenden Satz die naheliegende Frage beant-

wortet werden, wie sich die Approximierbarkeit, die Norm und die Charakteristik

von Fa H (als Funktion im Rk) zu den entsprechenden Begriffen bezûglich F (als

Funktion im Rn) verhalten.

SATZ 2. Es sei F eine im Rn definierte réelle Funktion, die ausserhalb einer

gegebenen k-Ebene H des Rn verschwindet. Wird dann FaH als Funktion im Rk aufgefasst,

so gelten die folgenden Aussagen.

(a) F ist dann und nur dann eine approximierbare Funktion im Rn, wenn Fa H eine

approximierbare Funktion im Rk ist. FeAn ist also mit FAHeAk gleichbedeutend.

(b) Es gilt
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(c) Es gilt

H)9 (10)

wobei links die auf An und redits die auf A* definierte Charakteristik steht.

4.

Fur den Beweis der beiden angefûhrten Satze werden zwei Hilfssâtze benôtigt,
die in diesem Abschnitt formuliert und bewiesen werden sollen.

Sind H und H' zwei A:-Ebenen im Rn und ist g eine nicht singulâre affine Abbildung
von H auf H\ so wird, etwas allgemeiner als in (6) (dort ist H=H' Rn) fur jede auf
H definierte Funktion durch die Beziehung

(yF)(x)=:F(y-1(x)) (xeHf) (11)

eine auf H' definierte Funktion yF erklârt. y heisse wieder die zu s gehôrige
Funktionentransformation.

HILFSSATZ 1. Im Rn sei H eine Ebene und F eine Funktion, fur die die durch (2)

definierte Projektion auf H existiert. s sei eine nicht singulâre affine Transformation
des Rn. G bedeute eine zu H orthogonale Gerade. Ë sei eine Ebene, die zu sG orthogonal
ist. Wirddann

t (pas) a H (12)

gesetzt, so gelten die folgenden Aussagen.

(a) t ist eine nicht singulâre affine Abbildung von H auf H.
(b) Ist a die zu s gehôrige Funktionentransformation, so existiert die Projektion

ns (oF).
(c) Bedeutet x die zu t gehôrige Funktionentransformation so gilt

KaaF xnHF. (13)

Beweis. t hat jedenfalls die Eigenschaft, eine affine Transformation zu sein, die

HinÊ abbildet. Dass t nicht singulâr ist, ergibt sich daraus, dass fur xeH, yeH aus
der Beziehung t (x) t (y) mit Hilfe von (12) auf die Gleichheit x=y gefolgert werden
kann.

Es sei nun F eine Funktion auf jR\ fur die die durch (1) definierte Charakteristik
existiert. Da eine nicht singulâre Affinitât s im R1 eine Transformation der Form
sx=ax+b (a#0) ist, folgt aus der Définition (1) unmittelbar
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F sei jetzt wieder eine im Rn definierte Funktion, die die im Hilfssatz genannten
Voraussetzungen erfùllt. Wird a als eine nur fiir die Funktionen auf G definierte
Funktionentransformation aufgefasst, so gilt in Ûbereinstimmung mit (11)

a(F a G) (x) (F a G) (s'1x).

Der Definitionsbereich dieser Funktion besteht ersichtlich aus allen Punkten x, fur
die s~xxeG gilt, ist also sG, und der zugehorige Funktionswert ist F(s~1(x)). Da
gFasG ersichtlich dieselben Eigenschaften hat, folgt

a (F a G) cF a sG. (15)

Nun werde x HnG,x HnsG gesetzt. Weil dann sxesG ist und H zu sG

orthogonal ist, gilt x=pg (sx), also wegen (12) und xeH

x f(x). (16)

Ausserdem bekommt man noch aus derselben Orthogonalitâtsbeziehung/?^1 (x)=sG9
was zusammen mit p^ x(x) G

ergibt. Aus (16) und der Définition (11) folgt

(TJtflF) (x) (nHF) (r »

(x)) (nHF) (r H (x)) (nHF) (x). (18)

Wegen G=Pff1(x) findet man mit Hilfe von (14) und (15) unter Heranziehung der

Définition (2)

(nHF) (x) X(F a p-H'(x)) x(a{F a p^1 (x))) x(aF a sp^(x)). (19)

Aus (17) folgt zudem wenn wieder (2) verwendet wird,

X(aF a sp~H
* (x)) x((aF) a ps1 (S)) (na*F) (x). (20)

(19) und (20) ergeben, dass (ngaF) (x) existiert und (ngaF) (x) (nHF) (x) gilt.
Wegen (18) ergibt sich daraus

(nHvF)(x) (TnHF)(x). (21)

Da die Gerade G orthogonal zu H, aber sonst beliebig gewâhlt werden kann, und
daher 3nsG aile Punkte x aus H durchlaufen kann, folgt aus (21), dass (13) gilt.
Damit sind auch die Aussagen (b) und (c) des Hilfssatzes bewiesen.

Fur die Formulierung des nâchsten Hilfssatzes ist es zweckmâssig die folgenden
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Bezeichnungen einzufûhren. Bedeutet s eine nicht singulâre affine Transformation des

Rn und ist d (x, y) der euklidische Abstand von zwei Punkten x, y des Rn9 so werde

fùrn^l
d(s(x)9s(y))

g.(j) sup
V )h \yj) (22)

x*y d(x9y)

gesetzt. Dabei sollen x und y unabhângig voneinander aile Punkte des Rn9 fur die

x^y ist, durchlaufen. Ein offenkundiges Kompaktheitsargument zeigt, dass gn(s)
stets endlich ist. Schliesslich werde noch

n(s)9l} (23)

geschrieben. Dann ist ersichtlich 1 :g/*„($)< 00.

HILFSSATZ 2. Im Rn sei F eine normierbare Funktion und s eine nicht singulâre

Affinitât. Bedeutet a die zu s gehôrige Funktionentransformation, so ist auch oF nor-
mierbar und es gilt

\\aF\\n^hnn{s)\\F\\n. (24)

Beweis. Im R° ist die Aussage des Hilfssatzes selbstverstàndlich. Es werde die

Induktionsannahme gemacht, dass der Hilfssatz fur den R"'1 schon bewiesen sei.

Fur jede nicht singulâre Affinitât r des Rn~x (mit zugehôriger Funktionentransformation

q) und jede normierbare Funktion U im JR""1 sei also qU wieder normierbar
und es gelte

ll(?i/L-i^ *;:}(»•) II^L-i. (25)

Ist H eine beliebige Ebene des Rn, so kann man dazu eine Ebene H finden, so dass

Ë und H den Bedingungen des Hilfssatzes 1 genùgen. Dann gilt, mit den dortigen
Bezeichnungen die Beziehung (13). Da F normierbar ist, folgt, wie man aus der

Définition der Normierbarkeit unmittelbar erkennt, dass auch nHF (als Funktion
im R"'1) normierbar ist. Wegen der Induktionsannahme gilt dann dasselbe von
ttchF. Aus (13) ergibt sich daher, dass n^oF normierbar ist und (25) ergibt, wenn

U=nHF, r=t,Q-i; gesetzt wird, und t durch (12) erklârt ist

H^^L-i^^ÎWNh^L-i. (26)

Aus der Définition (22) folgt daher, wenn man zudem bedenkt, dass bei einer Projek-
tion die Abstânde nicht vergrôssert werden,

sup w,^w) s sup m
x±y d(x,y) x*y ct(x9y)
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(x und y sind hier auf H beschrânkt, daher steht vor gn(s) nicht unbedingt das

Gleichheitszeichen). Wegen (23) gilt demnach

ViW^A-W- (27)

Aus (26), (27) und hn(s)^ 1 folgt nun

W (28)

Weil F nach Voraussetzung Lebesgue integrierbar sein soll, trifft dasselbe fur gF
zu und es gilt bekanntlich

wobei cn(s) eine nur von n und .y abhângige Zahl ist. Da durch s ein Wurfel der

Kantenlânge 1 in ein Parallelotop mit Kantenlângen, die nicht grôsser als hn (s) sind,
ubergefûhrt wird, folgt sofort cn(s)^ht!i(s). Es gilt somit

\F\dif. (29)

Jl" R"

Aus (28) und (29) und der Définition (3) ergibt sich jetzt

maxi J \oF\ du", sup \\nzaF\\n-t 1 ^

^ max(«(s) f \F\ du", hnn{s)supH^F
1

Rn H

Damit, zusammen mit der schon bewiesenen Tatsache, dass jede Projektion von oF
normierbar ist, ergibt sich, dass auch oF normierbar ist und dass (24) gilt.

5.

Nun kônnen die im 3. Abschnitt angefûhrten Sâtze bewiesen werden.

Beweis von Satz 1. Zuerst soll gezeigt werden, dass es hôchstens eine Abbildung
a von An auf A* gibt, welche die Eigenschaften (a), (b), (c) des Satzes hat. Ist t eine

weitere solche Abbildung, so gilt wegen der Eigenschaft (c), dass zumindest fiir jedes

kompakte konvexe Polytop C die Gleichheit aC=xC besteht. Durch lineare Kombi-
nation ûbertrâgt sich dies durch Anwendung von (a) sofort auf bewertete Polytope.
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Aus (b) bekommt man dann, wenn eine Folge bewerteter Polytope Pt vorliegt, fur
die Pt=>F gilt, dass gP{ => aF, xPt => xF sein muss. Wegen gP.^tP. folgt daraus

gF= tF, womit die Eindeutigkeit von a erwiesen ist.
Jetzt werde angenommen, dass s nicht singulâr sei. Vorerst soll der Beweis er-

bracht werden, dass das durch (5) definierte Funktional g die Eigenschafte (a), (b), (c)
hat und dass gF approximierbar ist, wenn dasselbe fur F zutrifft. Da s nicht singulâr
ist, kann anstatt (5) die bequemere Définition (6) verwendet werden. Die Approxi-
mierbarkeit von oF lâsst sich folgendermassen einsehen. Fur n 0 ist die Sachlage
vollkommen trivial. Es werde die Induktionsvoraussetzung gemacht, dass das ent-

sprechende Ergebnis fur den R""1 richtig sei. Ist FeAn und liegt eine Folge bewerteter

Polytope Pi des Rn vor, so dass Pt=>F, also lim^^ ||F—Pf||=0 gilt, so folgt aus

Hilfssatz 2 lim^^ \\aF-aPi\\ =0 und daher

gP^gF. (30)

Bedeutet H eine Ebene im Rn, so folgt durch Wiederholung desselben Argumentes,
das zum Beweis von (15) verwendet wurde, (gF)aH=g(Fas~1H). Mit Hilfe der

Induktionsvoraussetzung kann daraus sofort geschlossen werden, dass (gF)aH
approximierbar ist. Dièse Tatsache, zusammen mit (30), zeight, dass gFeA" gilt.
Die Aussagen (a) und (c) des Satzes sind selbstverstândliche Folgerungen aus der

Définition (6). Weil, genau wie beim Beweis von (30), aus Fi=>F auf gF^gF
geschlossen werden kann, erhâlt man die Stetigkeit von g. Damit ist fur nicht singulâres

s, abgesehen von (7), der Satz bewiesen.

Nun werde angenommen, dass s singulâr sei. Der jR" wird also dann durch s aufeine

&-Ebene H abgebildet (0<^k<n). Fur jedes x aus H ist s~x(x) eine (n — A:)-Ebene

und aile dièse (n—A:)-Ebenen die zu vorgegebenen Punkten x gehôren, sind zueinander

parallel. Ist E eine zu s'1 (x) orthogonale A>Ebene und bezeichnet pE die Projektion
des Rn auf E, so gilt ersichtlich s=(saE)pe. Setzt man t=sAE, so folgt daraus

s tpE9 (31)

wobei t eine affine Abbildung von E auf H ist, die, weil E und H dieselbe Dimension

haben, nicht singulâr ist. Sind g und t die zu s bzw. t gehôrigen Funktionentransfor-
mationen, so folgt aus (31) und den Definitionen (2) und (11) fur jedes F aus A*

(«tF) (x) X(F a s-1 (x)) X(F a p-Elrl (x)) (keF) (t~1 (x)) (znEF) (x).

Es gilt demnach

a xnE. (32)

Da in [1] gezeigt wurde (Satz 4), dass jede Projektion die Eigenschaften (a), (b), (c)
hat und vorhin dasselbe fur nicht singulâre Affinitâten bewiesen wurde, folgt aus (32),
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dass auch fur a die Aussagen (a), (b) (c) zutreffen. Dabei ist zu beachten, dass t nach

Einfûhrung von Koordinatensystemen in E und H als Affinitât im Rk aufgefasst
werden kann. Dasselbe Schlussverfahren ergibt auch aFeAk fur aile FeAn.

Weil im Anschluss an Satz 1 schon gezeigt wurde, dass (7) als eine Folgerung aus
den anderen im Satz genannten Eigenschaften der affinen Transformationen aufgefasst

werden kann, ist somit der Satz in allen Teilen bewiesen. Eine andere Môglich-
keit (7) zu beweisen, besteht darin, dass man bei gegebenem a das Funktional
cp{F) x{oF) untersucht. Wegen der Aussagen (a), (b), (c) und bekannten
Eigenschaften von i ist leicht einzusehen, dass cp linear und stetig ist und fur kompakte
konvexe Polytope den Wert 1 hat. Durch dièse Eigenschaften ist aber das Funktional
X eindeutig bestimmt ([1], Satz 3). Daher muss cp x und somit %{gF) x(F) gelten.

Beweis von Satz 2. Es geniigt, den Satz fur k n-l zu beweisen, denndurch
wiederholte Anwendung dièses Spezialfalles kann man ersichtlich zur allgemeinen
Aussage des Satzes vordringen. Fur n=\ handelt es sich um selbstverstândliche

Behauptungen. Es werde die Induktionsvoraussetzung gemacht, dass der auf den
B!1'1 bezogene Inhalt des Satzes schon bewiesen sei.

E bedeute nun eine Ebene im Rn9 die nicht zu der im Satz genannten Ebene H
orthogonal ist, d.h. keine zu H orthogonale Gerade enthâlt. Die Projektion von H auf
E ist dann eine nicht singulâre affine Abbildung von H auf E. Bedeutet pE die
Projektion des Rn auf E und pE=pEAH die Projektion von H auf E, so unterscheidet
sich (bei festem xeE) die Funktion F/\pEl{x) von (FaH)ape~1(x) dadurch,
dass Fapë 1(x) auf der Geraden pËx(x) definiert ist und ausserhalb des Punktes

HnpË~* (x) null ist, wohingegen (Fa H) ApË~* (x) ausserhalb des Punktes HnpËi (x)
ûberhaupt nicht definiert ist. Da die Funktionswerte in diesem Punkt in beiden

Fâllen die gleichen sind, hat man

X(F a pëH*)) X((F a H) apË1 (x)).

Links steht hier die im R1 und rechts die im R° definierte Charakteristik. Bedeutet

nE die zu pE gehôrige und a die zur Affinitât pE gehôrige Funktionentransformation,
so ergibt sich daraus unter Verwendung der Definitionen (2) und (11)

a(F a H). (33)

Daraus kann mit Hilfe von Satz 1 entnommen werden, dass nEFeAn~l gilt. Da^£
nicht nur eine Affinitât sondera auch eine Projektion ist, werden bei der durch pE

vermittelten affinen Abbildung von H auf E die Abstânde nicht vergrôssert. Aus den

Definitionen (22) und (23) folgt demnach

/*(*)= 1.

Durch Anwendung von Hilfssatz 2 erhâlt man daher aus (33)
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II^FL.^UFAffL.!. (34)

Jetzt werde angenommen, dass H eine zu E orthogonale Ebene sei. Die Projektion

P^(x)) (35)

ist dann 0, wenn x nicht in En H liegt. Die bezûglich H als zugrunde liegenden Raum
definierte Projektion

nEnH(F a H) X((F a H) a pE*H(x))

hat fur xeEnH denselben Wert wie (35) ist aber ausserhalb En H iiberhaupt nicht
definiert. Daraus folgt

Aus FaHgA"'1 folgt daher nEFA(HnE)eAn~2 und wegen der Induktionsvor-
aussetzung Ti^FeA""1. Zudem erkennt man noch, dass

W*eF\\m-i W(nBF) a (HnE)\\n-2 \\nEnH(F a H)\\n_2 ^ \\F a H\\n.t

gilt. (34) ist also auch dann gùltig, wenn H zu E orthogonal ist.
Da in dem hier vorliegenden Fall $Rn \F\ dfxn O ist, ergibt sich aus (34) und der

Définition (3)

%

11*11» sup \\nEF\\n S \\F a HL-i. (36)

Da andererseits der Fall E=H eintreten kann und nHF=Fa H ist, gilt auch

||F|L sup \\nEFh-i ^ NhFL-! \\F a H\\H-X. (37)
E

(36) und (37) zeigen, dass F normierbar ist und

IIjFLHIFaHIL-! (38)

gilt. Damit ist (9), also die Aussage (b) von Satz 2 bewiesen.

Jetzt soll die Approximierbarkeit von F bewiesen werden. Da nach Voraussetzung

FaH approximierbar ist, gibt es eine Folge auf H definierter bewerteter Polytope
P,, so dass Pf=>FA H9 d.h. lim,^ ||(Fa H)-Pi\\n-l 0 gilt. Damit ist die Beziehung

lim IKF-POaHII.-^O (39)
i-*ao

gleichbedeutend. Werden im Rn dadurch bewertete Poltope Ft definiert, dass in



t)ber einige Invarianzeigenschaften der Eulerschen Charakteristik 99

H Pi=Pi und ausserhalb H jPf O gesetzt wird, so folgt aus (38) und (39) sofort

P^F
Es ist noch zu zeigen, dass fur jede Ebene E des Rn FaEgA"'1 gilt. Da fur den

Fall, dass E zu H parallel ist eine vollkommen triviale Sachlage vorliegt, kann

angenommen werden, dass HnE (n — 2)-dimensional ist. Aus der Voraussetzung
FaHeA*1'1 folgt, wie unmittelbar aus der Définition von A11"1 hervorgeht, (F a H)
A(HnE)eAn~2. Dièse Beziehung besagt ersichtlich dasselbe wie

(F a E) a (H n E)eAn~2 (40)

FaE ist eine auf E definierte Funktion, die ausserhalb der (n — 2)-Ebene HnE
verschwindet. Aus (40), zusammen mit der eingangs gemachten Induktionsvoraus-
setzung, ergibt sich somit Fa EeAn~1. Damit ist die Aussage (a) von Satz 2 bewiesen.

Um nun den Beweis des Satzes abzuschliessen, ist noch die Beziehung (10) her-
zuleiten. Dazu geniigt es zu bemerken, dass die Projektionsinvarianz (4), weil nHF=

FaHgilt, sofort

ergibt.
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