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Beitrâge zum potentialtheoretischen Àspekt des Verheftungssatzes von

A. D. Alexandrow

von Heinz Leutwiler, Zurich

Einleitung

l. Auf einer Riemannschen Flâche R sei ein konform invariantes Linienelement

ds eu(z)\dz\ (0.1)

(z Ortsuniformisierende) definiert. (Ein konformer Parameterwechsel z=/(Q soll
also die Transformation

C)l (0.2)

bewirken, sodass

ds eu(z)\dz\ =efi(0|dCI

invariant bleibt.) Dabei wird vorausgesetzt, dass u eine <5-subharmonische Funktion
ist, das heisst sich lokal als Differenz subharmonischer Funktionen darstellen lâsst

(0.3)

Mit dem Differential (0.1) definieren wir auf R die Metrik

Q(p,q) inf eu(z)\dz\ (0.4)
L J

L

(p, qeR). L durchlaufe dabei die Gesamtheit aller stûckweise analytischen Kurven,
welche p mit q verbinden.

Wir bezeichnen im folgenden den Raum, bestehend aus R und der Metrik (0.4),
mit (R, ds).

2. Ist die <5-subharmonische Funktion u dreimal stetig differenzierbar, so stellt
{R, ds) eine zweidimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeit dar. Die Grôssen
x=Rez und >> Imzheissen dann isotherme Parameter; die Gausssche Integralkrum-
mung berechnet sich nach der Formel

K(U) - [[ Au(z)dxdy (0.5)

|2|<1

(z=x+/y, A d2/ôx2 + d2ldy2). Dabei bezeichnet UczR eine konforme Parameter-
zelle.
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3. A. D. Alexandrow hat die Théorie der zweidimensionalen Riemannschen
Râume verallgemeinert, indem er rein geometrisch die sogenannten zweidimensionalen

Mannigfaltigkeiten beschrânkter Kriïmmung (M.b.K.) einfuhrte.1)
Wie J. G. Reschetnjak [18] und A. Huber [9] gezeigt haben, besteht ein enger

Zusammenhang zwischen den M.b.K. und den in Abschnitt 1 eingefuhrten Râumen
(R9 ds). Es gilt nâmlich der Satz (A. Huber [9], Satz A):

Jede zweidimensionale Mannigfaltigkeit beschrânkter Krummung ist isometrisch
einem Raum (R, ds) und umgekehrt stellt jeder Raum (R, ds) eine Mannigfaltigkeit
beschrânkter Krummung dar.

Den subharmonischen Funktionen ut(z) sind positive Massenbelegungen //,=
(l/ln) Aut(i=l, 2) zugeordnet. (Der Laplaceoperator A ist hierbei im Sinne der

Distributionen aufzufassen). Die Differenz

M J"i - i"2 (0.6)

ist unabhàngig davon, welche Darstellung (0.3) und welche Ortsuniformisierende z

man wâhlt. Sie ist also eine auf der Riemannschen Flâche jR definieite, vollstândig
additive Mengenfunktion.

Die Mengenfunktion /x steht in engem Zusammenhang mit der Alexandrowschen

Krummung K. Die Formel (0.5) bleibt nâmlich noch in der verallgemeinerten Form

K(e) -2np(e) (0.7)

fur jede Borelmenge e richtig (siehe z.B. [9]).
4. Fur die Théorie der Mannigfaltigkeiten beschrânkter Krummung ist der soge-

nannte Verheftungssatz von Bedeutung. Dieser Satz sagt aus, dass die Verheftung
zweier von Kurven beschrânkter Schwenkung1) berandeter M.b.K.-Bereiche U und

Û wieder eine M.b.K. erzeugt. Die Verheftung geschieht so, dass man auf den Rândern

BU und dû die Endpunkte gleich langer (von festen Punkten aus gemessener) Teil-

bogen identifiziert.
Zur Vorbereitung auf eine potentialtheoretische Behandlung dièses Verheftungs-

satzes, geben wir im ersten Paragraphen eine Définition der Schwenkung in (R, ds).2)

Im zweiten Paragraphen betrachten wir die Kurven von beschrânkter Schwenkung.

Dièse charakterisieren wir unter Heranziehung einer zweiten - zu der im ersten
Paragraphen gegebenen âquivalenten - Définition der Schwenkung (Satz 1).

Als Anwendung ergibt sich im dritten Paragraphen eine Ungleichung (Satz 2),

die zum Teil mit einem Résultat von A. D. Alexandrow [3] ubereinstimmt.

*) Fur Begriffe und Resultate aus der Théorie der M.b.K. verweisen wir auf [1] und [2].
2) Eine andere - fur unsere Zwecke weniger geeignete - Définition stammt von J. G. Reschetnjak

[19].
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Im vierten Paragraphen geben wir zunâchst die potentialtheoretische Formulierung
des Verheftungssatzes (Sâtze 3, 4). Anschliessend zeigen wir, wie man, allerdings mit
einer zusâtzlichen Annahme, diesen Satz mit funktionentheoretischen Methoden be-

weisen kann.
Die vorliegende Arbeit stellt eine Fortfûhrung der bereits erwâhnten Arbeit [9]

von A. Huber dar und ist auf dessen Anregung entstanden. Wir môchten an dieser

Stelle Herrn Professor Huber fur dièse Anregung und die vielen wertvollen Hinweise

zu dieser Arbeit bestens danken.

1. Définition der Schwenkung einer Kurve

1.1. Sei U eine Parameterzelle in (R, ds), und sei y c: U ein Jordanbogen mit Halb-
tangenten in den Endpunkten, dem in der z-Ebene ein Bogen yz {z(t)9 0<r^l}
entspricht. Wir definieren zunâchst die Schwenkung unter der Annahme, dass y

analytisch ist.
Fur dreimal stetig differenzierbare Funktionen u ist die geodâtische Integralkrum-
mung

Dabei bezeichnet k die euklidische Krûmmung der ebenen Kurve yz und d/dn die

Ableitung in Richtung der Normalen, genauer in Richtung von arg(- i(dz/dt)).
Die Formel (1.1) enthâlt die Ableitung der Funktion u und kann nicht ohne

weiteres auf beliebige subharmonische Funktionen ubertragen werden, da bei diesen
die Normalableitung nirgends zu existieren braucht. Deshalb stiitzen wir uns auf
den von B. Fuglede [8] eingefûhrten Begriff der symmetrischen Normalableitung

(1.2)

(v sei die Normale von yz). Fuglede hat gezeigt, dass ôu/ôn auf jedem analytischen
Bogen fast ûberall existiert und eine im Lebesgueschen Sinn integrierbare Funktion
darstellt. Wir definieren also als minière Schwenkung x (verallgemeinerte geodâtische
Integralkrummung) eines analytischen Bogens y:

1 (L3)

Dièse Définition ist sinnvoll, denn das Intégral hângt nicht von der speziellen Wahl
der Ortsuniformisierenden z ab.
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1.2. Wir wollen nun den Begriff der Schwenkung auf beliebige Jordanbogen y mit
Halbtangenten in ihren Endpunkten ausdehnen. Dazu betrachten wir eine Folge von
stiickweise analytischen Jordanbogen yn (n= 1, 2,...), welche, links von der orientier-
ten Kurve y liegend, die Endpunkte a and b von y miteinander verbinden - sonst aber
keine Punkte mit y und unter sich gemeinsam haben - und gegen y konvergieren. Die
Konvergenz ist so zu verstehen, dass das zwischen yn and y liegende Gebiet gegen die

leere Menge strebt. Wir verlangen noch, dass die von yn und y in a und b einge-
schlossenen Winkel gegen Null konvergieren, und dass in den Eckpunkten der yn

keine Punktmassen liegen. Dann existiert, wie anschliessend gezeigt wird, der Grenz-

wert

T,(y) lim j £ T(fn) + I (n - cpl)}. (1.4)
n-»oo (v 0 v=l J

Dabei bezeichnen wir mit cpvn (v=l, 2,..., Nn) die links von yn liegenden Winkel in

den Eckpunkten pvn und mit yvn (v 0, 1,..., Nn) die analytischen Teilbogen api,

plp2n9...9 PnniPnn> Pnb der Kurve yn. Wir nennen Tt(y) die linke Schwenkung des

offenen Jordanbogens y,

Analog, d.h. mit Hilfe einer von rechts gegen y konvergierenden Folge, definiert

man die rechte Schwenkung Tr(y).

Fur Jordankurven definieren wir die linke (rechte) Schwenkung mit Hilfe einer

Folge von geschlossenen Kurven yn9 welche mit y und unter sich keine Punkte
gemeinsam haben und von links (rechts) gegen y konvergieren. In diesem Falle ist eine

Voraussetzung ûber die Existenz von Halbtangenten uberflûssig.

1.3. Wir haben jetzt zu zeigen, dass der Grenzwert 1.4) existiert und von der Wahl

der Kurven yn unabhângig ist. Wir schreiben von nun an kurz y fur yz. Gemâss

B. Fuglede ([8], p. 93) gilt:

- \dz\ - — \dz\ 2njn(Qmn) + nfi(yfm u y'H) + amn//(a) + pmnju(b). (1-5)

Dabei bezeichnen Qmn das von ym und yn (m>n) berandete Gebiet, y'm und y'n die uni
ihre Endpunkte reduzierten Bogen ym und yn, awn(jSmif) den Winkel zwischen ym und

yn im Endpunkt a{b) und n das Mass (0.6). Die rechte Seite von (1.5) kann aber,

infolge der Stetigkeit von [i und der Voraussetzung betreffend die Winkel in a und b,

fur geniigend grosse m und n beliebig klein gemacht werden.
Hiermit ist die Existenz des Grenzwertes (1.4) gezeigt, denn fur den euklidischen

Anteil der Schwenkung folgt die Existenz des Grenzwertes unmittelbar aus der

Voraussetzung betreffend die Winkel in den Endpunkten a und b.

Der Beweis fur die Unabhângigkeit von der Wahl der Kurvenfolge verlâuft analog.
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1.4. Wir erwâhnen vier Eigenschaften der Schwenkung.

E 1 : Sei y eine Jordankurve oder ein ojfener Jordanbogen mit Halbtangenten in
den Endpunkten. Dann gilt:

Nach Définition ist nâmlich

j>] 0.6)

Durch Aufstellen der (1.5) entsprechenden Beziehung fur y^ und y^ wird er-
sichtlich, dass der Grenzwert (1.6) den Wert —2nix(y) besitzt.

Ebenso zeigt man:

E 2 : Die Jordankurve y sei in einem kreishomôomorphen Gebiet von R enthalten
und berande im positiven Sinne ein Gebiet U. Dann gilt (Formel von Gauss-Bonnet):

Bevor wir die Additivitât der Schwenkung nachweisen kônnen, miissen wir die

Schwenkung eines Punktes pey definieren. Dieser Begriff kann nur dann sinnvoll
erklàrt werden, wenn die Kurve y in p Halbtangenten besitzt. Bezeichnen wir mit
9p

*
(<ppr)) den links (rechts) von y liegenden Winkel der beiden Halbtangenten von y

im Punkte p, so verstehen wir unter der linken (rechten) Schwenkung von pey die
Grosse :

t(d° n - (p^ - cp^'u O), bzw.

E 3 : Der offene Jordanbogen y besitze in den Endpunkten a und b sowie in einem

innern Punkt pey Halbtangenten. Dann gilt fur die offenen Teilbogen ap und pb die

Beziehung (Additivitât der Schwenkung):

Beweis. Es genûgt, die erste Gleichung von (1.8)zubeweisen, dasich daraus mit
Hilfe von E 1 die zweite ergibt. Nach Définition gilt:

h(y) - x,(ap) -Ç
*¦-/£*•-/H-
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Dabei konvergieren die y'n9 y"n von links gegen die Bogen ap, pb. Wendet man auf den

Ausdruck in eckiger Klammer wiederum die mit (1.5) durchgefûhrte Ûberlegung an,
so erhâlt man die Beziehung (1.8). Wir erwâhnen noch:

E 4: Die oben eingefuhrten linken und rechten Schwenkungen einer Kurve stimmen
mit den von A. D. Alexandrow (rein geometrisch) definierten Begriffen ,,linke (rechte)
Schwenkung einer Kurve" uberein.

J. G. Reschetnjak [19] hat bereits fruher den Begriff der Schwenkung - auf andere

Weise - potentialtheoretisch definiert und gezeigt, dass seine Définition mit der

Alexandrowschen âquivalent ist. Wir werden spâter die Àquivalenz unserer Définition

mit der Reschetnjakschen - und damit der Alexandrowschen - beweisen (siehe

Anmerkung am Schluss von Abschnitt 2.4).

2. Kurven von beschrânkter Schwenkung

2.1. Besitzt der in (R, ds) liegende Jordanbogen y in jedem Punkt Halbtangenten
nach beiden Richtungen, so sind fur jeden Teilbogen yt={p(0)> O<0<*<1} die Be-

griffe linke und rechte Schwenkung Tt(yt) und Tr(yt) definiert.
Wir nennen y eine Kurve von beschrânkter Schwenkung, falls die Funktion

t-+Ti(yt) auf dem Interwall 0<^l von beschrânkter Variation ist. Aus der Eigen-

schaft E 1 in Abschnitt 1.4 folgt, dass dann auch die Funktion t-^Tr(yt) von
beschrânkter Variation ist, und umgekehrt.

2.2. Zur Charakterisierung der Kurven von beschrânkter Schwenkung benôtigen

wir eine zweite - zu der im ersten Paragraphen gegebenen âquivalente - Définition
der Schwenkung. Da wir von jeder Kurve voraussetzen, dass sie in einem kreishomôo-

morphen Gebiet von R enthalten ist, kônnen wir die folgenden Oberlegungen in der

z-Ebene durchfiihren.
Es sei also F eine Jordankurve, welche ein ebenes Gebiet G so berandet, dass das-

selbe links von F liegt. Sei w(z) t/1(z)-w2(z) die im Differential (0.1) auftretende

5-subharmonische Funktion, welche auf einem G enthaltenden, ebenen Gebiet
definiert ist. Mit Ht(z) und H2(z) bezeichnen wir die besten harmonischen Majoranten

von ux(z) bzw. u2(z) in Bezug auf das Gebiet G und setzen H{z) H1{z)-H2(z). Mit
Hilfe der Greenschen Funktion g(z, Q von G und dem Mass \i aus (0.6) kann dann

u(z) wie folgt dargestellt werden3):

- jg(z,Qdfi(0.

8) siehe z.B. T. Radô [17]
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Wir betrachten jetzt einen Teilbogen y von T, in dessen Endpunkten F Halb-
tangenten nach beiden Richtungen besitzt. Sei {yn} eine von links gegen y konver-
gierende Folge stiickweise analytischer Kurven wie sie in der Définition (1.4) ein-

gefûhrt wurde. Aus (2.1) folgt:

Fur die Behandlung des ganz rechts stehenden Intégrais erweist es sich als zweck"
mâssig, eine weitere gegen y konvergierende Kurvenfolge {yn} einzufiihren. Wir
betrachten eine konforme Abbildung z=/(0 des Einheitskreises |Ç|<1 auf G. Dièse
fûhrt einen Teilbogen B von |Ç| 1 in y ûber 4). Wir definieren {yn} als Bild einer Folge
von Kreisbogen, welche die Endpunkte von B miteinander verbinden und fur n-+co
gegen B streben.

LEMMA 1 : Sei v(z) eine in einem G enthaltenden Gebiet definierte, ô-subharmo-
nische Funktion. Dann ist

f^|dz|=lim f
J on «-00 J

lim f^|dz|=lim f^|dz|. (2.3)
M->oo J on «-00 J on

7n yn

2.3. Beweis von Lemma 1. Nach einem Résultat von C. Caratheodory [6] be-
sitzen die Kurven yn in ihren Endpunkten a und b Halbtangenten, welche fur «->oo
gegen die entsprechenden Halbtangenten von y streben. Zu jedem Index n gibt es

folglich eine Zahl N mit der Eigenschaft, dass fur aile m>N die Kurven yn und ym

miteinander ein Jordangebiet Qmn beranden. Es bezeichne Q(^n Qmnn {z, \z-a\>
-i|>r}.Seienfemer4£ QM^^

Nach B. Fuglede [8, p. 93] und wegen der Stetigkeit des Masses fi ist

f ôv
lim T\dz\ 2nfi(Qmn) + nfi (y'n u fm), (2.4)
r-+Q J OH

dQm

wobei y'n und y'm die um ihre Endpunkte reduzierten Kurven yn und ym bezeichnen.
Seien aTOn und Pmn die Winkel zwischen yn und ym in den Endpunkten a und b.

Wir beweisen nun, dass

lim ~\dz\=*mnfi(a) und lim / \dz\ P^b). (2.5)
J ôn r^o J an
i) B()

J
Bwn(r)

Zu vorgegebenem e>0 gibt es einen Radius re>0 mit der Eigenschaft, dass die

4) /(0 lâsst sich stetig auf den Rand fortsetzen.
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totale Variation des Masses \i in der punktierten Kreisscheibe K'(a, rs) vom Mittel-
punkt a und Radius re kleiner als s ist. In dieser Kreisscheibe stellen wir v(z) als

Summe einer harmonischen Funktion h(z) und eines logarithmischen Potentials dar
(siehe z.B. T. Radô [17]) und erhalten nach B. Fuglede [8, p. 93] fur r<rE die Be-

ziehung

J Ô£\dz\ tiù(a)+ J f f ^-log|z-C||dz|jdAi(0+ J fn\dz\,

Amn^ K'(a,re) Amn^
*

Amn(r)

wobei a^ den zum Bogen A^l gehôrigen Zentriwinkel bezeichnet. Die in eckiger
Klammer stehende Funktion von Ç ist dem Betrage nach <2rr. Lassen wir nun r-*0
streben, so konvergieren die beiden auf der rechten Seite stehenden Intégrale gegen

Null. Da ferner ofâl-+(xmn, ist damit (2.5) bewiesen.

Aus (2.4) und (2.5) schliessen wir, dass

f ôv Sv

9m Jn

Da fur geniigend grosse m und n die rechte Seite von (2.6) beliebig klein wird, folgt
daraus die Gûltigkeit von Lemma 1.

2.4. Die Funktionen, ûber welche in (2.2) lângs yn integriert wird, kônnen sâmt-

liche iiber G hinaus 5-subharmonisch fortgesetzt werden. Fur u ut — u2 ist dies nach

Voraussetzung erfullt. Um die erwâhnte Eigenschaft fur H=H1— H2 zu beweisen,

betrachten wir die Funktionen vh definiert durch vi(z) Hi(z) fur zeG, t;i(z) wl(z)

sonst (i=l,2). Dièse sind in ihrem ganzen Definitionsgebiet subharmonisch (siehe

z.B. [17], S. 39), und somit ist v=vi — v2 eine (5-subharmonische Fortsetzung von H.

Schliesslich gilt dasselbe auch fur den dritten - als Differenz der beiden andern dar-

stellbaren - Integranden. Aus der eben bewiesenen Eigenschaft der Integranden

folgt mit (1.4), dass die drei Intégrale in (2.2) fur n->co endlichen Grenzwerten
zustreben.

Nach Lemma 1 kann in jedem der drei Intégrale von (2.2) yn durch yn ersetzt

werden, ohne dass sich dadurch fur n-*oo der betreffende Grenzwert ândert. Dièse

Tatsache niitzen wir beim dritten Intégral aus. Bei diesem hat nâmlich der Obergang

zur Kurve yn den Vorteil, dass sich dann die Vertauschbarkeit der beiden Integrationen
leicht beweisen lâsst.

Wir ersetzen also beim dritten Intégral von (2.2) yn durch yn and andern die Reihen-

folge der Intégration. Dies ist - wie B. Fuglede ([8], S. 91-93) ausfûhrlich bewiesen

hat - sicher erlaubt, sofera wir die Kurve yn durch einen kompakten, in G liegenden

Teilbogen ersetzen. Wâhlen wir demzufolge auf yn zwei Folgen {z*} und {z*} (k~h
2,...) von Punkten, welche fiir k-+oo gegen die Endpunkte a und b von yn konvergieren,

so gilt fiir die Teilbogen f^=z^ï\ von yn:



Zum potentialtheoretischen Aspekt eines Verheftungssatzes 91

(2.7)J i- [Jg(z,O^(C)J|dz| JTJ
ykn

*
G G y*»

Die in G definierten Funktionen

(2.8)

konvergieren fur fc->oo gegen die Grenzfunktion (siehe z.B. [12], S. 31)

-2™(Ç,y,G),
< 7r-2;rco(C,y,G), Çey,

Dabei bezeichnet <w(Ç, y, G) das harmonische Mass von y in Bezug auf G und On
das von yn und y berandete Gebiet. Die Funktionen (2.8) sind gleichmâssig beschrânkt.
Dies folgt unmittelbar aus der Définition der Kurven yn und der konformen Invarianz
der Grôssen (2.8). Somit kônnen wir auf der rechten Seite von (2.7) den Grenzûber-

gang k->co unter dem Integralzeichen durchfuhren, d.h. es gilt

(2.9)
G

- 2tt jœ(C, y, G) dn(Q 4- 2nyi{Qn) + 7t/i(yn n G).

G

Fur n-*co erhâlt man daraus

lira f A ffg(Zj C) ^(C)l )d2| _ 2tt L(C, y, G) ^(f). (2.10)ira f A ffg(Zj C) ^(C)l )d2| _ 2tt L(C, y,

Aus (1.4), (2.2) und (2.10) ergibt sich schliesslich mit der erwâhnten Anwendung
von Lemma 1 folgende (âquivalente) zweite Définition der linken Schwenkung:

,(y) 2tt L(C, y, lim '

«-?oo

f r /ôh
j i —f-

(^J \dn
k J |rfz| 4- ]T

v=l
(2.11)

Dabei bezeichnen q>*, q>%,..., ç*n die Winkel in den Eckpunkten der stuckweise ana-
lytischen Kurve yn.

Anmerkung. Ersetzt man im obigen Beweis das Greensche Potential durch das

logarithmische, so gelangt man zu der von J. G. Reschetnjak [19] eingefuhrten Défini-
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tion der Schwenkung5). Somit ist unsere erste Définition zur Reschetnjakschen - und
damit auch zur Alexandrowschen - âquivalent.

2.5. Sei y eine Jordankurve, welche in einem kreishomôomorphen Gebiet von R
enthalten ist und in jedem Punkt Halbtangenten nach beiden Richtungen besitzt.

Wir betrachten eine konforme Abbildung des von y berandeten Gebietes auf den

Einheitskreis A {Ç, |Ç|<1}. Dièse lâsst sich stetig auf den Rand fortsetzen: Jeder

Kreisbogen Bt= {eie, O^0<f <2tt} ist Bild eines Teilbogens yt von y.
In A wird die Metrik von ,(R, ds) erzeugt durch ein Differential (0.1) mit einer

<5-subharmonischen Funktion w(f)=sWi(0""w2(0« Es bezeichne /* das Mass (0.6)
und //,(£) die kleinste harmonische Majorante von ut{Ç) in A 0=1, 2). Wir setzen

SATZ 1 : Die Jordankurve y sei von beschrânkter Schwenkung und besitze keine

Nullwinkel und keine Punkte p mit fi (/?)< — 1. Dann gilt:
a) Es gibt eine Konstante C, sodassfur aile r<\:

dh(reia)

i - d6<C. (2.12)

b) Die Schwenkung xt des Bogens yt(0^t^2n) ist, mit Ausnahme hôchstens ah-

zâhlbar vieler t-Werte6)
t

À 0

B,, A) dn{C) + lim jY^-^ +l\dB. (2.13)\dB.

Dabei bezeichnet a>(£, Bu A) das harmonische Mass von Bt in Bezug auf A.

c) Die Kurve y ist in der Metrik (0.4) rektifizierbar und fur die Lange des Teil-

bogens yt (0 < t<2n) gilt
t

yr) lim f eHreW)de< oo (2.14)

0

Anmerkung. Mit der Bezeichnung h*(Ç) fur eine zu /*(() konjugiert harmonische

Funktion, lâsst sich die Eigenschaft (2.12) auch so formulieren: Die analytische

Funktion
c

(2.15)

5) Wir verzichten auf eine ausfiihrliche Wiedergabe dièses ganz analog verlaufenden Beweises

6) Wir setzen voraus, dass der Anfangspunkt von yt keine Masse trâgt und - als Punkt von y -
eine Tangente besitzt.
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bildet A konform aufein (nicht notwendigerweise schlichtes) Gebiet beschrânkter Rand-

drehung im Sinne von V. Paatero [14] ab. Aus (2.12) folgt nâmlich (£ r eie):

2n

dh
+ r—dr

dO<2n

Beweis von Satz 1 : Die Jordankurve y ist nach Voraussetzung in einem kreis-

homoomorphen Gebiet von R enthalten. Dièses bilden wir konform in die z-Ebene

ab; sei G das Bild des Innern von y. Es ist damit auch eine konforme Abbildung
z=/(£) des Einheitskreises A auf das Gebiet G festgelegt.

Sei {y*0} eine im Sinne der Définition (1.4) gegen yt konvergierende Folge von
stûckweise analytischen Kurven. Dièse liefert, in (2.11) eingesetzt, die Schwenkung
Tj(y*)- Obertragen wir dièse Définition in die £-Ebene, so geht zunâchst das erste

Intégral in (2.11) in das erste Intégral in (2.13) ûber, denn co und \i sind konform
invariante Grôssen. Es ist nun noch zu zeigen, dass die Grenzwerte in (2.11) und (2.13)
einander entsprechen.

Sei rl <r2< ••• <rn< ••• eine gegen 1 konvergierende Folge von Radien. Die Bilder
yjf) der Kurven, welche aus den Kreisbogen {rn eie, O^O^t} und den daran anschlies-
senden Strecken {r, rn^r^l} und {relVn^r^l} bestehen, sind stûckweise analy-
tisch in G und besitzen in ihren Endpunkten zo=/(l) und zt=f(elt) Halbtangenten
(C. Carathéodory [6]).

Fur aile t mit Ausnahme von hôchstens abzâhlbar unendlich vielen Werten gilt

lim I — |<fe|=lim \—\dz\. (2.16)
J OH „-><*> J OU

Tragen nâmlich die Endpunkte z0 und zt keine Masse, so ist dièse Beziehung aus dem
Beweis von Lemma 1 (siehe insbesondere (2.6)) ersichtlich.

Einer Arbeit von A. Ostrowski [13, Satz V] entnehmen wir folgendes Résultat
ûber das Randverhalten der (oben eingefûhrten) konformen Abbildung z=/(C):

arg/'(C) (^ - l\ arg(C - e«) + C + a(C - eh) (2.17)

Dabei bezeichnen af den Winkel zwischen den beiden Halbtangenten an
7 im Punkte/(el'f) und s(Ç-eu) eine Grosse, welche gegen Null konvergiert, wenn C

im Winkel gegen eix strebt.
Dieser Satz besagt, dass die Tangentenrichtung von f? in den Endpunkten eine

stetige Funktion des Kurvenparameters ist. Daraus schliessen wir, dass

[ f k\dz\ + E (ti - cpl)] lim f
L J v=l J n-+ao J

it)

k\dz\ (2.18)
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fiir aile t mit der Eigenschaft, dass in zt die Tangente an y existiert (siehe Fussnote 6)).
Letztere ist jedoch hôchstens in abzâhlbar unendlich vielen Punkten nicht erfûllt,
da nach J. G. Reschetnjak ([19], Satz 10) y von beschrânkter (euklidischer) Schwen-

kung ist.
Durch Transformation auf die Ç-Ebene erhalten wir wegen der konformen In-

varianz des Differentials (dH/dn+k) \dz\ aus (2.11), (2.16) und (2.18) die Beziehung
(2.13).

Wie aus dem Beweis ersichtlich ist, entsprechen die hôchstens abzâhlbar unendlich
vielen f-Werte, fur die (2.13) nicht mit (2.11) ûbereinstimmt, den Sprungstellen der
Funktion f-»Tj(yf). In diesen Ausnahmewerten liefert (2.13) das aritmetische Mittel der
Grenzwerte T,(yf+0) w«rftz(yr_0).

Um (2.12) zu beweisen, betrachten wir eine konjugiert harmonische Funktion
h*(Ç) von h(Ç). Die Funktion

Kdh(rée) \— - + 1 de
ôr J

ist von beschrânkter Variation, denn in (2.13) sind sowohl Tj(yt) als auch das erste

Intégral der rechten Seite Funktionen von beschrânkter Variation. (Das harmonische
Mass a>(Ç, Bt, A) ist als Funktion von t monoton wachsend). Also existieren die

radialen Grenzwerte A*(elf) liml._>1 A*(reft) auf dem ganzen Interwall [0, 2n\ und

bilden eine Funktion von beschrânkter Variation. Wir behaupten nun, dass h*(Q
gleich dem Poissonintegral dieser Randwerte ist,

2n

h* (r elt) i f h* (eie) - 2 \ *
d9. (2.19)v } 2%) v } 1 + r2 - 2r cos(f - 6)

Zum Beweise genûgt es, die Beschrânktheit der Funktion h* (0=H*(f(Q)+arg/ ' (0
zu verifizieren. Aus Satz 10 von J. G. Reschetnjak [19] folgt, dass - in der Terminologie

von A. Ostrowski [13] - y in jedem Punkt sogenannte L-Halbtangenten besitzt.

Deshalb (A. Ostrowski [13], Satz VII) gilt (2.17) sogar bei allseitiger Annâherung aus

dem Innern von A. Man kann hiermit eine Konstante M so angeben, dass

lim sup ç._>cit |A*(0| <Af ist. Aus dem Maximumprinzip folgt dann die Beschrânktheit
der Funktion A*(0. Durch Differentiation und anschliessende partielle Intégration er-

halten wir aus (2.19):

2n
dh* (r elt) If 1 - r2

dt =2nj l + r2-2rcos(*-0)dft*^'^
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Daraus folgt (siehe z.B. [12], S. 197) die Existenz einer Konstanten C, sodass fur aile

r<\ gilt:

1
dh(r

or

e")
dt-

1

r I
0

ôh*(r
Ôt

e")
dt<C9 qed.

Die Beziehung (2.14) ist ein Korollar des folgenden Résultâtes von A. Huber [9,

SatzBl:
Der (stets existierende) Grenzwert7)

t

J, lim [eh^

0

ist gleich der Lange von yt in der Metrik (0.4) nach der Alexandrowschen Définition
[1,S.69J.

Um (2.14) zu beweisen, miissen wir noch zeigen, dass l2n<0° ist. Nach Voraus-

setzung weist 7 keine Nullwinkel und keine Punkte p mit /z(/?)< — 1 auf. Deshalb
besitzt die Funktion t^xt(yt) gemâss (1.7) und der Eigenschaft E3 keine Sprûnge
>n. Damit folgt aus (2.13) wegen der Stetigkeit von t-^co(C, Bt, A), dass auch

f-+/**(eIf) liîïW h*(reu) keine Spriinge >n besitzt.
Wir betrachten die Funktion F(Ç) aus (2.15) und beachten, dass lim,..^ arg

F'(r elt) h*(elt). Gemâss V. Paatero kônnen wir schliessen, dass die Funktion F(Ç)
in |C|^1 stetig [14, S. 67] und die Randkurve {F(e% 0<^2tt} rektifizierbar [15,
S. 6] ist. Hiermit gilt (siehe z.B. [21], S. 41)

lim [\F'{r eie)\ dû lim f eh(reW)dO l2n<œ9 (2.20)

0 0

womit Satz 1 vollstândig bewiesen ist.

3. Eine Ungleichung

LEMMA 2: Die analytische Funktion F(Q sei in |C|<1 definiert und es gehôre
F'(Q der Hardyklasse Ht an. Nach F. und M. Riesz [21] kann dann F(Q stetig auf
1(1^1 erweitert werden, und F(ei9)9 0^6^2n, ist absolut stetig. Wir setzen voraus,
dass es Zahlen a und p, 0</?~a<7c, gibt mit der Eigenschaft, dass die (fast uberall
existierende) Ableitung (djdB) F(eie) im Interwall [0, n] der Bedingung

a ^ arg-- F(ei9)^p (f.û.) (3.1)
au

geniigt.

Der Wert + 00 kann angenommen werden.
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Dann gilt die Ungleichung

wobei <p arg (F( 1 -F( -1
Gleichheit gilt genau dann, wenn &rg(dld9) F(eid)fast ûberall gleich a oder fi ist.
Beweis. Wir dûrfen annehmen, dass F(l) — F( — 1) reell, also <p 0 oder n, ist.

Trifft dies nicht zu, so betrachte man die Funktion e~i(pF(&) an Stelle von
Die Bedingung (3.1) schreiben wir in der symmetrischen Form

- (fi - a)/2 < arg (d/dO) w (9) < (fi - a)/2 (f.ii.)

mit w(0) F(eie)'Qxp(-i(a + p)/2). Daraus folgt (' 0/36)

und durch Intégration, unter Berùcksichtigung der absoluten Stetigkeit von w(9):

f L F{j°) d9 ^ / - f Revv
J dfl v 7

cos(jî - a)/2 J
0 0

cos(jS - a)/2

Die linke Seite dieser Abschàtzung ist aber nach F. Riesz [20] gleich dem Limes von

(3.2), womit dièse Ungleichung fur <p 0 oder n bewiesen ist. Gleichheit in (3.2) ist

nur dann môglich, wenn in dieser Herleitung ùberall das Gleichheitszeichen steht.

3.2. Sei yt {p(t),O^:t^n}cz(R,ds) ein Jordanbogen von beschrânkter Schwen-

kung, welcher keine Nullwinkel besitzt. Sei ferner y2 ein in der Metrik (0.4) rektifi-
zierbarer Jordanbogen, welcher die Endpunkte von yt miteinander verbindet und

links von liegt. Dabei soll das von der geschlossenen Kurve y1-y2 berandete

Gebiet U in einem kreishomôomorphen Bereich enthalten sein. Es bezeichne \]a\ die

totale Variation der Massenbelegung (0.6) auf U.

Sei yt={p(0), O^O^t^n} ein Teilbogen von yv Die Funktion t-^i^yù ist be-

schrânkt; seien Tm=mîQ^t<n rt{yt) und TM

SATZ 2: Ist

rM-Tm + 27z\fi\<n, (3.3)

dann erfullen die Langen der Bogen yt und y2 die Ungleichung

Uy.) ^ l-M (3.4)



Zum potentialtheoretischen Aspekt eines Verheftungssatzes 97

Bemerkung: 1) Dièse Ungleichung ist scharf: Ist nâmlich U ein ebenes gleich-
schenkliges Dreieck mit y2 als Basis, so gilt in (3.4) das Gleichheitszeichen.

2) Eine verwandte Ungleichung ist auf ganz anderem - geometrischen - Wege

von A. D. Alexandrow und W. W. Strelzow ([3], theorem 5, p. 92) bewiesen worden.

Das Résultat dieser Autoren impliziert das unsrige nicht, ist aber auch nicht im
unsrigen enthalten. Die Alexandrowsche Ungleichung unterscheidet sich von (3.4)

dadurch, dass an der Stelle von iM — Tm-\-2n\fi\ der Ausdruck t+ +2?r/i_ steht. Dabei
bezeichnen t+ die positive Variation der Funktion t-^Tt{yt) auf [0, ii] und \i- die

négative Variation des Masses /jl auf U.

Beweis von Satz 2 : Wie im Beweis von Satz 1 - von dem wir die Bezeichnungen
ùbernehmen - bilden wir das Gebiet U konform auf den Einheitskreis A {£, |(| < 1}

ab. Dabei soll yt in die obère Halbkreislinie ùbergehen.
Wir fuhren zunâchst den Beweis unter der zusâtzlichen Voraussetzung, dass der

Anfangspunkt von yt keine Masse trâgt und als Punkt von yx — y2 eine Tangente be-

sitzt. In diesem Falle darf die Schwenkung tz(yf) fur aile t aus [0, n~] mit Ausnahme von
hôchstens abzâhlbar unendlich vielen Werten aus (2.13) berechnet werden. (Die
Kurve y2 erfullt zwar nicht aile in Satz 1 gestellten Anforderungen. Der Beweis von
(2.13) macht jedoch von den fehlenden Voraussetzungen keinen Gebrauch). Setzen

wir in (2.13) fur das Mass \i dessen Jordansche Zerlegung fi jx+ ~ju_ (fi+ +ju_ \jll\)

ein, so erhalten wir fur die Funktion

(3.5)

0

die Abschâtzung

Tm - 27T/I+ ^ K(t) <TM + 27TjU_ (3.6)

Sei F(Q die durch (2.15) definierte analytische Funktion. Fur aile te [0, n~] ist offenbar

lim arg F (r eif) K(t)-t + C, (3.7)

wobei C=limr^1 h*(r). Ausserdem liegt F'(Q in der Hardyklasse Hx. Letzteres kann
folgendermassen eingesehen werden:

Die Kurve yx ist rektifizierbar. Verbindet man nâmlich die Endpunkte von yt
durch eine links von yx liegende stùckweise analytische Kurve y'29 so ist die geschlos-
sene Kurve y± — 72 v°n beschrânkter Schwenkung und somit nach (2.14) in der Metrik
(0.4) rektifizierbar. Da nach Voraussetzung auch y2 rektifizierbar ist, gilt nach
A. Huber([9], SatzB):

l(yt - y2) lim f ehireW)d0<œ. (3.8)
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Da eHO \F\0\9 ist damit gezeigt, dass F'(O in Hx liegt.
Nach F. und M. Riesz [21] kann die Funktion F(£) stetig auf den Rand fortge-

setzt werden, und es gilt:

lim arg F' (r j') + t + *-
arg- F (e*) (f.û.) (3.9)

r-1 2 dt

Setzen wir a Tw-2rcj*+ + C+rc/2 und j3 tm + 2tt/z_ + C+7i/2, so folgt aus (3.6),
(3.7) und (3.9), dass

a < arg- F(eif)<j8
dt

fur fast aile ^ aus [0, tt]. Nach (3.3) ist £-a TM-Tm + 27c|/i|<7r.
Die Funktion F(Q erfullt sâmtliche Voraussetzungen von Lemma 2. Es gilt also

(3.2). Der auf der linken Seite dieser Ungleichung stehende Grenzwert ist nach dem

im Beweis von Satz 1 erwâhnten Résultat von A. Huber gleich l(yi). Ferner gilt

womit (3.4) bewiesen ist.

Wir haben noch zu zeigen. dass die im Beweis benûtzte zusâtzliche Annahme,
wonach der Anfangspunkt von yx keine Masse trâgt und als Punkt von yi—y2 eine

Tangente besitzt, unwesentlich ist: Sei also yt ein Bogen, welcher dièse Bedingung
nicht erfullt. Da yt von beschrânkter Schwenkung ist, existiert, wie aus dem Beweis

von (2.13) ersichtlich ist, zu jedem e>0 ein Teilbogen y*, dessen Anfangspunkt die

erwâhnte zusâtzliche Voraussetzung erfullt und dessen Lange l(y*) grôsser als

l(yi)—s ist. Aus der Ungleichung (3.4), angewandt auf yï und y*:=:');2u(};i\};ï)> f0^
durch Grenziibergang (e->0) die Gûltigkeit von (3.4) fur yx und y2, q.e.d.

4. Der Verheftungssatz

4.1. Im zweiten Teil dieser Arbeit befassen wir uns mit einem potentialtheoreti-
schen Beweis des in der Einleitung erwâhnten Verheftungssatzes von A. D. Alexan-

drow. Da das Problem des Verheftens ein lokales ist, beschrânken wir uns auf den

Fall von zwei Jordangebieten, welche lângs ihrer Randkurven verheftet werden: Wir
betrachten zwei kreishomôomorphe Gebiete D und D in zwei Râumen (R, ds) bzw.

(R9ds) und zwei orientierte Jordankurven ycD und ycô. Die Orientierung der

Kurven sei so gewâhlt, dass das von y berandete Gebiet links von y und das von y

berandete rechts von y liegt.
Wir nehmen im folgenden an, dass die Kurven y und y keine Punkte p bzw. p

mit Schwenkungen It^I^tt bzw. It^I^tt besitzen. Daraus folgt insbesondere, wie
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aus (1.7) ersichtlich ist, dass y und y keine Nullwinkel und auch keine Punkte/> bzw. p
mit mC/7)^""! ^zw- /KiO^ — 1 aufweisen. (Mit fi und fi bezeichnen wir wiederum

die den <5-subharmonischen Funktionen (0.3) der Râume (R9 ds) bzw. (R9 ds) zuge-
ordneten Massen (0.6)). Gemâss Behauptung c) von Satz 1 besitzen dann y und y
endliche Lange.

Unter der Voraussetzung, dass die Kurven y und y gleiche Lange besitzen, kônnen
wir folgendermassen eine Beziehung $ zwischen den Punkten/?ey und pey herstellen:
Wir fixieren zwei Punkte p0 und p0 und erklâren die Zuordnung p <P(p) mit Hilfe

der Lângen / und 1 der Bogen popczy bzw. Popczy durch die Beziehung

iM KhP) (P *GO), (4.1)

sowie durch die Forderung, dass einem positiven Umlauf von y ein ebensolcher von y

entspricht.
Durch die Zuordnung # werden die Rânder der von y und y berandeten Gebiete

U und U topologisch aufeinander bezogen. Indem wir nun einander zugeordnete
Punkte identifizieren, erhalten wir eine zweidimensionale Mannigfaltigkeit R* (vom
Typus der Kugel), ùber die der Verheftungssatz folgendes aussagt:

Unter der Voraussetzung, dass y und y Kurven von beschrânkter Schwenkung sind,
gilt:

I) R* ist eine (abstrakte) Riemannsche Flâche.

II) AufR* existiert ein Differential ds* mit den Eigenschaften (0.1) bis (0.3), welches

auf U bzw. 0 mit dem Differential ds bzw. ds iibereinstimmt.
Die Behauptung I lâsst sich auch so formulieren :

SATZ 3: Wir setzen voraus, dass die Jordankurven yc(R,ds) und yc(R,ds),
welche die Gebiete U bzw. Û beranden,

a) von beschrânkter Schwenkung sind und

b) gleiche Lange besitzen.
Dann existieren ein Jordangebiet G der z-Ebene9) und zwei Abbildungen z=f(p)

und z=J(p), welche U bzw. 0 so konform auf G bzw. dessen Komplement9) abbilden,
dass fur ihre stetigen Erweiterungen auf Û bzw. Û die Gleichung

(4-2)

fur aile pey erfullt ist. Dabei bezeichnet $ die mit (4.1) definierte Zuordnung.

8) Aus dem geometrischen Beweis des Verheftungssatzes kann man - gemâss einem Résultat von
J. G. Reschetnjak [19, Satz 10] - schliessen, dass G von beschrânkter Randdrehung ist. Es ist uns
jedoch nicht gelungen, dies funktionentheoretisch zu beweisen.
9) In Bezug auf die Riemannsche Kugel.
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Beweis. Damit wir die Resultate von Satz 1 anwenden kônnen, bilden wir die
Gebiete UaR und CcR konform auf den Einheitskreis |Ç|<1 bzw. dessen Âusseres

|£|>1 ab. Bezeichnen wir die dem Differential (0.1) entsprechenden <5-subharmoni-
schen Funktionen wieder mit «(0 bzw. û(Ç) und die zugehôrigen harmonischen Funk-
tionen mit h(Q bzw. /z(Q, so gilt gemâss Satz 1

lit 2n

*^<C «4.3,
Ç ôh(reie) f

J -V^<c bzw- J
ÔQ

(r<\, q>\; C9 CKonstanten). Die Gleichheit der Lângen l(y) und /(y) ergibt nach

(2.14) die Beziehung

2n 2n

eHeW)d6, (4.4)

sofern man mit h(eie) und h(eie) die zufolge (2.20) nach F. und M. Riesz [21] fast

ûberall existierenden Grenzwerte limrîl h(r eie) bzw. limôil h(g eie) bezeichnet.

Der Zuordnung <f> aus (4.1) entspricht eine topologische Abbildung der Kreislinie
\C\ 1 auf sich selbst, welche wir wiederum mit # bezeichnen wollen. Bildet man die

Gebiete U und Û konform so auf |£I<1 bzw. |(I>1 ab, dass dabei die Punkte p0
und p0 aus (4.1) in (=1 ûbergehen, so erfùllt 0:eu-^eiait) die Gleichung

/• (4.5)

Aus Satz 1 - insbesondere aus dessen Anmerkung - ist ersichtlich, dass die analy-
tischen Funktionen

und C ~

Co So

den Einheitskreis A bzw. dessen Âusseres konform auf zwei (nicht notwendigerweise

schlichte) Gebiete beschrânkter Randdrehung abbilden. Die Randkurven dieser
Gebiete sind rektifizierbar, gleich lang, und besitzen keine Eckpunkte, deren Winkel

gleich Null oder grôsser gleich 2n sind.

Hiermit ist Satz 3 zurûckgefuhrt auf das folgende Résultat10), welches A. Huber

mit Hilfe eines Verheftungssatzes von A. Pfluger [16] bewiesen hat:

10) Noch nicht publiziert.
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Durch isometrische Verheftung von Kurven beschrànkter Drehung lângs Bogen,
welche keine Nullwinkel enthalten, entsteht eine Riemannsche Flâche.

Somit existieren ein Jordangebiet G der z-Ebene und zwei analytische Funktionen

z=F(0 und z=3f(Ç), welche |Ç| < 1 bzw. |Ç| > 1 so konform auf G bzw. dessen Kom-
plement abbilden, dass ihre stetigen Erweiterungen auf |Ç|< 1 bzw. |£| ^ 1 die Gleichung

F(eit) %(eia(t)) (4.6)

erfûllen. Dabei bezeichnet a(f) die mit (4.5) definierte Funktion.
Kennt man die Funktionen z F(Q und z =$(£), so verfugt man auch ûber die

Funktionen z=f(p) bzw. z=f(p), welche gemâss (4.6) den Bedingungen von Satz 3

genùgen, q.e.d.
4.2. Der Beweis von Behauptung II stûtzt sich auf

LEMMA 3: Sei G ein Jordangebiet und sei g{z,t) die Greensche Funktion von G.

Sei /x ein Mass auf G mit endlicher totaler Variation.
Dann existiert eine Ôsubharmonische Funktion, welche ausserhalb der abgeschlos-

senen Huile G gleich Null ist und in G mit dem Greenschen Potential

(4.7)
J
G

ubereinstimmt.
Beweis. Wir betrachten den linearen Raum D (siehe L. Schwartz, [22], p. 24) aller

unendlich oft differenzierbaren Funktionen mit kompaktem Trâger und definieren
durch

<p-+T-q>= ?{z)cp{z)dxdy (cpeD) (4.8)

z —Ebene

(z=x + iy) eine Distribution T. Dabei ist V(z) per definitionem in G mit V(z) identisch
und ausserhalb G gleich Null. Mit Hilfe dieser Distribution lâsst sich die Behauptung
des Lemmas auch so formulieren (siehe z.B. M. Brelot [5], p. 43-44, théorème de

représentation de Riesz):
Die Distribution AT (Laplaceoperator im Sinne der Distributionen) ist ein Mass.
In dieser Formulierung wollen wir das Lemma 3 beweisen. Zunâchst zeigen wir,

dass das Intégral in (4.8) existiert. Hierfûr genugt es, festzustellen, dass die Funktion
V{z) in G integrierbar ist.

Sei ju jU1—/z2 die Jordansche Zerlegung von \i. Nach Définition ist V(z)
F1(z)-F2(z),wobei
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Die Funktion V bleibt also undefiniert auf der Menge A={z, Vi(z)=V2(z) — oo}.
Dièse ist aber von der Kapazitât Null und somit fur uns nicht von Belang (vgl.
dazu [4]).

Weil die Funktion t-+ JJG g(z, t) dx dy in G beschrânkt und die totale Variation
von fi endlich ist, existieren die Intégrale

J [5Sg(z'i)dxdy)J 5S) ii=u2)
G G

und nach dem Satz von Fubini folgt daraus, dass auch

0 1,2),

q.e.d.
Nach Définition der Distribution AT ist

(4.9)

g(z,t)dti(t)]A<p(z)dxdy
z-Ebene G G

=¦ J [SSg(z' °A(p{z) dx dy\
G G

(4.10)

denn nach (4.9) darf die Reihenfolge der Intégration vertauscht werden.
Fur jeden Punkt t aus G und aile Zahlen r, 0<r< 1, gilt

(z, t) Acp(z) dxdy - 2ncp(t) 4- jg^ \dz\ - J <pÔ£ \dz\.

Gr rr rr

Dabei bezeichnen Fr die Niveaulinie {z,g(z, t)= — logr}, Gr das von Fr berandete

Gebiet und d/dn die Ableitung in Richtung der âusseren Normalen. Ferner ist

(4.11)

[g d£ iï (4.12)\dz\ ~ logr J^ \dz\ - iogr iï Acp dx dy.

rr rr Gr

Fur den Grenzwert des zweiten Intégrais auf der rechten Seite von (4.11) erhalten

wir unter Anwendung einer bekannten Eigenschaft der Greenschen Funktion (siehe

z.B. [12], S. 31)

lim F9|?|<fc|=- \q>(z)dœ(t,ez9G).
r-lJ VU J

r r
(4.13)

rr r
Dabei bezeichnet co(t9 eZ9 G) das harmonische Mass der Borelmenge e2 im Punkte t

in Bezug auf das Gebiet G.



Zum potentialtheoretischen Aspekt eines Verheftungssatzes 103

Definieren wir nun das Mass

v (e) œ (t, e, G) dfi (i) (e Borelmenge auf F),
G

so erhalten wir aus (4.10) bis (4.13) die Beziehung

AT-<p 2n J <p{t) dfi(t) - J cp(z) dv(ez).

g r
Also ist die Distribution AT tin Mass, qed.

4.3. Die Behauptung II des Verheftungssatzes beweisen wir unter der zusâtzlichen

Annahme, dass das (unter den Voraussetzungen von Satz 3 existierende) Jordangebiet
G von beschrânkter Randdrehung sei (vgl. hierzu Fussnote 8)). Zudem setzen wir vor-
aus, dass die Sprùnge A (zt) (zfed(j)5 welche die Tangentenrichtung beim Durchlaufen
von F dG erfahrt, der Bedingung11)

- (* + t£>) < 2A (zt) < n + t£> (4.14)

genûgen. Dabei bezeichnen/?f und pt die Punkte, welche bei den in Satz 3 eingefûhrten
Abbildungen in z^eT ûbergehen und x^] bzw. x{pt die Schwenkungen der Punkte/?^
bzw. £i(siehe(1.7)).

SATZ 4: Die Voraussetzungen von Satz 3 seien erfiillt und das dort eingefiihrte
Gebiet G sei von beschrânkter Randdrehung. Zudem gelte (4.14). Wir bezeichnen mit

v(z) und v(z) die im Differentialausdruck ds bzw. ds auftretenden, in G bzw. CG defi-
nierten, ô-subharmonischen Funktionen. Dann kann die (auf F dG zunâchst nicht
definierte) Funktion

v{z)=Hz) zeG | (415)
(û(z) zeCG J

auf die ganze z-Ebene ô-subharmonisch fortgesetzt werden.

Beweis: Wir gehen aus von den Rieszschen Zerlegungen

v{z) H(z)-jg(z,t)dn(t), (4.16)

(4.17)j
CG

u) Dièse ist in allen Punkten, bis auf hochstens endlich viele erfûllt.
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Dabei bezeichnen wir mit g(z, t) und g(z, t) die Greenschen Funktionen von G bzw.
CG, mit fi und fi die Massenverteilungen (0.6) von v bzw. # und mit H{z) und #(z) die
harmonischen Majorantendifferenzen von i? bzw. v. Dièse sind folgendermassen defi-
niert: Sei v(z) v1(z) — v2(z) eine Darstellung von v als Differenz subharmonischer
Funktionen, und es sei H,(z) die kleinste harmonische Majorante von vt(z) (i= 1, 2).

Dann ist H(z) ^ (z)- #2 (z).
Aus Lemma 3 schliessen wir, dass es genûgt, folgendes zu zeigen : Es gibt eine in

der ganzen z-Ebene <5-subharmonische Funktion, welche auf G u CG ûbereinstimmt
mit

H(z) zeG
0 zedG (4.18)

H(z) zeCG.

Zum Beweis der Existenz dieser Funktion betrachten wir die Distribution

H(z)cp(z)dxdy (4.19)

z-Ebene

und zeigen, dass

cp -* AT-<p [[ HA(pdxdy=[[ HAcpdxdy+ [[ HAçdxdy (4.20)

z-Ebene G CG

ein Mass ist (vgl. Beweis von Lemma 3).

Zunâchst beweisen wir, dass H(z) in G integrierbar ist und somit durch (4.19)

eine Distribution definiert wird. Zu diesem Zwecke betrachten wir eine konforme

Abbildung Ç->^(0 des Einheitskreises {Ç, |Ç|<1} auf das Gebiet G. Es bezeichne Fr

(0<r<l) das Bild der Kreislinie {Ç, |CI r}.
Nach Satz 1 ist

lim f emz) \dz\ lim f eh(0 \d£\ < oo (4.21)

rr Kl=r

wobei

Q\. (4.22)

Daraus ergibt sich unter Anwendung der isoperimetrischen Ungleichung von T.

Carleman [7] (siehe auch [10])

1 / f Ht, \— lim emz) \dz\
47l\r-iJ /

2

<00.
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Wenn wir nun zeigen kônnen, dass auch

lim f e~H{z)\dz\«x), (4.23)

rr

so erhalten wir analog

G

und damit die Integrierbarkeit von H(z) :

f f \H(z)\ dxdy<i U (e2H(z) + e~2mz)) dx dy < oo

Zum Beweise von (4.23) stùtzen wir uns auf ein Résultat von Paatero [14]: Da
die Funktion z F(Ç) den Einheitskreis |Ç|<1 konform auf ein Gebiet beschrânkter
Randdrehung abbildet, existiert der Grenzwert

1 < 2tt) (4.24)

0

(C re10) und definiert eine Funktion beschrânkter Variation. Dabei gilt die Dar-
stellung

log \F' (01
1 f log —-i-jg- # (0). (4.25)
rc J K - e |

o

Ebenso lâsst sich die Funktion h(Q als logarithmisches Potential

2tc

(4.26)

darstellen, da nâmlich nach Voraussetzung auch die in (2.15) definierte Funktion den
Einheitskreis {Ç, |Ç|<1} konform auf ein (nicht notwendigerweise schlichtes) Gebiet
beschrânkter Randdrehung abbildet. Die Funktion k(6) ist dabei durch (3.5) definiert.

Aus (4.22), (4.25) und (4.26) erhalten wir die Darstellung

- H(F(Q) + log|F'(0l I j log |y-^F| d(2*{d) - k(6)). (4.27)
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Die Funktion 2\I/(0) — k(9) besitzt wegen (4.14) keine Sprûnge ^n und demzufolge
(V. Paatero [14]) bildet

(H* konjugiert harmonische Funktion von H) den Einheitskreis {Ç, |Ç|<1) auf ein

(nicht notwendigerweise schlichtes) endliches Gebiet beschrânkter Randdrehung ab,
dessen Randkurve rektifizierbar ([15], S. 6) ist. Daraus folgt (siehe z.B. F. und M.
Riesz [21], S. 41)

lim f e-H<™>\F'(Q\\di:\«x>9

d.h. die Bedingung (4.23).
Nun beweisen wir, dass die durch (4.20) definierte Distribution ein Mass ist.
Zunâchst bemerken wir, dass

JïH(z) A<p(z) dx dy lim jJ H Ô£ \dz\ - J cp
Ô~ \dz\\, (4.28)

g rr rr
wobei d/ôn die Ableitung in Richtung der âusseren Normalen von Fr bezeichnet. Wir
behaupten, dass

lim f H (zfê (z) \dz\ (h (z) ^ (z) \dz\. (4.29)
r^i J on J on

rr r
Dabei sind die im Integranden der rechten Seite auftretenden Funktionen fur fast

aile 9, ei0=F(z), als Grenzwerte

~(z) lim~(p(F(rei9)) und H(z) lim H(F(r ei0))
on r-*i an r-*i

definiert. Der erste Limes existiert nach einem Résultat von V. Paatero ([14], S. 57)

fur aile 9, der zweite gemâss (4.21) nach F. und M. Riesz fur fast aile 9.

Zum Beweis von (4.29) fiihren wir die Kurvenbogen Frt= {F(r eie), O<0<*} ein.

Die auf [0, In"] definierte Funktionenschar

*_> eh(reiB)rd9= eHiz)\dz\9

o rrt

deren Scharparameter r zwischen 0 und 1 variert, ist zufolge (4.21) nach Satz III von
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F. Riesz [20] gleichgradig absolut stetig. Aus (4.23) schliesst man analog, dass das-

selbe fur die Funktionenschar

f e~mz)\dz\

zutrifft. Da

r H(z) _H(Z)

j
ist auch die Schar

\H(z)\ \dz\J
Trt

gleichgradig absolut stetig. Daraus folgt bekanntlich (siehe z.B. [11], theorem 18)
die Beziehung (4.29), denn die Funktion (dcp/dri) (z) ist offenbar beschrânkt.

Jetzt betrachten wir das zweite Intégral der rechten Seite von (4.28). Mit Hilfe
einer gegen 1 konvergierenden Folge von Radien rl<r2<~-<rn<--- definieren wir
die Funktionenfolge

rV °

Fur n-*co konvergiert dièse gegen die Grenzfunktion

A(r) k(0 - «A(0- (4.30)

Dies folgt aus (3.5), (4.24) und der Identitât

Die Funktionen K(t) und \j/(t) sind von beschrânkter Variation und somit besitzt
auch X(t) dièse Eigenschaft. Aus dem der Funktion X(t) zugeordneten Mass auf
ICI 1 entsteht durch Verpflanzung ein auf F liegendes Mass, welches wir mit A(e)
(e Borelmenge) bezeichnen.

Da die Funktion q>{z) auf G gleichmâssig stetig ist, konvergiert die Funktionenfolge

t-+(p(F(rneit))fûr n->oo gleichmâssig gegen die Grenzfunktion t->(p(F(eit)).
Somit gilt:

lim (p(z)~ (z) \dz\ q>(z)dÀ(ez).
r-*l J OH I
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Aus (4.28), (4.29) und (4.31) erhalten wir schliesslich

jï H (z) Aç{z)dxdy=[E (z) d£ (z) \dz\ - f <p (z) dk (ez). (4.32)

g r r
Analog kann der Funktion H(z) ein Mass 1 auf F zugeordnet werden, so, dass

(z) A<p(z) dx dy - J#(z) Ô£ (z) \dz\ + jq>(z) dl(ez). (4.33)jj j
CG r r

Es genûgt, nun noch zu zeigen, dass

h(z) d£-(z) \dz\ =\h{z) Ô£ (z) \dz\. (4.34)

Aus (4.20), (4.32), (4.33) und (4.34) folgt dann nâmlich

A T- cp f q> (z) à(1 - X) (O, (4.35)

r
womit gezeigt ist, dass AT in der Tat durch ein (auf F liegendes) Mass erzeugt wird.

Um (4.34) zu beweisen, betrachten wir die harmonischen Funktionen h(Ç) und

/i(£), welche nach Voraussetzung die Bedingungen (4.3) und (4.4) erfùllen. Die mit
(4.5) definierte Funktion t-*a(t) ist monoton zunehmend. Sie ist ferner absolut stetig,
denn die inverse Funktion des rechten, unbestimmten Intégrais von (4.5) ist absolut

stetig (siehe z.B. [16], S. 410) und ebenso die Komposition desselben mit dem
unbestimmten Intégral der linken Seite von (4.5).

Aus (4.5) folgt durch Differentiation

eh(elt) e*elx(tya'(t) (f.ù.)

Da r ein Gebiet beschrânkter Randdrehung berandet, also gemâss V. Paatero [15]

rektifizierbar ist, kann mit Hilfe eines Résultâtes von F. und M. Riesz ([21], S. 39)

aus (4.6) geschlossen werden, dass

\F'(eu)\=\%'(e™)\-*'(t) (f.û.)

Nacheinem Satz von Szegô (siehe [20], S. 91) ist log|F'(e")| integrierbar und somit

|F'(e'')|#0 (f.û.). Folglich ist

h (ett) - log \F' (eu)\ fi (««•>) - log | g' (e^)\ (f.u.).

Daraus ergibt sich nach (4.6) und (4.22)

H(z) ff(z) (f.u.) (4.36)

(z=F(^) 3f(ela(0)), womit (4.34) verifiziert ist.

Hiermit ist Satz 4 vollstândig bewiesen.
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