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Poutres et dalles sur appuis élastiques.

Platelages de ponts en béton armé.

par A. PARIS, ingénieur, professeur à l'Ecole d'ingénieurs
de l'Université de Lausanne.1

(Suite et fin.2)

Exemple numérique.

La coupe en travers du pont correspond à la définition
des indices d'élasticité sous chiffre 4 du premier tableau

L'ouvrage étudié existe, mais avec la différence qu'il
compte seulement quatre trav«& de dalle au lieu des

cinq de 2,05 m, que nous avons ainsi prises plus
nombreuses pour donner plus de ressources à notre épure.
L'élancement des profils, de poutres principales atteint
les chiffres élevés (fig. 10).

Ifh 10,30 m : 0,58 m 17,8

Ifa 10,30 m : 2,05 m 5,02.

Les poutres sous margelles, un peu plus hautes, sont
moins élastiques, ce qui contribue à augmenter les

moments positifs dans la dalle, comme le montre le facteur
1,52 de proportionnalité entre réactions F obtenue de

l'épure de poutre sur appuis élastiques et (F) relative à

l'appui rigide. Cinq nervures transversales de 15.25 cm2

raidissent la dalle de 16 cm.
L'établissement des ellipses d'élasticité suit le chemin

'Conférence faite le 27 février 1943, à Lausanne, devant les membres
du Groupe des ponts et charpentes de la Société suisse des ingénieurs et des
architectes.

1 Voir Bulletin technique, du 26 juin 1943, p. 149.
* Voir Bulletin technique du 26 juin 1943, p. 151.

décrit. Nous comptons avec un module d'élasticité unitaire

£ 1

puisque les déformat-ions élastiques n'interviennent que

par leurs proportions. Les ellipses calculées ci-après sont
celles de la dalle seule ; nous tiendrons ensuite compte
des quelques entretoises de raidissement en introduisant
un facteur correctif.
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Moment d'inertie de la dalle seule

163
h'-

EId

1030 ^- 352 000 cm*
12

1
352 000

Dalle m

2053

205 cm
1 kg/cm2 X 352 000 cm

0,0410 cm.

4 -=0,582 • 10-» cm-1 • kg-1

Ii 205 cm Xi/jTj 59,2 cm.

Appuis. Indice d'élasticité d'une poutre margelle

1 10303
X 0,0410 cm ==0,121.° 200 1 863 000

Indice d'une poutre principale

1 1030s
66

2ÖÖ 89Ö-ÖÖÖ X °'°410 cm °'252-

Ellipse de gauche de l'appui B.

0,121 + 0,333
x'a 205 cm

masse adjointe

m'B 0,706

0,121 + 0,252 + 0,33
132

205
1 • 352 000 cr

0,408 • 10-3 cm-1 kg-1

demi-axe par tracé du cercle ou calcul

z'B v/132 X 73 98,0 cm.

Ellipse finale de seconde travée (B-C)

m^ 10-3 (0,408 + 0,582) 0,990 10-3

abscisse centre S3 dès >S2 (milieu travée)

(73 + 102,5;
0,4(

72 cm1
0,990

demi-axe J% 115 cm par demi-cercle.

Ellipse de gauche de l'appui C. Centre So défini par

m'a z'% 0,990 • 10-3 X 1152 13,15

I ?f : E • /j 0,252 205s : 1 • 352 000 6,17

donc abscisse dès C

(72 + 102,5) 6,17 : (6,17 + 13,15) 56,5 cm

puis 0 75 cm donne

m'ç 0,990 ÎO-3 X M
75

0,378 ¦ 10-3
75 + 72 + 46

puisque, z'2 étant égal à 115 cm, on a l'antipôle de C à

1152 : (72 + 102,5) 75 cm

de S2. On continue ainsi jusqu'à l'appui terminal F.
La série de droite est l'image de celle de gauche.
h'établissement des lignes d'influence présume la

connaissance des ellipses totales des points touchés, qui
seront les milieux de travées et les sections d'appuis.

travée extreme IEF (5)

^ "X

r/ A m
"\
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toMVVt mv,-O,{>99.l0,aIU„To,É»o.-lO
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Fig. 11.

Aux points milieux, l'ellipse totale résulte de la combinaison

des deux ellipses finales de gauche et de droite,
selon tracéjjiidiqué. Soit par exemple le cas de charge VI,
relatif au milieu de la travée 4 : le centre S yj de l'ellipse
divise l'intervalle Syi — Sri des centres d'ellipses finales
dans le rapport (fig. 11)

0,680 • ÎO-3 x 942 6,03mvi • zrî
my! ¦ zTj 0,699 • 10- X 6,59

12,62
d'où résulte l'abscisse de Syj dès Syj par

d (5^r — Sfj) X 6,03 : (6,03 + 6,59)

6,03
(9,7 + 205+ 21,5)

13,62
104,8 cm

qui place Syj à

(9,7 + 102,5) — 104,8 8,4 cm

à gauche du milieu VI. Le demi-cercle par les extrémités

zyx et zyi donne

zyj 150 cm

L'antipôle de la charge VI par rapport à ce centre Syi
tombe à

1502: 8,4 2690 cm

à gauche du centre Syj, et par conséquent à

2690 — 105 2585 cm à gauche de S^, et à

2690 + 131 2821 cm à gauche de Syj.

Les deux efforts tranchants de la travée DE se placent
donc aux abscisses suivantes dès les deux centres d'ellipses
finales :

à gauche 94a : 2585 3,5 cm à droite de Syj
h. droite 972 : 2821 3,4 cm à droite de Syj.
Comptées relativement aux appuis, ces abscisses sont :
effort tranchant gauche à

10,3-^3,5 6,8 cm à gauche de D
effort tranchant droit à

21,5 + 3,4 24,9 cm à droite de E
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La charge P 1 t placée au milieu de la quatrième travée

(point VI) appelle ainsi la réaction des efforts
tranchants

Qi Qy-j l,0t^ 0,5381 Ql l,0t^^ 0,462t

donnant au moment fléchis'sant sous la charge la valeur

M4 0,538 t • 1,093 m

et sur les appuis voisins

Mj>=+ 0,5881

ME + 0,5881

6,8
6,8 + 102,5

24,9

0,588 mt

+ 0,036 mt

- + 0,114.mt.
24,9 + 102,5

La travée 4, considérée comme poutre simple, subirait
le moment

(M) 11 -!—— 0,515 mt < 0,588 mt

ce qui porte le moment de la poutre continue sur appuis

élastiques à 114 % de celui de la même travée supposée

non continue.

Charge sur l'appui E (point V).

Considérée comme devant se répartir entre l'ellipse
finale &t de gauche et l'ellipse d'appui E, de droite, cette

charge demande le calcul de (fig. 12)

m't z'% 0,971 • 10-3 X 1112 12,00
3,92m'é z"% 0,408 • 10-3 X 98

15,92

315S
• V P*-- £?£ —— IlSirgppuv» rigide«p>* ~r£ ."y-r\»i-l'E

.\»I

352

Fig. 12.

L'abscisse du centre Se Sy divise l'intervalle
Si — Si 63,2 + 102,5 + 73 238,7 cm

suivant
3 Q2

238,7 wk 58,8 cm

de Se, plaçant ainsi ce centre à

73,0 — 58,8 14,2 cm

à droite de l'appui E. Mesuré sur l'épure, le demi-axe

correspondant est
%e 143 cm.

L'antipôle E* tombe donc à

1432 : 14,2 1445 cm

à droite du centre Se-

La réaction de l'appui complexe E" de droite à la

charge V en E se place à

982 : (1445 + 14,2 — 73) 7,0 cm

à gauche du centre S'É, c'est-à-dire à 66 cm à droite de

l'appui E. L'effort tranchant dans la travée 4 passe à

1112 : (1445 + 14,2 + 102,5 + 63,2) g 7,6 cm

à gauche de S4, c'est-à-dire à

102,5 — 63,2 — 7,6 31,7 cm

à droite de l'appui D. L'autre effort tranchant est dans

l'appui F, une fois éliminée lafjéaction propre de l'appui

E.
On calcule l'effort tranchant Ç4 dans la quatrième travée

en opérant la décomposition de la charge P 1 t
entre cette direction Qt et celle de la réaction de l'appui
complexe, que le calcul place à 66 cm à droite de E, ce

qui donne

'.y"' * |1| 2-05-^7 + 66 °'275t ^fl
donnant au moment sur l'appui la valeur

MB + 0,275 t 1,733 m + 0,475 mt

ce qui demande un effort tranchant

Q5 0,475 mt : 2,05 m + 0,232 t
et laisse à l'appui E lui-même une réaction

E 1,000 — 0,275 — 0,232 + 0,493 t
c'est-à-dire moins de la moitié de ce que la poutre E
aurait supporté si elle était rigide.

Le calcul des autres cas de charge ayant permis d'établir

les lignes d'influence des moments dans les sections
médianes et sur les appuis, on a pu comparer les résultats

du planimétrage des graphiques obtenus avec les

lignes relatives au même secteur unitaire de dalle, supposée

reposer sur des appuis rigides. Le tableau III ci-

contre donne les éléments d'une comparaison utile
des deux cas.

On remarque, par les chiffres entre parenthèses» qui
donnent les rapports des efforts (portés en chiffres

italiques) correspondants entre les deux modes d'appui, que
la rigidité relative de l'appui extrême F ya concentré

une réaction atteignant 152 % de ce qu'il aurait subi
si tous les appuis étaient rigides.

Le tableau III donne les efforts à attendre d'un tablier
uniformément chargé de la manière la plus défavorable,
tant en long qu'en travers, le calcul étant fait uniformément

dans l'hypothèse de l'indice moyen généralisé.
Les cas de charge habituels diffèrent de cette conception,

car ils ne couvrent qu'une partie des aires
d'influence des moments, et ceci dans la seule région où se

localise le convoi choisi.

Ainsi, tandis que le moment du système principal, la
dalle sur appuis fixes, atteint des chiffres indépendants
de la longueur des sommiers, les actions en retour,
conséquences de l'élasticité des'poutres maîtresses, se

répartissent sur le tablier entier. Plus le convoi s'étendra sur
les poutres élastiques et plus augmentera la majoration

proportionneufp^
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Tableau III.
Comparaison entre appuis élastiques et rigides

abstraction faite de l'entretoise médiane

Médiane

Extrême

Médian

Extrême

Sections

Travée 3

Appui D
Travée 4

Appui E
Travée 5

Appui D
Appui E
Appui F

Appuis élastiques. Appuis rigides.

M,Q Moments fléchissants (M) (Q)
Planimétrage : 16 cm2 1 mt pr. 1 t/m

positifs négatifs

14,4 0,904
6,7 0,420

14,7 0,922
9.7 0,607

11,7 0,734

6,0 0,375
11,3 0,708

6,3 0,394

positifs

cm" mt
5,4 0,337

5,1 0,319

6,4 0,402

négatifs

3,4 0,212
WÈt °482

6,7 0,420

Réactions d'appuis
planimétrage : 16 cm2 1 t pr 1 t/m

cm" t
33,4 2,09
30,6 1,95
21,3 1.34 4,1 0,26

cm' t
36,3 2,27
41,3 2,58
14,2 0.89

cm' t
7,8 0,49
3,1 0,20

13,0 0,82

M/(M)

(V)
(1,5)
(2,9)
(0,95)
(1,8)

Q/(Q)

(0,92)
(0,76)
(1,52

Nous avons vu que la dalle de 16 cm d'épaisseur et
de 10,30 m de longueur est raidie par cinq nervures de
15.25 cm2 (fig. 13). Son moment d'inertie total, pris sur
ce profil transversal, atteint

JT 458 000 cm4

au lieu des 352 000 de la dalle non nervée (profil
longitudinal). Le quotient

E • JT '_'_ 14
20E

0,0530

fait croître en conséquence les indices d'élasticité des

poutre porteuses, indices qui deviennent

0,0530
rgelles Ea

principales e0

0,0410

0,0530

X 0,121 0,157

X 0,252 0,328
0,0410

Les tableaux de W. Ritter conduisent dès lors aux
moments que voici :

Charge P au milieu de la travée médiane CD

travée M3 + 0,291 • 2}05 m. P + 0,595 P
au lieu de + 0,564 P

appui Mo + 0,041 • 2,05 m. P + 0,084 P
au lieu de + 0,051 P

appui MB — 0,064 • 2,05 m. P — 0,131 P
au lieu de — 0,118 P

Charge P sur l'appui intérieur D

P + 0,462 P
au lieu de + 0,418 P

P - 0,088 P
au lieu de — 0,096 P

P — 0,111 P
au lieu de — 0,094 P

appui Mu + 0,225 • 2,05 m

appui M0 — 0,043 • 2,05 m

appui Mb |§j — 0,054 • 2,05 m

t«.-to,Sm

Fig. 13.

Les points des lignes d'influence descendent en suivant
les chiffres en italiques, puis l'augmentation s'atténue et
ne change guère la position des points nuls des aires
d'influence ; les moments totaux dûs à la charge P 1 t par
mètre de dalle augmentant simplement dans le même

rapport, on les évalue à

0,595
travée médiane CD

0,564
0,904 mt) + 0,954 mt

_ 0,462 ((+ 0,607 mt) + 0,672 mt
appui contigu D g-g x j(_^ ^ _^^

La charge normale, un rouleau compresseur de vingt
tonnes, agit sur une longueur de 3 m entre les axes de ses
essieux, chacun de ceux-ci intéressant une tranche de
dalle égale à

63 (0,10 + 0,20 + 2 • 0,10) + 65 % de 2,05 m
0,50 + 1,30 1,80 m.

L'élasticité des appuis tendra plutôt à augmenter cette
largeur solidaire, que la continuité de la dalle sur appuis
rigides diminuerait ; le fait, que les points nuls des triangles

de moments laissent entre eux à peu près la longueur
a d'une portée de la dalle, fait admettre sans changement
l'indication normale bs 1,80 m.

La roue de 8 tonnes du rouleau couvre théoriquement
une longueur de

1,40 m + 0,50 m 1,90 m

du secteur de dalle, lui infligeant une charge de

8 t : 1,90 4,22 t/m + majoration.
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Le moment total, calculé sur la région de pointe de L'aire

d'influence, en résulte par
Mx + 2,93 mt.

La même dalle, posée sur appuis rigides, donnerait d'autre

part (-^î) + 1,35 mt.

W-i'essieu de 2 X 6 tonnes agit sur deux tranches de

0,40 m + 0,50 m 0,90 m
distantes de 1,80 m entre leurs axes, et chargeant de

6 t : 0,90 m 6,65 t/m + majoration.
La dalle sur appuis élastiques, atteinte aux extrémités
de la ligne d'influence, donne sous 2x6 tonnes

M, 2,52 mt

tandis que les appuis rigides conduisent à

(M2) + 0,44 mt

La roue de 8 tonnes, prépondérante, inflige à la dalle

sur appuis rigides ainsi calculée, un moment unitaire

1,35 mt : 1,80 m 0,75 mt p. mètre

qui représente la participation du système principal au
moment de calcul des secteurs alors indépendants.

Les résultats issus de l'élasticité des appuis réagissent
au contraire les uns sur les autres. Le schéma de la

figure 9, simplifié puisque la charge du rouleau s'y répartit
sur un rectangle unique OPQR plus commode à utiliser
dans l'intégration, met en évidence un terme de charge,
la constante S, qui intervient également dans la dalle

proprement dite que pour les nervures, car la surface

élastique considérée fait agir un moment d'inertie moyen.
Ce facteur s'élimine donc des quotients de raideurs
locales et générale ; nous lui attribuons par conséquent
ci-après la valeur unitaire.

Le cas de charge imposé s'indn idualise par
l'introduction des membres de la série de Fourier, qui suivent
le premier (m 1, n 1) en greffant sur lui des ondes

plus courtes ; il nous suffira de prendre en sus les indices

m 3 et n 3. La flexion verticale s'exprime alois par
la somme (le facteur S s'éliminant donc)

1

1-1

+

(1 + Ä2)2

1

sinX - G 1 tt • sin G tt • sin Y

1-3

• sin3 Y -

1+9Ä2)2

1

nnX

1

sin3 ^—G Tr-sin3 Gît-

3-1 (9 + .K2)2

1
sin G tt • sin Y +

sin 3( tt — G

sin 3 X • sin

s

3-3 (9 + 9K2)2

sin 3 Gtc • sin 3 Y

Ô~G

n3X

îlasliPrenant les ordonnées de l'élastique mêi

sin X + 1 sin 3X — 1

nous suivons les abscisses y, qui donnent pour
G 4,6 m : 4 • 10,3 m 0,115

êdiane x

sin ^ — G tt sin 0,385 tc sin 69,4° + 0,937

sin 0,115 tc sin 36°sin Gît

sin3(;r — G

sin 3 G tt
l_
k"

1 1

K

sin 108°

4,00 : 10,3 0,36

(1 + iC2)2

1

-=0,756
1,15*

0,180

1

+ 0,528

—0,471

+ 0,951

1 + K2= 1,15

1

(9 + Ä2)2
1

9,3882

1

0,0114

0,0094
(1+9Ä2)2 2,362 ' (9+9K*lßr 10,362

Nous trouvons ainsi l'équation de l'élastique médiane

_l_~ 2

+ 0,756 • 0,937 • 0,528 sin Y + -, • 0,180 (— 0,471) •

• 0,951 • sin3 Y—\ ¦ 0,0114 • 0,937 • 0,528 • sin Y—

0,0094 (—0,471) • Olli • sin 3 Y-

c'est-à-dire
w + 0,372 sin Y — 0,026 sin 3 Y.

Les conditions d'élasticité ne variant pas sensiblement
dans la région médiane, nous supposons la grosse roue
de 8 tonnes placée entre deux nervures de raidissement ;

nous considérons alors un secteur de dalle placé à

y jr 5,15 m d'une extrémité, puis des paires de

nervures symétriques à 1,03 m et 3,09 m de part et
d'autre du milieu du tablier, séparant des secteurs de

dalle analogues au principal. Les vides de (2,06 — 0,15)
1,91 m entre les nervures (fig. 14) peuvent se concevoir

¥*-

Mo

->9-4 ml —iî
2.oé> am.

»

Fig. 14.

comme couverts d'un secteur indépendant de 1,0 m de

largeur, bordé de chaque côté de segments 0,91/2
0,455 m de dalle solidarisée avec les nervures, c'est-à-

dire lui servant de table de compression tout en faisant
leur flexion propre avec elle. Les abscisses de ces éléments
distincts sont

sin Y sin 3 Y
a) dalle _ ._ „ tc

j/=5,15 ni(1,0 m) tf—'» '-îo^ô
b) nervure i/=4,12 m Y—r^g

sin Y

5,15-90° +1,000 -1,000

^4,12=72° +0,951 -0,588

'

fl.Om) lf-3,09m Y-^3,09-54° +0,809 +0,309

d) nervure y-2,06 m Y-^tt^2,06-36° +0,588 +0,951

e) dalle tt
y—1,03 m Y—(1,0 m) 0,30

L,03-18° +0,309 +0,809
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Le terme de charge S étant pris unitaire, les flexions en
résultent par

«)«> + 0,372 • 1,000 + 0,026 • 1,000 + 0,398
b) w + 0,372 • 0,951 + 0,026 • 0,588 + 0,367
c) w + 0,372 • 0,809 — 0,026 • 0,309 + 0,291
d) w + 0,372 • 0,588 — 0,026 • 0,951 + 0,193
e) v? + 0,372 • 0,309 — 0,206 • 0,809 + 0,094

ce qui est une sinusoïde accentuée sous la charge. La
correction due au terme sin 3 Y augmente de 7 % la flexion
sous le rouleau réparti, mais la diminue de 3 % seulement

aux abords, puis davantage auprès des appuis
finals des poutres.

Les moments d'inertie individuels étant
,163

dalle de 16 cm, par mètre de large 7X=100
12

34 200 ci

nervure 15.25 cm2 avec 67 cm de melle la
les produits J-w, numérateurs des parts de moment
total attribuables aux éléments successifs, résultent par

dalle a) 34 200 X 0,398 13 600

nervure b) 42 500 X 0,367 15 700

dalle c) 34 200 X 0,291 9 900

nervure d) 42 500 X 0,291 8 200

dalle e) 34 200 X 0,193 6 500

Le dénominateur commun de ces parts, sommation de

tous les produits J-w de la cuvette intéressée supposée
ici sans contre-courbure de continuité,

N y.J1.(+ 0,372 sin Y — 0,026 sin3 Y)

comporte une partie ininterrompue de dalle, une
intégrale donc, et la somme des excédents des nervures
individuelles sur la portion de dalle coïncidente. Nous
écrirons par conséquent

i

Jxjdy f+ 0,372 sin^— 0,026 sin^\ +
iV=

+ Y, (Jn—b- Ji)(+ 0,372 sin Y—0,026 sin 3 Y).
0

Le symbole Jt représente ici aussi le moment d'inertie
d'une tranche unitaire de dalle proprement dite. L'intégrale

s'exprime donc par

dy(+ 0,372 sin^—0,026 sin^
' a ot, nV i

l nnoc 3tC2/""!
¦ - • 0,372 cos -+- + 7T- 0,026 cos —r^-
tt / on l

0 7 o/ on fi
WM 0,372—S!* 0,026 + 0,363 SS + 2,39

TT OTT TT

ce qui fait

Ji X intÄle + 2,39 X 34200 + 81600

La sommation se fait ensuite sur deux paires de

nervures symétriquement placées et munies de l'excédent
d'inertie

42 500 — 0,15.34 200 37 400 cm4

et de l'argument trigonométrique

nervures b + 0,372 • 0,951 + 0,026 • 0,588 i + 0,368
dites d + 0,372 • 0,588 — 0,026 • 0,951 + 0,192

ce qui donne

2 x 37 400 (0,368 + 0,192) 41 900

Le dénominateur résulte de la somme de ces deux
composantes

N + 81 600 + 41 900 123 500

L'élasticité des appuis provoque un moment fléchissant

supplémentaire de

(2,93 + 2,52) — (1,35 + 0,44) + 3,66 mt

dont la dalle et les nervures prennent individuellement
les parts :

dalle a —^ X 13 600 + 0,402 mt

nervure b

123 500

3,66 mt
123 500 X 15 700 + 0,463 mt

Le moment effectif dans la tranche de dalle de 1,0 m
placée à mi-distance de deux nervures de raidissement
médianes atteint donc

fÉ|750 + 0,402 1,152 mt

en augmentation de

9,402 o/
0,750 ~ M /o

sur le moment subi par la poutre sur appui rigide.

Conclusions.

L'élasticité des poutres porteuses charge la dalle en

augmentant sérieusement ses moments positifs, et en

en créant de nouveaux au droit des appuis intermédiaires.
Cette élasticité est plus nuisible à la dalle si les appuis
extrêmes (margelles) sont plus rigides que les poutres
intermédiaires.

Si le manque de hauteur oblige, en terrain plat, à

prévoir de hautes poutres latérales, pleines ou évidées

et formant parapets, on prévoit de fortes entretoises

porteuses pour réaliser une flexibilité uniforme de la
charpente d'appui de la dalle.

L'encorbellement des trottoirs au delà des sommiers-

margelles offre un moyen économique d'obtenir une
surlargeur ; chargeant les poutres relativement robustes,
elle leur inflige une flexion profitable à l'ensemble du
tablier.

Ce que nous avons remarqué au sujet de l'action des

charges concentrées, montre qu'on peut utiliser, sans
crainte d'erreurs dans l'évaluation des moments, des

charges réparties équivalentes qu'on a reconnues
adéquates powfc la poutre simple de portée égale, celle-ci
étant moindre que la distance des points nuls des lignes
d'influence des moments fléchissants.

Lausanne, le 27 février 1943.
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