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La propagation du coup de bélier dans

une conduite de section variable

par P. de HALLER, ingénieur, Dr es sciences techniques.

La théorie du coup de bélier a fait l'objet de nombreuses

études, dont les auteurs admettent, avec Allievi et les

fondateurs de cette théorie, une conduite composée d'un
ou de plusieurs tronçons de section constante, avec
passage brusque d'une section à l'autre. Pratiquement, le
raccordement d'une section à l'autre se fait presque
toujours par un tronçon conique plus ou moins long, qui
peut prendre un développement important, par exemple
dans les collecteurs d'usines à groupes multiples. Les

méthodes de calculs usuelles attribuent à ces raccordements

une longueur nulle. Si cette simplification se

justifie souvent, il est cependant des cas où elle conduit à

des résultats qui s'écartent notablement de ceux qu'un
calcul plus exact permet de prévoir.

Dans une étude magistrale le protesseur ¥sc\ 'A 2

étendu la théorie d'Allievi au cas d'une conduite dont le

1 Nous n'avons pas hésité a publier cet article qui vient heureusement
compléter une collection déjà riche d'études sur le même sujet offertes à
nos lecteurs au cours de ces 'dernières années : a Etude de l'influence du
coup de bélier sur le réglage des turbines hydrauliques par la méthode
d'Allievi », par M. le prof. P. Oguey, B. T. 1935, p. 265. — ¦ Influence des
réflexions partielles de l'onde aux changements de caractéristiques de la
conduite et au point d'insertion d'une chambre d'équilibre », par MM. J.
Calame et D. Gaden, B. T. 1935, p. 217. — s Considérations sur le coup de
bélier dans les conduites forcées d'usines hydrauliques », par MM. J. Calame
et D. Gaden, B. T. 1936, p. 49. — « Réponses aux considérations sur le

coup de bélier », par M. Ch. Jœger, B. T. 1936, p. 112. — « Considérations
sur le coup de bélier », par M. O. Schnyder, B. T. 1936, p. 121, pour ne
citer que les principales (Réd.).

* H. Favrs : Théorie des coups de bélier dans les conduites à caractéristiques
linéairement variables le long de l'axe. « Revue générale de l'Hydraulique »,

n" 19 A 24, 1938. — Article commenté au B. T. du 11 février 1939, p. 35.

diamètre varie linéairement entre l'obturateur et la
chambre de mise en charge. Le problème que nous traitons

icaSst différent : il s'agit d'étudier comment un coup
de bélier se propage dans un tronçon conique d'une
conduite, qui par ailleurs peut être quelconque. C'est un

l^pplème qui touche de près au domaine de l'acoustique,
à laquelle nous ferons de fréquents emprunts.

Considérons une conduite très longue (fig. 1), composée
de deux tronçons I et II de sections constantes S1 et S2

reliés par un raccordement conique A-B de longueur L.
Dans chacune des parties cylindriques, le coup de bélier
obéit aux équations classiques (avec les restrictions

bo
d usage, qui negligent les termes en o — par rapport a

wm
bx

bh
6 bx

bo

bx

bo

bi

bh

bt

5*ôS

Fig. 1. Raccordement conique entre deux sections différent!
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La solution générale de ce système est

h F(x — at) + / (x + ai)

i s S
/ o - F(x—at)—-f(x + ai).

n. x n. v

(2)

h — représente la pression en un point d'abscisse
T

-^= est la
eEIo est la vitesse d'écoulement, o

vitesse de propagation des ondes de pression.

Y poids spécifique de l'eau,
e coefficient d'élaigÉcité de l'eau,
E coefficient d'élasticité des parois,
e épaisseur des parois.

Les symboles F et f représentent deux ondes de pression

se propageant en sens inverse sans se gêner mutuellement.

Nous n'insistons pas sur ces équations dont la
discussion détaillée se trouve dans tous les traités sur le

coup de bélier 1.

Dans toute cette étude, nous admettrons : a cons-
D

tante ; ceci revient a admettre que — constant. Le
e

sera le cas, en général, car un raccordement n'est jamais
d'une longueur telle que la pression statique varie beaucoup

d'une extrémité à l'autre, et la relation — cons-
e

tante entraîne également la constance des sollicitations
de la paroi, condition qu'un constructeur cherche

toujours à réaliser.
h et o représentent la partie variable de la pression et

de la vitesse ; on ne change rien aux équations en ajoutant

une pression h0 ou une vitesse o0 irMépendantes du

temps. Donnons aux variables relatives aux tronçons let
II les indices respectifs 1 et 2, et, le système étant au

repos, supposons que la pression varie loin en amont du
raccordement dans le tronçon I. Cette variation se transmet

de gauche à droite sous forme d'une onde de pression

Fj. Dans II, il n'y a pas d'onde réfléchie : f2 0.

Supposons encore que l'onde incidente Fx varie peu pendant

le temps 9 — de sorte que les pressions hj. et h^, en
a

A et en B, aux extrémités du cône de raccordement,

peuvent être considérées comme constamment égales

alors :

h,A — nB — Fj + fx F.

et l'équation de continuité : *>iS1 o2S2 donne

m - h) Si s2f2
on tire de

et

F9
2SX

h

Sx + S2

Sj_—S
5,

'F

übt te Veratide1er-1 h. A11 ii vi (Dubs-Bataillard) : Allgemeine Theor
liehe Bewegung dee Wassere in Leitungen. Springer, Berlin 1909. — L. Allibvi
(Gaden) : Théorie du coup de bélier. Dunodt Paris 1921.

N.B. Voir la bibliographie plus complète dans : Ch. J/foeh : Théorie
générale du coup de bélier. Dunod, Paris 1933.

C'est le résultat classique : l'onde Fx est partiellement
transmise et partiellement réfléchie,

(3) I 2S1

Fi ~s, + >->2

1 1 in
m Ä+ 53

est le facteur de transmission,

est le facteur de réflexion.

Pour arriver à ce résultat, nous avons dû supposer que
l'onde r7] variait lentement. Admettons maintenant que
cela ne soit pas le cas, mais qu'au contraire Fx représente
une saute brusque de pression ; les pressions hA et hs

sont alors différentes, mais nous pouvons décomposer le

tronçon AB en un certain nombre n de segments de

longueur Ax — (fig. 1), suffisamment courts pour que
n

Fx varie peu dans le temps — A chacun de ces tron-

çons nous pourrons alors appliquer les formules (3) ; on

a pour chacun d'eux :

2S< — AS
Oi

2Si + AS
T<

2St + AS

où Sj est la section en un point d'abscisse x et S,- -j- AS
la section ea x 7 Aa\ Au passage de chaque tronçon, la

pression se trouve multipliée par le facteur de transmis-
'¦WÊÊk correspondant. Alors, à l'extrémité du raccorde»

ment :

F2 /x, CT] a2 0"3 o", <?„.

Si Ax ou AS sont suffisamment petits, on pourra écrire
AS

1
2S,

et ensuite

ou en prenant

F2 F1J1 H

e logarithme

AS\
2Sj

IgFi leF, t ë\ 2S<
7 J? VAS
Zgi?i-?2s;

la limite n-> 3o :

"AS
i 2ST

fd
jsI

et enfin :

(4) F2- i
On trouve de même 1

Si

0.

Ainsi, une onde incidente à front raide dans un tronçon
conique se comporte, au premier abord, tout différemment

d'une onde très aplatie : elle n'est pas réfléchie et
le facteur de transmission est égal à :

0"
S.

au lieu tie :
2SX

Si + st

Les formules (4) présentent ceci de particulier qu'elles
sont indépendantes de la forme du raccordement, puisque
nous n'avons fait aucune hypothèse particulière relu-
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tive à la loi de variation de la section S en fonction de
l'abscisse.

Il estilplair qu'elles ne sont valables qu'au premier
instant, lorsque le front de l'onde incidente Fx arrive
dans le raccordement : sitôt ce premier instant passé,
il y aura interférence entre les différents tronçons du
raccordement, et les lois de réflexion et de transmission
seront modifiées.

Nous avons soumis jusqu'ici l'onde incidente Fx à des

conditions très vagues : elle devait présenter une variation

très rapide dans un cas, très lente dans l'autre. Nous

supposons maintenant que la pression en aval du cône de

raccordement varie brusquement de h0 à h0 -\- H, et
reste ensuite constante ; la fonction Fx est donc nulle
tout d'abord, et prend brusquement la valeur -j- H. Au
premier instant, les formules (4) seront évidemment
applicables ; mais après un certain temps, lorsque le front de

l'onde se sera éloigné, la variation de la fonction Fx
s'annule. On se trouve dans le cas de la théorie classique qui
conduit aux équations (3) ; ces dernières fournissent donc

une valeur limite, qui n'est atteinte qu'au bout d'un
certain temps.

Pour déterminer l'allure de la pression entre les deux
limites, il faut étudier ce qui se passe dans le cône de

raccordement.
Dans une conduite de section variable, les équations

différentielles (1) prennent la forme suivante 1
:

(5)

bh

bx

bjSo)
bx

bo

bl

S
bh

bt

a)

b)

La seconde de ces équations exprime la continuité et
diffère seule de l'équation correspondante (1). Elle s'écrit
sous une forme pliuÄommode :

bo o dS g bh

bx S dx a2 bl
{5 b)

Il faut ici préciser la forme du raccordement : supposons
qu'il soit constitué par un tronc de cône de longueur L.
Si Sj est la section à l'entrée, on aura au point d'abscisse x :

S m
x2

s2 s1
¦i +1-

l'origine x — 0 correspond au sommet du cône.

Dans ces conditions :

— 2 -i xbx x\
1 bS

Sbx
2

x

et les équations (5) deviennent

_
bo

bt
(6) I S

-H' bx n

bh
ëbx

2o

x
g_bh
a2 bt

1 Rayleich : Theory of Sound. 2e édition, vol. 2, p. 109. Macmillan & C°,
London 1929. — Lamb : Hydrodynamics, 4' édition, p. 483. Cambridge
University Press 1916. — Rocard : Propagation el absorption du son, p. 15-16.
Herrmann, Pari« 1935. (Actualités scientifiques et industrielles n° 222.)

• bQ>
Pour intégrer ce système, on pose : o + ——

alors : l 0cp

g bt

et

(7)
b2«J) 2 b<t>

_
1 b20

bx2 + x
'

bx ~ïë ~W

L'intégrale générale de (7) est de la forme x :

(8) 4> A [cp(x — ai) — cp{x + ai)]

où 0 et qp sont des fonctions quelconques, analogues aux
F et f des formules (2).

Par conséquent :

(9)

h i [d>' + cp']

V a. rcp' rn'l
ax L

[<•> —<P]

L'indice ' désigne ici la dérivation par rapport à

l'argument^— ai) ou (x 7 ai)- Les fonctions cp et cp doivent
être déterminées d'après les conditions aux extrémités
du tronc de cône. Les équations (9) montrent que la
pression h se compose de deux ondes se déplaçant en sens
inverse avec la vitesse a, sans se gêner mutuellement,
comme dans la théorie de la conduite cylindrique, mais
ici l'intensité des ondes n'est pas constante, elle est
inversement proportionnelle à l'abscisse x, c'est-à-dire
inversement proportionnelle au diamètre de la conduite.

Fig. 2. — Kntonnoir conique à l'entrée
d'une conduite forcée.

Considérons maintenant une conduite (fig. 2) débouchant

par un cône dans un bassin de grande dimension,
et supposons qu'une onde de pression à front raide
F constante H venant de gauche arrive en A à

l'instant t 0. Dans la partie cylindrique, les équations

(2) sont valables :

(10)

h H + f

o \(H'- f).

Dans le cône, on aura :

I
1

(ii;
(<D' + cp')

o — (cp' — cp')
ax a (* - «P)-

1 Rocard attribue l'équation 7 à Lord Rayleigh. En fait elle a di'-jà été
établie et étudiée par Euler dans : Sectio quarla de motu eerie in. lulus. Nov.
Comm. Aci\ Se. Petropolitanœ 1772.
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Les majusliles H, <t> désignent les ondes directes, se

propageant de gauche à droite, les minuscules / et cp les ondes

réfléchies. Au point de raccordement A, x xu les

valeurs de h et o données par les équations (10) et (II)
devront à chaque instant coïncider. Donc :

l_

et :

1

II) H + f{x1 + at) [O'fo— at) + cp'{Xl + at)]

H — f{x1 + at) [<D'(x, ¦at) ¦tp'fa + at)] —

1 1 [* (xi — at) M <P (^ + «*)]•
xi

Admettons en outre qu'il n'y a pas d'onde rétrograde
dans le cône : cp 0. Par élimination de / (.t, + at) entre
les équations (i2) on obtient l'équation :

(13) 2H — <D'(ar, — at) ; cp^
*i xl

at)

intégrée, celle-ci nous donnera :

(14) <P(*i— at) Ae**>'(Xl '

-2x\H.

Pour t 0, on doit avoir h H, d'où :

_i
A 2x\He 5.

La fonction cp' est donc :

— i —(x— at)
(14 a) 0' e »a^JxW

et de la première équation (12) on tire :

r ii,at) —H['1 2x,(15) f(x

Ainsi, la pression en un point quelconque d'abscisse

x {x^> xx) du cône est donnée par l'expression :

i -r i
7 tt A\ —(x—al)h= He s — e 2V

Elle atteint sa valeur maximum H à 1 instant
x x

t

tionnelles à xz, on a

X, /Sx

-. Comme les sections du cône sont propor-

V* m
C'est là le résultat trouvé au paragraphe 2. Ensuite, h

décroît exponentiellement. Dans la partie cylindrique
de la conduite, la pression est :

(16) h H + f{x + at)=e'2H
— — (x+at)

(*<*l).

Elle est constamment égale à H jusqu'au temps t
ç j* a

et décroît ensuite exponentiellement. Si le cône est très

ouvert, Xj est petit, et l'exponentielle décroît très
rapidement. A la limite, xx 0, elle disparaît complètement,

et l'onde réfléchie / se réduit à : / - // : c'est la

réflexion totale avec changement de signe de la théorie

classique.

A i

^-::IE ~—Jzzr i '

:V

Fier. 3. — Conduite terminée par un tronc de cône.

Comme second exemple, nous choisirons une conduite
terminée par un tronc de cône fermé à sa plus petite
extrémité, par exemple un collecteur d'usine dont toutes
les vannes sont fermées (fig. 3). L'onde incidente se

propage ici de droite à gauche, et sera désignée par / H.
Pour simplifier les notations nous introduirons deux
nouvelles varjpMes

at

L'
L
a

1 T et : €

Li

Ceci revient à choisir L comme unité de longueur et

comme unite de temps. — est le temps nécessaire à une
a

onde de pression pour parcourir la longueur L. Les équations

prendront alors la forme :

A) Dans la conduite cylindrique :

A F{1 — 0) + H
(17)

l[F(i-e)-H].
B) Dans le cône :

£[<D'(Z

(18) [<*>'(£

+ <p'(£ + e)]

-<p'(z + e)]1
al

.^.[0(£_e)_cP(z + e)].

C) A l'extrémité du cône en A, L tlt on aura
évidemment o — 0. Donc :

(19) o=z^'(Zj-e)-^'fe+e)-<t>(Z!-e)+cp(zx+e).
En B) l les 2 conditions :

L
F{h—Q) + n _[cp'(2:2_e) + <p'(c2+e)]

(20) F&-Q) -ff £[<!>'(V -<p'(z:2 + 6)]—

-2[0(r2 —e)-cp(£a+e)[

doivent être réalisées, car en ce point commun au cône
et au cylindre, h el o doivent satisfaire simultanément
aux équations (17) et (18). Les 3 équations (19) et (20)

permettent de calculer les 3 fonctions cp, cp et F. Eliminons

F, il reste :

(21)
H

21* j- --= 2l2op'{l2+ 9) — cp(£2 + 6) + 0(Ca — 6).

Il n'y a tout d'abord pas d'onde réfléchie dans le cône :

cp 0. L'équation (21) prend la forme
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(22) 2£i^ 2Zao?i(Z8+G)—cp^Z. + e)

et peut s'intégrer immédiatement, définissant ainsi la'
fonction cpj. Il est clair que cette solution cesse d'être

¦ iLvalable au bout d'un temps t — lorsque l'onde

directe réfléchie au fond du cône est de retour en B. Cette
onde réfléchie <P2 est définie par l'équation (19) ; elle permet

de calculer une nouvelle fonction cp3 valable pour une
2L

nouvelle période t — On peut donc étabhr le

système suivant d'équations différentielles, valables cha-
2L

cunes pendant un temps t — :

0<G<2; Z Z2; a 2Z2(p1{l2 + Q) — cp1{Z2 + l)

1<9<3; HR 0 l1Vt(Z1 — 9)— l&ifo + Q)-
-cP2(21-6) + cpi(Zi+e)

2<6<4; Z Z2; a 2Z2 cp^ (Z2 + 6) — (cp2 + 0)+
+ <P2(Z2-9)

3<6<5; BU 0 Z1<r>;(C1 — G)—Ziq>8(2i + 0) —
— <D4(Zi— e) + 93(Z:+e).

«**»&
2« — l<9<2n+l ; Z g Zj ;

o i, v2n (Zi — e) — i q>5—i (Zj + e

+ cp^x m + e)

2n<9<2n+2; Z=£2;
a I 2Z2cpL+i(Z2 + 6) — cp2B+1(Z2 + 6) + *2„(Z2— 6)

H

+

(23) 2r2 '

Le mouvement est donc régi par une suite d'équations
différentielles successives, reliées chacune à la précédente
et comparable aux « séries enchaînées » d'Allievi.

On vérifie que l'intégrale générale du système est de

la forme :

Z—e Z—6

e 2Za [polyn. en (Z — 6)] + e zi [polyn. en (Z — 6)]

(24)

<t>

(25)
z+e z-f-e

cp e~2Z7 [polyn. en (Z + 9)] + e~ | [polyn. en(Z + G)].

Les coefficients des polynômes se déterminent par
récurrence. Les calculs sont faciles, mais deviennent rapidement

fastidieux. Il est d'ailleurs inutile de les pousser
très loin, car, comme va le montrer un exemple numérique,

la pression maxima est atteinte au fond du cône

pour G 1, et, à l'entrée pour 9 2. Lorsque G dépasse
la valeur 2, cette pression se rapproche rapidement par
oscillations successives de la valeur limite 2// que
prévoit la théorie classique. Remarquons encore que pour
une valeur donnée de 6, les fonctions cp et <P ne dépendent

que de Z, et Z2, donc de S} et Sit puisqu'on a

(26). Z
VS

vfä-WSi

La prépion est donc indépendante de la forme du cône,

qui peut être plus ou moins aigu. Par contre, la durée

en seconde de l'unité de temps — est directement
a

proportionffllle à la longueur L. Dans deux cônes dont
le rapport des sections extrêmes est le même, mais la
longueur différente, les pressions maxima seront
identiques, seulement dans le cône le plus allongé il s'écoulera

un temps plus long jusqu'à ce que la pression limite soit
atteinte. Rappelons que ces calculs ne sont valables que
lorsque la variation de section est lente, plus exactement
lorsque la calotte sphérique découpée par le cône peut
être confondue avec le plan normal à l'axe ; dans ces
conditions seulement pressions et vitesses seront approxima-
tivemégit constantes sur une section, ce que nous avons
implicitement admis en écrivant les équations fondamentales

où seules interviennent l'abseisse et le temps à

l'exclusion d'autres coordonnées.
Choisissons pour un exemple numérique Za 1 Z2 2.

Ceci correspond à peu près au collecteur d'une usine à 4

turbines, dont toutes les vannes seraient fermées. Le

rapport des sections à l'entrée et au fond est :

1

S2

Alors :

(Z+
ae

<P2 ¦= ae
o

2 fz_e)
5

m
<P3:

15
4

e e

38 -i
oc '
25

Z-

+ ^e
3 -7re (Z
20

— 2a

etc....
et les pressions h à l'entrée et au fond du cône seront à
divers instants :

6=0 12 3 4...3o
en A A=0 0-f-4# 2,211// 1,75// Jl 2,0//
en B h=0-H 1,28// l,65//-=-2,65// 2,054 1,874Ä2,0J7

L'allure générale de la pression en A et B est indiquée
sur la figure 4.

Les valeurs extrêmes sont, comme nous l'avons signalé
plus haut, atteintes pour G 1 et 9 2. Elles sont d'une
manière générale exprimées par les équations :

(27) en A *--^-»Vs!
(28) en B hmax=H{l+el»)= H\i+

Vst—ysx

Ces valeurs sont reportées dans la figure 5 en fonction

du rapport des sections extrêmes -=^.

Ainsi, le cône provoque une concentration de l'onde
incidente sur le fond et par contre-coup une surcharge
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1

~~L~~

B

» x'
^ X 2.

r=z,

z

9 fl=-^
Fig. 4. —¦ Variation en fonction du temps de la surpression
due à une onde à front raide dans un tronc de cône obturé

¦ à son extrémité-

sensible à l'entrée où la pression maximum dépasse

nettement la valeur 2H que donnerait la théorie d'Allievi.
D'après l'équation (27), si la section St tend vers zéro, en

se rapprochant du sommet du cône, la pression en ce

point tend à devenir infinie. Mais nos formules cessent

bien auparavant d'être valables, puisqu'elles supposent
expressément la petitesse des ondes de pression, et négligent

le frottement dont l'influence devient prépondérante
si la section de la conduite est très petite. Les plus fortes

charges restent localisées au fond du cône ; à l'entrée, la

pression ne dépassera jamais H (1 + e) 3,718//, valeur

atteinte lorsque le rapport des sections S est infini.

L'onde réfléchie F dans la conduit e cylindrique est donnée

par la première des équations (20). On en déduit que les

pressions mesurées à l'entrée du course transmeÉlront à

toute la partie cylindrique de la conduite, qui se trouvera

donc dans notre exemple sollicitée par une charge

2,65// au lieu de 2//, ainsi que l'indique la théoriefSëuelle.
(A suivre.)

Jin
H

1

é
-A

B

1 U J 1 J b f O i) lO S£X
Fig. 5. — Valeurs maxima de la surpression en fonction du

rapport des sections extrêmes.

LES PROBLEMES DE L'HEURE

Le chauffage à distance
par P. MEYSTRE, ingénieur,

Chef du Service de l'Electricité, Lausanne.

I. — Considérations générales.
Il est devenu un lieu commun de constater que notre

pays souffre d'une insuffisance marquée de combustible,
qu'il soit solide ou liquide. Nous sommes obligés de nous
avouer que dans le cas le plus favorable, la moitié de nos
besoins pourra être couverte durant la saison de chauffage

qui vient de commencer. Des prévisions à plus
longue échéance ne sont guère plus optimistes ; les mines

produisent moins, les transports deviennent difficiles.
La nécessité nous impose impérieusement d'économiser

le combustible, d'utiliser avec le maximum de rendement
celui dont nous disposons.

Le Bulletin technique du 21 septembre relevait (p. 203)

que la consommation domestique représente annuellement

pour notre pays 1250 milliers détonnes de charbon,
et queMles pertes dans les foyers domestiques sont
extrêmement importantes. L'auteur de l'article en question
donne toute une série de moyens propres à diminuer les

pertes qu'il énumère. x

Ces moyens ne s'appliquent guère ou mal aux chauffages

domestiques et, en pratique, il nous paraît qu'on ne

peut que difficilement compter sur une amélioration
sensible du fonctionnement des chaufferies d'immeubles.

Le problème se complique encore du fait qu'il n'est

plus possible d'obtenir les qualités de combustibles
correspondant à nos besoins. Nous devons nous contenter de

ce qui nous est livré et d'en tirer le meilleur parti. Cela

implique l'adaptation des chaufferies, grilles, etc.,
adaptation qui n'est généralement pas possible dans les chaufferies

domestiques, lesquelles restent très souvent des

« gaspilleurs » de calories.

Et c'est ainsi que se pose la question : Comment remédier

à ces inconvénients majeurs : qualité du combustible

et gaspillage
Il est aisé de répondre qu'il est actuellement possible de

brûler n'importe quel combustible, si mauvais soit-il, U

condition de choisir une chaudière adéquate, et qu'on
peut le faire avec un rendement satisfaisant en équipant
sa chaufferie de tous les perfectionnements actuellement

tout à fait au point, tels que économiseurs, réchauffeurs

d'air, alimentation automatique, contrôle continu de la
combustion, etc., etc.

Certainement, mais ceci n'est possible que pour de

grosses chaudières, pour des chaufferies industrielles, ce

qui conduit, en fait, à la centralisation de la production de

la chaleur.

II. Le chauffage urbain.
Si ce problème est éminemment actuel, il ne s'est pas

posé seulement dans les temps difficiles que nous traversons.

Depuis très longtemps, on a recherché des méthodes
1 Restrictions et économies dans le domaine de l'énergie par Ed. Dellei/,

ingénieur, Fribourg. (Réd.)
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