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Vci
The safety of prestressed concrete as affected

by creep and fatigue

Die Sicherheit beim vorgespannten Beton unter Berücksichtigung
des Kriechens und der Materialermüdung

Efeito da fluencia e da fadiga sobre a seguranga
das estruturas de betäo preesforgado

Influence du fluage et de la fatigue des materiaux
sur la securite du beton precontraint

Prof. Dr.-Ing. A. M. FREUDENTHAL
Columbia University

New York

The safety of prestressed concrete beams differs in certain important
aspects from the safety of simply reinforced beams This difference
Warrants a short discussion of the factors involved in the analysis of
safety and in the establishment of rational safety factors for the two
types of structures.

The safety of any strueture must be considered in terms of the dual
aspect of unserviceability and of collapse [1], A strueture may be
reasonably safe with respect to collapse in terms of the probable
maximum loading conditions but unserviceable, as in the case of structures
that deform excessively under service loads in spite of relatively low
stresses; or it may be serviceable but unsafe as, for instance, in the case
of structures with inadequate internal mechanisms for rapid energy
absorption, which might be subjeet to rather infrequent, but still possible,
dynamic loads of high intensity.

The ratio between the collapse load and the limiting service load
represents a rational «overloading factor» which is characteristic of the
strueture, but unrelated to the intensity and Variation of the applied loads.
Neither of the critical loads can be specified as a definite figure, but only
as a probability function of service-and of collapse-carrying-capacities, in
terms of load capacities associated with various probabilities of being
exceeded (probability of «survival») or of not being reached (probability
of «failure»). Their ratio can therefore be specified only as a probability
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function, indicating the various likelihoods of occurence of certain values
of this ratio, and thus the probability of a specific ratio, i. e. of a specific
value of the «overload factor». Any satement concerning this factor can
therefore be made only in terms of the probability of a strueture to have
a factor of not less than a certain specified value. While the safety factor,
which is related to a certain spectrum of applied loads, governs the design
of a strueture with respect to this load, the «overload factor» represents
the critical ratio for the rating of an existing strueture.

The discussion of the safety of simply reinforced concrete structures
is complicated by the fact that, primarly, collapse may be due either to
failure of the concrete or to failure of the reinforcement; structures in
which failure occurs simultaneously in both materials, because of the
relatively high percentage of reinforcement involved in the creation of
such conditions, are the exceptions rather than the rule. Unserviceability,
which is usually associated with excessive deformation and objectionable
cracking in the tension zone of the concrete, can be related to a critical
strain in the tension zone and thus to the stress-level, under service
conditions, in the reinforcement; the concrete strength properties, with
the exception of the rather uncontrollable tensile strength, are not involved
in the consideration of unserviceability.

The use of prestress in a reinforcement of adequate yield point
increases, for a given concrete section and percentage of reinforcement,
the applied load that is likely to cause unserviceability (cracking load) ;

it does not, to any significant degree, affect the ultimate failure (collapse)
load of the strueture except in the infrequent case when collapse is
primarily due to concrete failure or where, as in continuous beams, some
«plastic» redistribution of stresses in the simply reinforced strueture
may result in a partial redistribution of moments which, because of the
imminent collapse of a «plastically yielding» prestressed section, may not
be possible in the prestressed strueture. This fact results in an automatic
reduction of the ratio between the collapse-and the unserviceability-loads,
and thus in the «overload factor» of the prestressed in relation to the
simply reinforced strueture. It is the possibility of this reduction which,
under the assumption of an adequate collapse capacity, constitutes the
prineipal incentive to the use of prestressed concrete.

It should be kept in mind, however, that although the reduced
overloading capacity is not in itself objectionable, provided the remaining
safety factor is adequate, and the probability of failure by collapse is
sufficiently low with respect to the spectrum of possible loads, there are
certain features characteristic of prestressed concrete which tend to
reduce the safety of such structures in relation to that of simply
reinforced concrete. Particularly under conditions of repeated loading
these effects may increase the probability of collapse beyond an acceptable
figure, and thus endanger the life of the strueture. These critical features
are the creep of the concrete at the relatively early age when the prestress
is applied, and the fatigue resistance of the highly prestressed reinforcement.

The significance of both effects increases with increasing level
of prestress and thus with increasing quality of the reinforcing wire used.

Recent investigations have demonstrated the pronounced non-linearity,
with respect to stress, of the creep rate of concrete under sustained
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stresses exceeding about one quarter of the 28 day compressive strength
fc [2]; such non-linearity produces non-linear stress distributions, as
well as stress-relaxation in the reinforcement which, during the early
stages, is far more rapid than under conditions of linear creep. It appears
that in order to produce, in the extreme fibers, the level of prestress
estimated on the basis of elastic theory, as required to eliminate concrete
tension and to balance excessive loss of prestress by relaxation, a higher
prestress would have to be applied than would appear necessary on the
strenght of linear (elastic and creep) theories if the theoretical stress
were to exceed the limit of linearity of about 0.25fc. The prineipal
advantage of prestressing, i. e. the raised limit of serviceability, may thus
be partly lost when the prestress is too high. Moreover, the creep rate
of concrete varies rather widely with the type of cement, content of
aggregate, water-cement ratio and curing procedure; it also varies
between nominally identical test specimens. Hence, the prediction of
concrete creep and prestress-relaxation is subjeet to a rather large ränge
of error, which must be compensated by an increase in the required
safety factor with respect to the condition of unserviceability. This,
however, can only be achieved either by a reduction of the ipermissible
maximum service load at the price of the economy of the strueture, or by
a commensurate increase in the prestress, a fact which will provide a
further incentive for the use of high prestress.

Fig. 1. Typical Fatigue Diagram sho-
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Considering, however, a typical fatigue diagram, as indicated in
Fig. 1, it becomes evident that an increase in prestress seriously' reduces
the stress amplitude which can repeatedly be applied to the prestressing
wire without causing fatigue fracture after a certain number of load
applications. While very few fatigue test data for prestressing wires
are available, particularly under the high mean stress representative of
prestress, it may be assumed that, as is generally the case, the higher
the static strength of a metal alloy, the higher its fatigue sensitivity.
Considering, moreover, that the application of the prestress inevitably
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induces severe stress-concentrations at the wire ends, such as screw-
threads, sharp reentrant corners or tight grips with discontinous
distribution of shear stresses, all of which seriously reduce the fatigue
resistance of the wire, it appears likely that the collapse-capacity of a
prestressed strueture under repeated service loads might be decisively
limited by the fatigue strength of the prestressing wire under the high
mean stress induced by prestress and dead load and the stress-concen-
tration effects of specific gripping arrangements applied.

The effective use of prestressed concrete for structures subjeet to
dynamic loads will therefore largely depend on the results of investigations
of the fatigue strength and noteh-sensitivity of the prestressing wire
under conditions of high mean-stress.
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SUMMARY

The concept of safety of prestressed concrete is discussed in terms
of service and failure capacity, considering the effects of creep of concrete
and of the fatigue sensitivity of the reinforcement at the high levels of
prestress. The importance is discussed of the non-linearity with respect
to stress of the creep-rate of concrete, as well as of the reduction, with
increasing prestress, of the safe ränge of repeated load amplitudes.

ZUSAMMENFASSUNG

Der Verfasser behandelt das Sicherheitsproblem bei vorgespanntem
Beton bezüglich Gebrauchs- und Bruchsicherheit. Dabei werden der
Kriechvorgang und die Materialermüdung als Folge der hohen
Vorspannungswerte berücksichtigt.

Als wesentliche Tatsache ist zu erwähnen, dass das Kriechmass
des Betons nicht linear zum Druck verläuft und dass die Sicherheit
für wiederholte Belastungsschwankungen mit erhöhter Vorspannung
abnimmt.

RESUMO

0 autor discute o coneeito de seguranga nas estruturas de betäo
preesforgado em relagäo äs cargas de servigo e de rotura, considerando
o efeito da fluencia do betäo e da sensibilidade ä fadiga das armaduras,
para pretensöes elevadas. Discute tambem a importäneia da näo-lineari-
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dade da variagäo da fluencia do betäo em relagäo äs tensöes e da diminuigäo
do limite de seguranga da amplitude das cargas repetidas com o aumento
da pretensäo.

RESUME

L'auteur discute la definition de la securite des structures en beton
precontraint par rapport aux charges de service et de rupture, en tenant
compte de l'effet du fluage du beton et de la sensibilite ä la fatigue des
armatures pour des valeurs elevees de la precontrainte. II discute l'importance

de la non-linearite de la Variation du fluage du beton par rapport
aux contraintes ainsi que l'importance de la diminution de la limite de
securite de l'amplitude des charges repetees avec l'augmentation de la
precontrainte.
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L'etude ci-dessous est surtout relative ä des constructions hyperstatiques

en beton precontraint, mais certaines de ses conclusions paraissent
applicables aux constructions en beton arme.

Les essais sur de tels systemes en beton precontraint ont demontre,
avec certaines restrictions sur lesquelles nous ne nous etendons pas,
que la rupture ne pouvait se produire sans une redistribution complete
des moments, si celle-ci est necessaire. Ils permettent ainsi un
dimensionnement par des calculs ä la rupture.

Ce dimensionnement est-il toujours acceptable pour la phase
d'utilisation? Jusqu'ici l'appreciation de la possibilite d'utilisation est basee
sur la securite ä la fissuration.

Ce criterium peut etre trop rigoureux, car une fissure n'est pas obli-
gatoirement dangereuse, surtout en beton precontraint oü eile se referme
apres disparition de la Charge. On ne pourrait rien objecter d'ailleurs
ä ce que les sections critiques, oü une teile fissure risque de se produire
exceptionnellement et temporairement, soient calculees en beton arme,
et qu'elles soient munies des armatures non tendues eventuellement
necessaires.

Mais c'est lä un autre sujet.
Acceptons provisoirement le criterium de la fissuration. Quelle est

l'etendue de la phase de non fissuration? Lä encore il y a discussion.
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Pour la plupart des ingenieurs, eile coincide, ä tres peu pres, avec
l'etendue de la phase elastique. On ne beneficierait alors nullement, si on
accepte le criterium ci-dessus, d'une surabondance de securite ä la rupture,
düe ä des redistributions.

Or, nous avons observe dans certains de nos essais des charges de
fissuration notablement superieures ä cette limite, c'est-ä-dire ä la charge
pour laquelle la contrainte de traction, calculee par les theories elastiques,
est egale ä la resistance ä la traction mesuree sur prismes. Si ces Supplements

de charge admissible sont confirmes et si on en voit les raisons,
peut-on en beneficier et comment?

Nous avions attribue ces grandes resistances apparentes ä des phenomenes

plastiques en traction.
Les discussions susvisees nous ont amene ä faire de nouveaux essais

subventionnes par la Chambre Syndicale des Constructeurs en Ciment
Arme de France, pour determiner la loi moment-courbure, sur six
poutres isostatiques (de fagon ä connaitre avec precision le moment);
section rectangulaire 12 x 25, armees d'un rond de 6 mm ä chaque angle;
precontrainte au 1/3 inferieur par un cäble d'environ 20 t.; portee 4 m.;
deux charges egales P ä 1 m. de chaque appui; la courbure etait mesuree
dans la partie centrale par un curvimetre de 1 m. de longueur, ä trois
plots dont un mobile et relie ä un comparateur.

Sur la Fig. 1: diagramme moment-courbure pour une des poutres.
Sur la Fig. 2: diagrammes pour les 6 poutres, mais seulernent jusqu'a la
fissuration.

da
Dans la loi —:— f (M) que nous cherchons ä connaitre, il faut

ds
prendre pour etat origine l'etat sous moment nul. La charge
correspondante est celle qui engendre un moment oppose au moment de
precontrainte. Sa determination implique la connaissance de l'effort de
precontrainte, toutes relaxations deduites. Nous avons determine cette
valeur actuelle de l'effort de precontrainte aussi exactement que possible
et indique sur la Fig. 2 l'etat origine et le moment de fissuration, determine

egalement par une Observation aussi precise que possible. Deux des
poutres (5 et 6) ont ete essayees ä l'endroit (cäble en bas) et ä l'envers,
dans le but d'etudier la difference de comportement des betons en fonetion
de leur position par rapport au cäble et de leur etat de precontrainte.

La description de ces essais sortirait du cadre de cette note, et on
pourra pour le detail se reporter aux comptes-rendus du 2eme Congres de
la Precontrainte (Amsterdam 1955).

La conclusion en est que, sur les poutres essayees, (restriction
da

necessaire, la loi —:— pouvant dependre de nombreux parametres), les
ds

phenomenes plastiques ont une importance faible avant fissuration.
Ils sont meme pratiquement inexistants pour la face la plus eloignee
du cable (essai ä l'envers des poutres 5 et 6). En consequence, Texplication
par la plasticite en traction des resultats obtenus doit etre abandonnee,
tout au moins comme terme prineipal.
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Or parmi les essais que nous avions faits anterieurement, reprenons
deux exemples 0).

Le premier exemple est celui d'une poutre continue ä deux travees de
4 m. de portee, precontrainte par une cäble parabolique ä courbure negative
suivant Fig. 3 (en pointille, la courbe de pression de precontrainte, qui
differe du cäble par suite des reactions parasites). Cet essai avait pour but
d'etudier le comportement d'une poutre mal precontrainte sur appui et
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FIG. 2

bien en travee, et dans laquelle les cäbles sont, geometriquement, au
contraire, bien places sur appui et mal en travee, ce qui peut se produire
dans des cas pratiques de cäblage.

Cette poutre etait soumise ä une charge P au milieu de chaque
PI PI

travee; moment sur appui: —6—^—, en travee + 5 „ Resistance
6M

32 32

ä la traction sur prismes (——) 43 ä 50 k/cm2. Calculee elastiquement
bh2

sur la base d'une resistance ä la traction de 50 k/cm2, la Charge P de
fissuration aurait du etre de 735 k. En admettant que la resistance ä la
traction ait pu atteindre, comme dans les essais Fig. 2, 70 k/cm2 (ce
relevement de la resistance posant dejä un premier probleme), la charge
de fissuration aurait du etre 1080 k.

2 5
Elle a ete observee ä 2000 k. avec une ouverture de —— mm sur 3 cm.

de hauteur 100

En admettant (car la charge precedente, (pour laquelle l'observation
n'avait pas releve de fissure, etait de 1700 k.) que la fissure a pu se
produire ä 1800 k., la difference de pres de 100 % et la forme des
diagrammes des jauges electriques reste ä expliquer:

Les diagrammes en traction, et notamment celui de la jauge 42 sur
appui ont des allures plastiques avant fissuration. Les diagrammes en

(*) Se reporter pour le detail: pour l'exemple de poutre, ä la revue «Travaux» (Avril-Mai-Juin-
-Juillet 1954; pour 1' exemple de dalle, ä un compte-rendu publie dans les Annales de 1*1. T. B. T. P.
(Novembre 1955).
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compression (jauge 45) restent au contraire sensiblement lineaires alors
que d'apres les calculs elastiques la contrainte de compression passerait
de 146 k/cm2 ä 257 k/cm2. Ceci semble montrer que le moment calcule
n'a pas ete atteint. Sur la base d'une charge de fissuration P 2000 k.
consideree comme charge d'utilisation, la securite ä la rupture (P 3800 k.)
serait de 1,9.

Le deuxieme exemple est celui de dalles de 1,25 m. x 3 m. et de 8 cm.
d'epaisseur, faisant partie d'un ensemble de 6 (3 x 2) dalles semblables
limitees par un quadrillage de quatre poutres et trois entretoises,
precontraintes ä 15 k/cm2 dans le sens de leur portee (1,25 m.) et
24 k/cm2 dans l'autre.

On a Charge sucessivement chacune de ces dalles par une charge
P repartie sur un carre de 15 cm x 15 cm en son centre. Le calcul
elastique est un peu incertain, mais des hypotheses vraisemblables, qui

fbra6o/e un/pae PareÄc/es
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Fig. 4

s'accordent avec les mesures faites aux jauges au debut du chargement,
conduisent ä attribuer au moment du centre une valeur de 0,18 P.

La resistance ä la traction (-——) etait de 38 k/cm2.
bh2

D'apres les calculs elastiques, la charge de fissuration aurait du etre
de 3200 k. Elle a toujours depasse 4000 (4100 - 4300 - 4300 - 4300 - 4800).

Le calcul pourrait etre conteste, mais les diagrammes des jauges
electriques au centre sur la face tendue (Fig. 5) ne laissent aucun doute
sur l'existence d'une modification aux environs de 3000 k. et quelquefois
avant.

Dans ces deux exemples, les diagrammes des allongements revetent
une apparence plastique.

Or nous avons rejete l'hypothese d'une plasticite effective en
traction.

Les phenomenes plastiques en compression, qui pourraient intervenir

dans certains cas (ce qui ne ferait qu'augmenter les possibilites
d'adaptation) ne paraissent pas ici en cause: allure des diagrammes de
compression pour la poutre, valeurs trop faibles des contraintes pour la
dalle. Quant ä l'acier, il est certainement tres loin de sa phase plastique.

On est conduit ä admettre que les phenomenes ont ete pratiquement
elastiques pour chacun des materiaux, mais que la definition du Systeme
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s'est modifiee d'une fagon progressive, sans alteration apparente de la
zone en pre-fissuration.

II faut pour cela qu'au Systeme porteur initial puisse succeder un
deuxieme Systeme porteur, conservant l'integrite, reelle ou apparente,
des zones en question.

Nous soulignons le terme apparent, car il ne semble pas que de tels
changements de definition puissent se produire sans rupture de contact,

61 wo»*U
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Fig. 5

donc sans fissures au sens strict du terme.
augmentations de Charge:

Mais celles-ci peuvent sous les

l°-ou rester infinitesimales, et par consequent non perceptibles ce
qui pratiquement, sauf dans certains cas oü l'etancheite est en
cause, equivaut ä l'absence de fissuration.

2°-ou ne pas s'ouvrir, par suite de la naissance d'efforts normaux
et de moments qui referment la fissure des qu'elle tente de
s'ouvrir, ou encore:

3°-s'ouvrir legerement puis se stabiliser ä cette ouverture ce qui
signifie stabilisation en hauteur; nous avons constate ce phenomene

sur les dalles.

Les phenomenes de plasticite apparente, pour la poutre suivant
Fig. 3 aussi bien que pour les essais Fig. 2, seraient ainsi principalement
la consequence d'une surtension elastique des cäbles de precontrainte lors
de l'ouverture de fissures naissantes, lesquelles resteraient imperceptibles
sous des accroissements notables de charge si elles sont bien reparties par
des aciers non tendus de petit diametre. Dans ce cas il y aurait remplacement

d'un premier Systeme — beton precontraint — par un deuxieme
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Systeme — beton arme — au premier stade de son fonctionnement. Pour
les dalles, il y aurait Substitution progressive d'un Systeme de bielles
porteuses au Systeme elastique initial.

II y a peut-etre en plus une augmentation reelle et intrinseque de la
resistance ä la traction du fait du durcissement sous compression; mais
cela n'expliquerait (et pas toujours) qu'un retard ä la fissuration et non
des apparences de plasticite.

L'hypothese de surtension des aciers pourrait expliquer la dissymetrie
observee (Fig. 2) dans le comportement en traction de l'arete cote cäble
et de l'arete opposee au cäble. Elle fournirait egalement partiellement
une explication aux phenomenes observes sur la poutre suivant Fig. 3 et 4.
Nous ne pouvons dans le cadre dont nous disposons developper ce sujet.
Disons seulernent que par rapport ä la Charge de fissuration calculee
elastiquement sur la base d'une resistance R' ä la traction de 50 k/cm2
et qui serait de P 735 k. les augmentation A P justifiables seraient
les suivantes:

a) la resistance R' apparente (essais Fig. 2 pour des section soumises
ii un meme effort de precontrainte que la poutre continue) passerait
de 50 ä 70 k/cm2. D'oü A Px 345 k.

b) l'allongement unitaire au niveau du cäble (jauge 42) est d'environ

300 x 10~6 avant fissuration; d'oü, si l'adherence est assuree gräce
ä une bonne injection, une augmentation de l'effort normal (surtension
du cäble) de 1400 k. On montre facilement que les variations (positives
ou negatives) de l'effort de precontrainte tout le long du cäble forment
un Systeme d'efforts concordants; le Supplement d'effort de 1400 k. con-
serve donc l'excentricite de + 10 cm. du cäble. D'oü A P2 226 k.

c) surtension egalement des aciers doux places aux angles. D'oü
AP3 =73 k.

d) la plasticite, quoique faible, n'est pas absolument nulle (essais 2),
la courbure lors de la fissuration pouvant etre d'environ 20 % plus forte

M
que la courbure calculee elastiquement. Or M — 0,04 x 21.600 —

E I
PI

— 6 ——- + (1400 x 0,10 + 378 x 0,105) (precontrainte + Charge + sur-

tension); soit avec: P 735 + 345 + 226 + 73 1379 kg., M —1726 kgm.
Cette augmentation de courbure sur une longueur de Im. environ de
part et d'autre de l'appui (longueur soumise aux moments negatifs) est
äquivalente ä une rotation <o d'appui, d'oü possibilite de porter une charge
supplementaire A P4 sans augmentation du moment sur appui. En esti-
mant la valeur moyenne de l'augmentation de courbure au 1/3 de sa
valeur maxima on trouve: AP4 173 k.
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On justifie ainsi une charge de fissuration de 1550 k.
Pour arriver ä la charge de fissuration reelle, evaluee ci-dessus

ä 1800 k. il faudrait admettre que la plasticite joue un peu plus que
suivant l'estimation precedente, ce qui n'est pas impossible etant donne
la position du cäble, mais ce qui necessiterait de nouveaux essais.

L'explication de la majoration a) n'est pas tres claire et nous esperons
pouvoir donner d'autres resultats d'essais au Congres; les majorations

b) c) d) sont vraisemblablement l'effet d'une fissuration non per-
ceptible; l'allongement unitaire de 300 x IO-6 correspondrait, pour
l'ecartement (observe) de 10 cm. entre fissures ä un seuil de visibilite de
3/100 mm. Nous estimons qu'une teile microfissuration equivaut ä
l'absence de fissuration. On peut, dans une certaine mesure, augmenter
l'amplitude de ces phenomenes par des dispositions convenables des
cäbles en les plagant le plus pres possible des aretes tendues, et en dimi-
nuant l'ecartement des fissures gräce ä des aciers non tendus ä adherence
renforcee. On constatera d'ailleurs en general que la section ainsi armee,
les cäbles etant consideres eux-memes comme armatures, satisfait aux
regles habituelles du beton arme en flexion composee; mais eile conserve
en pratique les avantages du beton precontraint.

Les phenomenes sont beaucoup plus nets sur les dalles, parce que
les systemes porteurs successifs sont plus differencies. Nous ne consi-
dererons que des dalles continues, ou encastrees sur des poutres capables
de resister aux reactions des systemes porteurs successifs. Ces conditions
sont d'ailleurs usuelles, et n'impliquent pratiquement d'autre restriction
qu'une verification du dimensionnement des poutres de bord.

Longueur des cötes 2a et 2b (b > a); x et y coordonnees de sens
paralleles ä a et b; moments par unite de longueur mx ou my (coupes per-

pendiculaires ä a ou b), moment de torsion mxy. Pour > 2,5 les
a

moments au voisinage du centre sont approximativement les memes que
dans une dalle infiniment large; pour simplifier, nous supposerons qu'il
s'agit d'une teile dalle infiniment large.

Elle peut etre consideree comme une poutre infiniment large en ce
sens que, sur une coupe parallele au grand cote la resultante des
moments mx est egale au moment Mx que les charges engendreraient dans
une poutre de meme portee, avec memes conditions d'appui. Mais au lieu
d'etre uniforme comme dans une poutre etroite, la loi de repartition du
moment mx est variable, avec une grande concentration des moments au
centre de la section et affaiblissement rapide quand on s'eloigne du centre.
Pour simplifier le langage nous appellerons bände un element etroit de
sens x, compris entre les ordonnees y et y + dy comptees ä partir du
petit axe. Nous considererons en principe des charges reparties sur un
rectangle concentrique ä la dalle, de dimensions 2 u et 2 v dans les
sens x et y. Nous supposerons d'autre part que les conditions d'appui
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sont telles que le moment au centre est superieur en valeur absolue au
moment sur appui.

Faisons croitre les charges. Si pour schematiser, d'une fagon incor-
recte mais qui ne prete pas ä confusion, nous considerons que la portance
est assuree par des bandes jointives, la bände centrale atteint la premiere
sa limite de resistance ä la fissuration, c'est-ä-dire son allongement de
rupture sur la face inferieure, tandis que les bandes laterales presentent
des reserves de resistance, d'autant plus grandes qu'elles sont plus eloignees
du petit axe. Nous sommes ä la fin de la phase elastique.

Supposons que la bände centrale se fissure. Cette fissure ne peut
s'ouvrir, du fait: d'une part de l'invariabilite de longueur de la face
inferieure, maintenue par les dalles voisines ou par les poutres de bord
{qui doivent par consequent avoir une raideur süffisante dans le plan de
la dalle); d'autre part de la liaison par adherence avec les bandes con-
tigües. II nait donc immediatement des tensions internes: poussees excentrees

(donc effort normal et moment) sur la bände chargee elle-meme;
cisaillements excentres equivalents ä un effort de cisaillement centre et ä
un moment de torsion sur chacune des faces verticales limitant la bände
centrale, et par reaction efforts et moments opposes sur la face limitant
la bände laterale contigüe. Nous designerons ces tensions internes —
moments, efforts normaux, cisaillements — par fxvr. Nous avons trouve
par le calcul que les moments p.x qui prennent naissance sur la bände
chargee sur les deux bords de la fissure et qui empechent celle-ci de
s'ouvrir sont transmis jusqu'aux appuis sans modification c'est-ä-dire que
l'on retrouvait sur toute section de cette bände, faite perpendiculaiie-
ment ä la portee, la meme loi de (xx qu'en bordure de fissure.

Les efforts qui s'exercent d'autre par sur les faces limitant les parties
laterales adjacentes ä la bände chargee engendrent dans les parties
laterales un certain etat d'equilibre: flexion et torsion (un moment de

flexion fxx etant cree par la Variation ——^- du moment de torsion
d y

quand on s'eloigne de la bände centrale) et effort normal vx cree par la
dT

Variation — vx est une traction au milieu de la portee puisqu'il
dy

s'oppose ä l'ouverture de la fissure; les bandes laterales jouent ainsi le
röle d'armatures ä tres grande adherence. L'etat d'equilibre correspondant
ä toutes ces tensions internes se superpose ä l'etat elastique:

l°-sur la bände chargee le moment au centre n'augmente plus, ou
n'augmente plus que lentement; le moment d'encastrement augmente
pour fournir la reaction au moment [lx negatif stabilisant l'ouverture
de la fissure et ä l'effort vx excentre.

2°-les bandes laterales contigües ä la bände chargee, qui etaient
tres pres de la limite sont soumises ä des moments p.x positifs et
deviennent limite ä leur tour; le phenomene se propage donc, avec les
memes caracteres que sur la bände centrale, le long du grand axe,
c'est-ä-dire: augmentation du monument mx par suite de l'accroissement
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des Charges et de l'action des moments internes (xx jusqu'a ce que mx
atteigne la valeur limite correspondant ä la fissuration, puis stabilisation
de la fissure par naissance de moments — [x'x (negatifs) se transmettant
ä l'appui. D'oü une tendance ä l'egalisation des moments mx le long du
grand axe et le long des appuis, et d'autre part creation d'une ligne
(le grand axe) sur laquelle la fissure existe en puissance, mais est
maintenue fermee par l'action des tensions internes.

On a dans ce stade un deuxieme Systeme porteur, qui fonctionne
encore par flexion et elastiquement, mais qui se transforme sans cesse,
et qui prend ä son compte une fraction de plus en plus importante des
accroissements de charge.

La fissure apparaitra lorsque les deformations dües aux transmissions
seront suffisamment grandes pour que cette fissure devienne perceptible.

II est difficile de preciser a priori la majoration de charge — par
rapport ä la fin de la periode elastique — correspondante. Disons seule-
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ment que si l'on suppose que cette perception devient possible lorsque,
sur la bände centrale, le moment sur appui a atteint ä son tour la
valeur de fissuration, on retrouve sensiblement les resultats observes.

Autrement dit, soient m0 et m'0 les moments au centre et sur appui
correspondant ä la fin de la periode elastique, m0 venant d'atteindre la
valeur de fissuration; soit k le coefficient de majoration des charges
tel que le moment -m' atteigne ä son tour la valeur de fissuration,
donc -m0. Le moment \ix qui a stabilise la fissure au centre est
evidemment -(km0-m0); le moment sur appui devient -km'0 + fix -km'0
-(km0-m0); il est egal ä -m0. D'oü k °—-. On avait pour les

m0 + m'0
dalles essayees en admettant un demi encastrement m 0,185 P;
m' 0,085 P. On aurait alors k 1,37 ce qui est approximativement
le resultat observe.

Le deuxieme Systeme porteur a donc maintenu ainsi l'integrite de la
section en etat de pre-fissuration. II s'agit sans doute d'une integrite
apparente, donc d'une micro-fissuration, mais l'observation minutieuse,
avec des oculaires permettant de deceler des fissures de qualques milliemes
de millimetre, n'a rien revele tant que la charge n'a pas atteint la
valeur majoree ci-dessus.

La fissure s'est ensuite propagee le long du grand axe, ce qui
est conforme aux hypotheses ci-dessus.
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Mais eile s'est propagee sans aucune augmentation pratique de son
ouverture au centre; eile restait parfaitement invisible ä l'oeil nu, jusqu'a
ce que sa longueur soit devenue de l'ordre de grandeur de la portee, ce
qui a eu lieu sous une Charge environ double de celle sous laquelle la
premiere fissuration etait apparue au centre (8 t.). Ensuite, a commence
la veritable fissuration, en etoile, avec ouverture progressive des fissures
dejä ouvertes.

Ce phenomene de stabilisation en ouverture, donc en hauteur, de la
fissure le long du grand axe nous parait important, car cette fissure
ne constitue aucun danger. II est indifferent en ce qui concerne la con¬

servation des aciers
qu'une fissure ait 1 cm
de longueur ou 1 m; seule
l'ouverture importe, et
une ouverture de quelques

centiemes de
millimetre, se refermant des
disparition de la charge
ne peut etre consideree
comme dangereuse. C'est
ä celä que nous faisions
allusion en disant au

debut que le criterium de la premiere fissuration peut etre trop rigoureux.
Le phenomene de stabilisation de la fissure semble du ä l'apparition

d'un troisieme Systeme porteur que mettent en evidence les diagrammes
des deformations mesurees par les jauges electriques. Si l'on admet qu'on
a atteint le stade de fissuration au centre et sur appui, toute deformation
verticale due ä un aecroissement de Charge met en compression deux
bielles issues de la charge et descendant vers les appuis, par suite de la
difference de niveau entre les articulations auxquelles ou peut assimiler
les sections de beton non fissure. Les bandes ainsi fissurees fonetionnent
donc ä la fois en flexion et en Systeme de bielles. Mais au für et ä
mesure que la fissure s'etend en hauteur et en largeur (propagation le
long du grand axe) la raideur du Systeme en flexion diminue, et celle du
Systeme bielles augmente parce que les largeurs de ces bielles sur appui
augmentent, les fissures sur appui se propageant en largeur. Les aecroisse-
ments infinitesimaux dP de Charge se partagent ä chaque instant entre
les deux systemes proportionnellement ä leurs raideurs, la raideur etant

ch ar fiff^
definies par le rapport .„ r. r-—i—• 0n Peut en deduire les

deformation verticale
charges portees, ä un stade quelconque du chargement, par l'un et
l'autre Systeme. Nous ne pouvons donner ici ce calcul.

Disons seulernent qu'il permet d'evaluer le moment dans le Systeme
en flexion et l'effort normal N dans le Systeme bielles, en fonetion de la
Charge. Les lois ainsi calculees sont representees sur la Fig. 7. Ce sont
des lois ä apparence plastique, quoique les phenomenes soient restes
constamment elastiques, la plasticite apparente etant düe ä la Substitution
progressive du Systeme bielles au Systeme flexion. Elles sont conformes,
si on ne considere que l'allure generale, aux lois observees ä l'aide des



PHENOMENES DE DEFORMATION ELASTIQUE 941

strain-gauges, mais il n'y a pas concordance entre les valeurs calculees et
observees, les valuers calculees etant trop fortes pour les efforts N et trop
faibles pour les moments. On retrouve une concordance satisfaisante si
on admet que les bielles ne descendent pas seulernent vers les appuis, mais
forment un cöne sensiblement de revolution, ce qui modifie l'idee qu'on
se faisait du troisieme Systeme porteur.

Les efforts N sont des efforts qui s'ajoutent ä la precontrainte et
comme l'effort total de precontrainte sur une section transversale est
constant (l'effet des surtensions d'acier etant ici faible) il faut pour que
l'effort normal augmente dans certaines zones, qu'il diminue dans d'autres.
Autrement dit les bielles poussent sur les poutres de bord, sur une certaine
largeur, et ces poutres de bord, gräce ä leur rigidite mettent en tension
(c'est-ä-dire decompriment) des zones laterales plus eloignees. II y a donc
redistribution ä la fois des moments et de la precontrainte. Ces redistri-
butions sont mises en evidence par les jauges electriques; les moments
sont mesures par la difference et les efforts normaux par la somme des
indications des jauges superieure et inferieure. La Fig. 8 represente ä
titre d'exemple les moments mx et les efforts normaux nx mesures ä 10 cm.
du centre sur le petit axe pour une des dalles. On trouvera des renssigne-
ments plus detailles dans le compte-rendu d'essai publie dans les Annales
de l'Institut Technique du Batiment et des Travaux Publics.

La fig. 6 fait comprendre pourquoi les fissures n'augmentent pas
d'epaisseur pendant la Substitution du troisieme Systeme porteur au
deuxieme, la partie de la fissure centrale au-dessus du niveau de l'arti-
culation d'appui se refermant lorsque 1'articulation centrale baisse. A noter
que, contrairement ä ce qu'on aurait
pu penser on n'a note aucune fissure
ä l'appui sur la face superieure
pendant ce stade.

Nous avons ci-dessus fait des
hypotheses qui, quoique s'accordant
dans l'ensemble avec les resultats
observes, necessiteraient des verifi-
cations.

Nous avons essaye d'en faire
une. Nous avons pris une des poutres

des essais suivant Fig. 1 et 2
(la poutre 5 que nous n'vions fis-
suree qu'ä l'envers) et l'avons butee
aux extremites sur deux fers U eux-
-memes reliees par un tirant constitue

par un U de 200 de part et d'autre
des poutres. Nous avons pose

cette poutre sur les memes appuis
que les autres poutres prealablement essayees et determine la loi moment-
-courbure de la meme fagon. Le tirant peut etre considere comme figurant
les parties laterales de la dalle et les U butant les extremites de la poutre
comme les poutres de bord de cette dalle. Nous avons obtenu le diagramme
suivant Fig. 9 qui comporte: une premiere pahes elastique, une phase de
raecordement, puis une deuxieme phase elastique completement differente
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de la premiere. La fissure (3/100 mm) n'a ete pergue qu'ä la fin de cette
deuxieme phase elastique.

On congoit que de tels phenomenes puissent etre utilises pour
augmenter la resistance ä la fissuration dans de nombreux systemes
de construction; par exemple dans des ossatures ä cadre, ä condition de
creer les appuis necessaires (planchers par exemple) aux reactions des
systemes porteurs sucessifs.

RESUME

L'hypothese de plasticite en traction doit etre rejetee pour expliquer
les valeurs elevees des resistances ä la fissuration obtenues dans certains
essais de constructions hyperstatiques en beton precontraint et des expli-
cations elastiques doivent etre recherchees. Elles paraissent consister dans
la succession de systemes porteurs differents, maintenant l'integrite reelle
ou apparente des zones en pre-fissuration. Ces phenomenes peuvent etre
observes dans certains cas pour des poutres et plus nettement pour des
dalles; il faut essayer d'organiser les constructions de maniere ä en
beneficier au maximum; et en particulier pour les dalles les pieces de
bords doivent etre dimensionnees pour resister aux reactions des systemes
porteurs successifs possibles.

SUMMARY

The assumption of plastic strains must be rejected in order to explain
the high values of tensile stresses obtained in certain tests condueted on
prestressed concrete statically indeterminate structures. The explanation
must lie in the presence of elastic strains. It seems that a succession of
different carrying Systems takes place, which maintains a real or apparent
integrity of the zones subjected to an early cracking. These phenomena
may be observed in certain cases for beams and more clearly for slabs;
structures must be designed in such a way as to benefit to a maximum
of these phenomena; in the particular case of slabs, edge beams must be
designed to resist the reactions of the various possible carrying Systems.

ZUSAMMENFASSUNG

Die Annahme einer plastischen Formänderung im Bereich der
Zugspannungen muss zur Erklärung der hohen Rissfestigkeitswerte, welche
bei Versuchen an statisch unbestimmten Vorspannkonstruktionen ermittelt
wurden, abgelehnt und eine Erklärung im elastischen Bereich gesucht
werden. Das Zusammenwirken verschiedener Tragsysteme scheint
tatsächlich oder scheinbar den Zusammenhang der betr. Zonen vor dem
Auftreten der Risse zu bewirken. Diese Vorgänge lassen sich in bestimmten

Fällen bei Balkenträgern, ausgesprochen jedoch bei Platten,
beobachten. Bei der Berechnung von Tragwerken sollte man diesem Umstand



PHENOMENES DE DEFORMATION ELASTIQUE 943

gebührend Rechnung tragen, um möglichst viel dabei herauszuholen.
Insbesondere müssen die Randträger bei Platten so bemessen werden,
dass sie die Kräfte der zusammenwirkenden Tragsysteme aufnehmen
können.

RESUMO

Deve rejeitar-se a hipötese da plasticidade do betäo em tracgäo para
explicar os valores elevados da resistencia ä fissuragäo obtidos em certos
ensaios de estruturas hiperstäticas de betäo preesforgado, sendo de
encarar entäo explicagöes baseadas na elasticidade. Estas parecem dever
ser constituidas pela sucessäo de sistemas portantes diferentes que man-
tem a integridade real ou aparente das zonas em pre-fissuragäo. Estes
fenömenos, em certos casos, aparecem mais em vigas do que em lajes;
uma estrutura deve ser feita de modo a beneficiar ao mäximo destes
fenömenos devendo, em especial, as vigas de bordadura das lajes serem
dimensionadas para poderem resistir äs reacgöes dos sistemas portantes
sucessivos possiveis.
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