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Pourquoi les frettes sont-elles
plus serrees, dans les aigus,

sur une guitare?
Charles Felix d'apres un article de Ian Stewart1

HARMONIE MUSICALE ET NOMBRES

Pythagore, intrigue par les rapports qui pouvaient lier la nature et les

nombres, se rendit compte que les phenomenes naturels sont associes ä

des lois qui peuvent etre traduites mathematiquement. II en est ainsi no-
tamment pour la musique. Une
corde qui vibre engendre une
note de base; un pincement si-
tue ä mi-longueur engendrera
une note d'une octave plus
haute et en harmonie avec la
note de base; d'autres harmo-
niques seront obtenues en pin-
cant la corde en d'autres points
qui sont des fractions simples
(le tiers, le quart, le cinquieme)
de la longueur.
Dans ce detail de L'Ecole cl'A-
thenes de Raphael, on voit une
tablette oil est inscrit le mot
EFP'OrAOPN, qui designe un
entier augmente de sa huitieme
partie (1 +-|-), c'est-a-dire le
rapport associe ä 1'intervalle
d'un ton. Au-dessous, on lit les
mots AIATEXEAPQN (diates-
saron), AIAEIENTE (diapente),
AIAIIAZQN (diapason) qui
sont disposes de telle sorte que

le diatessaron (rapport relie 6 a 8 et 9 ä 12, le diapente (rapport

-j 6 ä 9 et 8 ä 12 et le diapason (octave, rapport \ 6 ä 12.

1 Pour la science, mai 1990.
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PREAMBULES MUSICAUX

Les notes pythagoriciennes

Claude Ptolemee (150 apres J. C., Alexandrie) decrit, dans son traite
des Harmoniques, le Systeme pythagoricien selon lequel les notes doi-
vent etre representees par des rapports de nombres entiers:

longueur de la corde pour la note de base
rapport — -—-— y

longueur de la corde pour la note consideree

Ces rapports apparaissent experimentalement sur un monocorde (gui-
tare).
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Le monocorde permet d'etudier les rapports d'harmonie entre les notes

de musique. La corde complete donne la note de base (dessin a). La
corde raccourcie de moitie (rapport 2/1) forme l'octave au-dessus de la
note de base (dessin b). La corde raccourcie d'un quart (rapport 4/3) forme

la quarte au-dessus de la note de base (dessin c). La corde raccourcie
d'un tiers (rapport 3/2) forme la quinte au-dessus de la note de base
(dessin d).

Idee pythagoricienne: rechercher, pour creer une echelle harmonieu-
se, les notes obtenues par quintes successives.

note a note b note c note d

j rapport § 3 rapport f 9 rapport § £*^3 ^ raPPort 4 ^ ^4
quinte 2 quinte 2 4 quinte 2 8 quinte 2 16

Pour une corde de la longueur 1, on obtient

1/2

note a (sol)

note b (re)

note c (la)

note d (mi)

note e (si)

4/9 0,444
L_

8/27« 0,296
x2

16/81 0.198
*2 L

x 2 | x 2

16/27 0,5$ 3

0,5

2/3 « 0,667

x 2 8/9= 0,889

64/81 « 0,790

• •
do si la sol

(5) (3) (1)

mi re do

(4) (2)
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Remarque: chaque fois que la longueur de la corde est inferieure ä jon la double; ce qui permet de garder la meme note mais une octave
plus bas.

Les notes sont alors baptisees ainsi: note a: sol; note b: re; note c: la;
note d: mi; note e: si.

II apparait que l'ecart entre mi et sol est plus grand que les autres;
cette trop grande difference est reduite en introduisant une nouvelle note
appelee fa et definie ainsi:

partir de la note de base, descendre d'une quinte (rapport ou
longueur de la corde 4). puis remonter d'une octave (rapport '2 •

d. ou longueur de lä corde ^ j -j

fa

Les rapports associes aux notes sont done les suivants:

rapports 1 f §|

notes do re mi

4 3 27 243 9
3 2 16 128

fa sol la si do

II est interessant d'observer que pour passer d'un rapport au suivant,

il suffit de multiplier par le facteur -| (do-re; re-mi; fa-sol; sol-la; la-si)

ou par le facteur (mi-fa; si-do). Le facteur 1 est associe au ton, tan-
243 o

dis que le facteur =|| est associe au demi-ton.

Une gamme formee uniquement par quintes et octaves est voisine de

celle qui est formee par les notes blanches du piano.
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La gamme chromatique (pythagoricienne)

Cette gamme comporte douze notes distantes d'un demi-ton; entre do
et re apparait re bemol ou do diese; de meme entre re et mi apparatt une
nouvelle note appelee mi bemol ou re diese; ainsi de suite.

Puisque le demi-ton est associe au rapport on devrait avoir

Üf 743 ¥ ' or cette est fausse et conduit ä choisir pour le

second facteur le rapport puisque ||| • Ces deux rapports,

legerement differents, 1,0536 et 1,0679 introduisent un leger effet de

dissymetrie; ä noter aussi la non superposition de fa# (1,4238) et solb

(1,4047).

DO

1 81
64

2187
2048

I
DO

1 243 2

1

2187 256
2048 243

La gamme chromatique comporte douze notes, voisines de Celles que
donnent les touches blanches et noires (dieses et bemols) du piano.
Deux notes, fa diese et sol bemol, ont des valeurs differentes alors
qu'elles devraient etre confondues.

Gamme temperee

Dans cette gamme, le rapport associe au demi-ton est constant; si ce

rapport est note r, cette condition conduit ä poser:
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ou: r ll[T 1,05946

La gamme fondee sur ce nombre est la gamme temperee; elle permet
des changements de clef en cours de morceau; cet avantage est large-
ment utilise par Bach.

Les pianos et les guitares (notes fixees) utilisent generalement la

gamme temperee.
En comparant le demi-ton pythagoricien 1,05349

avec le demi-ton de la gamme temperee 'a/2- 1,05946

il apparaTt que les rapports sont voisins et dans les deux cas, il sera
question de demi-ton.

Pour resumer:

Table des rapports

Gamme chromatique
(pythagoricienne)

Gamme temperee

2*
1 2 12

x ~ 12 »12 '•"» 12

1 1

w 1.059

(W)2 1.122

(W)3 1.189

(W)4 1.260

(W)5 1.335

(W)6 1.414

(W)6 1.414

(wy 1.498

(wy 1.587

(wy 1.682

(wy° 1.782

(wyi 1.888

2 2

do

re

mit

mi

fa

fa#

sol

sol

lab

la

sib

si

do

b

256
243

9.
8

32
27

81
64

4
3

729
512

1024
729

3

2

128
81

27
16

ii9
243
128

1

1.053

1.125

1.185

1.266

1.333

1.424

1.405

1.500

1.580

1.688

1.778

1.898

2
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POURQUOI LES FRETTES SONT-ELLES
PLUS SERREES, DANS LES AIGUS,

SUR UNE GUITARE?

Propriete: si a a a3, sont les termes d'une progression geometri-
que de raison q, alors les differences a2 - a|5 a3 - a„ a4 - a3, sont aussi
les termes d'une progression geometrique de meme raison q.

FnpffPt ak+'-ak - a' qk ~ a iqk-' _ a,qk l (q- 1)

ak-ati ~ a,qkl-a,qk'2 ai q"2 (q - 1) 1

Dans la gamme temperee, les rapports correspondant aux notes sont

en progression geometrique de raison l\[2~ r).

Par suite, les longueurs des cor-
des sont en progression geometrique

de raison

1

'a/"2~
0,94387

et par la propriete enoncee ci-des-
sus, les differences des longueurs
de cordes de deux notes consecu-
tives sont done en progression
geometrique de raison

1

yr (<d

Done, plus on va dans les aigus,
plus la difference des longueurs est

petite, ce qui explique que les fret-
tes d'une guitare sont de plus en
plus rapprochees vers le centre.
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CONSTRUCTION D'UNE GUITARE,
D'UNE VIOLE, D'UN LUTH

Comme il est impossible de construire ypT «ä la regle et au com-

pas», ce que les Grecs savaient dejä, il n'est pas possible non plus de

construire ^^2~ VT/l) avec ces memes instruments. Des lors, aux

XVIe et XVIP siecles, les methodes geometriques pour le placement des

frettes ont suscite bien des recherches; et lorsqu'un procede etait mis au

point par un artisan, il etait jalousement garde. Pour approcher 'a/2~
Galilei proposa le nombre et Mersenne remplacera v/~2~ par deux

nombres qui peuvent etre construits ä la regle et au compas. Strähle nous

soumettra une construction «artisanale»...

Methode de Galilei (1581)

En 1581, Vincenzo Galilei, pere du fameux Galilee, proposa pour le

demi-ton le rapport soit 1,05882 (l\[2~ 1,05946)

Prendre les d'un segment est une construction aisee: on place ainsi

reb, puis re,...

I 8
Remarque', en prenant le rapport jj pour chaque demi-ton, et en

considerant que la longueur de la corde de la note de base (do) est

100000, alors celle de la corde du do superieur devrait etre egale ä

100000 (~H)12 50363. Cette note ne se trouverait done pas ä une

octave de la note de base. En placant l'octave correctement (longueur de la

corde 50000), le rapport est de 1,06652, ce qui signifie qu'il y a plus

d'un demi-ton entre le si et le do. Cette methode n'est done pas tres sa-

tisfaisante.
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Longueur de la corde

Gamrae temperee Galilei Erreur *

do 100000 100000 0

T 94387 94444 26

re 89090 89198 52

mi
b

84090 84242 79

mi 79370 79562 105

fa 74915 75142 131

solb 70711 70967. 157

sol 66742 67025 183

lab 62996 63301 210

la 59460 59784 236

T 56123 56463 262

si 52973 53326 288

do 50000 50000 0

* Calcul de 1'erreur: pour fa: 105 x log Gali,le! 105 • logr ° tempcrce ° 74915

Methode de Mersenne (1636)

En 1636, le moine Marin Mersenne (connu pour les nombres de la
forme 2n - 1), propose d'approcher

VT (=1,25992) par „
2

(=1,26120)
3 — V 2

nombre qu'il est possible de construire «ä la regle et au compas».

Corame VT OV2)4, il est aise de construire, par 1'approximation

de Mersenne, la longueur correspondant ä la note mi.
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L'octave est ainsi partagee en deux parties: l'une contenant quatre
demi-tons et 1'autre huit demi-tons. Dans la premiere partie, un demi-ton
vaut

t

dans la deuxieme partie

u — V3-V2 1,05933"'

t et u peuvent etre construits geometriquement.

Le tableau ci-dessous permet de comparer la longueur de la corde

pour la gamme temperee et pour la gamme de Mersenne.

Longueur de la corde

Gamme temperee Mersenne Erreur

do 100000 100000 0

r6b 94387 94363 - 11

re 89090 89044 -22
mi.

b
84090 84025 -33

mi 79370 79289 -44
fa 74915 75849 -38

solb 70711 70657 -23
sol 66742 66700 -27
,ab 62996 62964 -22
la 59460 59438 - 16

sib 56123 56109 - 11

si 52973 52966 -6
do 50000 50000 0

"'Condition: tJu8 2, u ; rappel: yj2 1,05946

1,05973
3-V2
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CONSTRUCTION DE STRÄHLE (1743)

Malgre la percee de Mersenne, la recherche d' une methode de
constructions geometriques du demi-ton continua.

En 1743, Daniel Strähle, un artisan sans aucune connaissance mathe-
matique proposa une construction aussi simple qu'ingenieuse dans les
Comptes Rendas de l'Academie de Suede.

Construction:

Tracer un segment QR de longueur 12 divise en douze intervalles egaux. Tracer ensuite des

segments OR et OQ egaux ä 24. Joindre O aux onze points de partage de QR. Placer P sur OQ
de sorte que QP soit egal ä 7. Puis tracer la droite RP et le point M tels que PM soit egal ä PR.
Si RM est la corde de la note de base, alors PM correspond ä l'octave. Strähle propose de

considerer les onze points d'intersection de RP avec les onze rayons issus de O, comme les
positions de frettes donnant les demi-lons.
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Jacob FAGGOT calcula (-1776)

Quelle est la precision de cette construction? Pour l'evaluer, le geo-
metre et economiste Jacob Faggot effectua un calcul trigonometrique et
ajouta son resultat ä la suite de Particle de Strähle: il concluait que 1'er-
reur maximale etait de 1,7%, soit cinq fois superieure ä ce que tolerent
les musiciens.

Faggot etait un des fondateurs de l'Academie de Suede; il en fut le
secretaire pendant trois ans et publia dix-huit articles dans les Comptes
Renclus.

Effectuons quelques calculs (ä la Faggot...) et calculons
les longueurs de corde

t h

17 /
y?

L /

7 /

kfi
8 £ e

pour ß:
cos ß - ^ d'oü ß 75,52°

poure:
LC2 72 + 122 - 2 • 12-7 -cos/3 49 + 144-2- 12-7-0,25

49+ 144-42= 151 d'oü LC Vp5l 12,29
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puis:
sin £ _ sin 75,52°

VTsi
sin £ 7 ' s'"75i52° q,55 16

Vl51

d'oü e 33,47°

pour y/:
y/ 180° -75,52° -33,4° 71,01°

Calcul de LLf (distance entre les frettes do et si) et LL2 (distance entre
les frettes do et sib)

A

Les mesures des angles a,, a,, sont aisement calculees en
appliquant les theoremes du cosinus et du sinus aux triangles ABM(,
ABM2,
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Ainsi:

LL 17 • sin 2-33P s 0,7434
1

sin 68,68°
LL, 17; sin 4,71° s 1j5242

sin 66,30°

II est facile de poursuivre ainsi et de calculer les longueurs des

cordes; en partant des valeurs ci-dessus, et par une simple proportion,
on trouve: pour si: 53025, pour si bemol: 56204,... (voir tableau page
suivante). C'est probablement ce procede qu'appliqua Faggot.

J.-M. Barbour controla (1957)

Dans son article, Ian Stewart ecrit:
«En 1776, J. Faggot etait le «numero quatre» de l'Academie de Suede,

derriere le grand Carl Linne, le naturaliste qui donna une classification

vegetale et animale en genres et especes. Autrement dit, quand
Faggot declarait une methode peu precise, c'est qu'elle etait peu precise.
L'opinion de Faggot fut propagee de siecle en siecle. Le Traite du
temperament musical de F. W. Marpurg, publie en 1776, par exemple,
prdsente la conclusion de Faggot sans meme indiquer la methode de
Strähle. C'est seulement en 1957 que J. M. Barbour, de l'Universite du
Michigan, decouvrit que les calculs de Faggot etaient faux!

Faggot commengait par determiner 1'angle ä la base du triangle
principal, soit 75°31' (ß dans notre figure). Puis il calculait la longueur LC
et 1'angle LCB. II determinait ensuite chacun des 11 angles formes au
sommet du triangle principal par les rayons issus de la base et deduisait
les longueurs decoupees sur la droite LC. Or Faggot calcula que 1'angle
LCB (e dans notre dessin) etait egal ä 40° 14', alors qu'il est egal ä

33°28'. Cette erreur fut fatale, car Tangle LCB intervient dans la
resolution de chacun des autres triangles, exergant sa trompeuse influence
sur tous. Notamment, 1'erreur equivalait ä considerer la distance LB egale

ä 8,6 au lieu de 7. En realite, l'imprecision de la methode de Strähle
est egale ä 0,15%, ce qui est parfaitement acceptable.»
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Strähle. Placement des frettes

En poursuivant les calculs commences plus haut, il est possible de
dresser le tableau ci-dessous:

Longueur de la corde

Gamme temperee Srähle Erreur

do 100000 100000 0

r6b 94387 94323 -32
re 89090 88991 -49
mi.

b
84090 84000 -46

mi 79370 79310 -33
fa 74915 74895 -9
solb 70711 70732 11

sol 66742 66798 38

lab 62996 63077 58

la 59460 59551 65

sib 56123 56204 60

si 52973 53025 38

do 50000 50000 0
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Nous verrons plus loin comment, ä l'aide de la notion de projection
centrale - la construction de Strähle ne nous y pousse-t-elle pas - il ap-
paraitra tout naturellement une fonction, que nous nommerons fonction
de Strähle, et qui nous livrera, par un calcul elementaire, la longueur de
la corde. II sera alors simple de comparer cette fonction ä la fonction 2\

COMPARAISON DES DIVERSES
APPROXIMATIONS ET DES ERREURS ASSOCIEES

Les tableaux ci-dessous permettent de comparer la longueur de la
corde des constructions de Galilei, Mersenne et Strähle, avec celle de
la gamme temperee; voir aussi les «resultats» obtenus par Faggot...

Les courbes illustrent les erreurs associees ä ces constructions et invi-
tent ä les commenter et... ä choisir.

Gamme temperee
Approximation
de Galilei

Approximation
de Mersenne

Notes 2*
longueur

de la corde
longueur

de la corde erreur
longueur

de la corde erreur

do

r^b

re
mi.

b

mi
fa

solb
sol

lab

la

sis
si
do

2

2"m
210/12

29'12

28/12

27/l2

26/l2

25/12

24"2

23/l2

22/l2

2"12

1

100000
94387
89090
84090
79370
74915
70711
66742
62996
59460
56123
52973
50000

100000
94444
89198
84242
79562
75142
70967
67025
63301
59784
56463
53326
50000

0
26

52

79
105

131

157

183

210
236
262
288

0

100000
94363
89044
84025
79289
75849
70657
66700
62964
59438
56109
52966
50000

0

- 11

-22
-33
-44
-38
-23
-27
-22
- 16

- 11

-6
0
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Approximation Approximation
de Strähle de Strähle

(calculs de Faggot)

longueur
prrpur

longueur
prrpur

de la corde
Cl 1 CU1

de la corde
cl 1 CUl

100000 0 100000 0

93790 -276 94 323 -32
88110 -479 88991 -49
82900 - 619 84000 -46
78090 -706 79310 -33
73650 -740 74895 -9
69530 -732 70732 11

65700 -683 66798 38

62130 -601 63077 58
58810 -478 59551 65

55880 -344 56204 60
52740 - 192 53025 38

50000 0 50000 0

Ces courbes represented les erreurs des diverses approximations de

la gamme temperee; elles sont exprimees par le logarithme du rapport
de la valeur approchee ä la valeur exacte.
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FONCTION HOMOGRAPHIQUE DE STRÄHLE

Rapport anharmonique. Propriete

Etant donne quatre points A, B, C, D sur un axe, dans un ordre quel-
conque, on appelle rapport anharmonique (011 birapport) le nombre r:

r SA : M note (ABCD)
CB DB

B C
D

let r
1,5 5,5

2,04

Propriete: le rapport anharmonique est conserve par projection
centrale

Ainsi, si O est le centre de projection, on a:

(ABCD) (A' B' C' D')

ou
CA DA - C1ALCA
CB

DA

DB C'B'
DA'
D'B'

62



Fonction homographique de Strähle

Reprenons la construction de Strähle

Plagons sur BC un axe x de maniere que les graduations 0 et 1 coincident

respectivement avec B et C et sur LC un axe y de maniere que les
graduations 1 et 2 coincident respectivement avec L et C.

Considerons une droite quelconque AD oil D est sur l'axe x. Soit D'
le point d'intersection de cette droite et de Taxe y. Appelons x la coor-
donnee de D et y la coordonnee de D' sur chacun des axes.

Par la conservation du rapport anharmonique, nous avons:

PS7 CS7 WS CS

DB CB
~~

D'L ' CL (1)
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Calculons encore la coordonnee de S:

pour memoire, nous avions obtenu:

ß 75,52°
LC 12,288

par suite, SC

e =33,47°

y =71,01°

7,1927
COS £

et LS 12,2882 - 7,1927 5,0955

Et. M 5'0955 _
~j~£ 12,2887

0,4146

d'oii la coordonnee de S sur l'axe y:
1,4146

Connaissant sur l'axe des x, les coordonnees de B (0), S' (0,5), D (x),
C (1), et sur l'axe des y Celles de L (1), S (1,4146), D'(y) et C (2), nous
avons, par substitution dans (1):

0,5-x 0,5-1 1,4146-y 1,4146-2
1-y '0-x ' 0-1 ~

ou, encore, apres reduction:

ou, en amplifiant par 40,9976:

et finalement (en arrondissant):

y

y

1-2

0,2438x + 0,5854
-0,1708x + 0,5854

9,9952x + 24

- 7,0024x + 24

lOx 4- 24

- 7x 4- 24

II s'agit de la fonction homographique, dite fonction de Strähle.
N'est-elle pas elegante!
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Graphiquement, dans l'intervalle [0; 1 J, la fonction de Strähle et la
fonction associee ä la gamme temperee y 2X se presentent ainsi:

Et le tableau de la page suivante permet la comparaison des longueurs
de cordes correspondant ä ces deux fonctions.
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Tableau des longueurs de cordes

Strähle
v _ 10x + 24
J - 7x + 24

Gamine
temperee

y 2"

Erreur*

do x 12

12
2 2 0

X
11

12
1.88626 1.88775 -34

re X 10
12

1.77981 1.78180 -48

mi
b

A
9
12

1.68000 1.68179 -47

mi A
8
12

1.58621 1.58740 -33

fa X
7
12

1.49791 1.49831 - 12

solb A 6
12

1.41463 1.41421 (A/2 13

sol A
5
12

1.33597 1.33484 36

lab X 4
12

1.26154 1.25992 56

la A
3

12
1.19101 1.18921 66

sib X
2
12

1.12409 1.12246 63

si A
1

12
1.06050 1.05946 43

do A 0 1 1 0

* Calcul de l'erreur: 105 x log [tcmpgJ|e ]

Quant ä savoir comment Strähle a eu l'idee de cette construction,
c'est une autre question...
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	Pourquoi les frettes sont-elles plus serrées, dans les aigus, sur une guitare?

