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SUR DES TESTS STATISTIQUES UTILES
POUR LA RECONNAISSANCE DES FORMES

PAR

Franz STREIT*

AnsiRAcr

On some statistical tests useful for the recognition of forms. - This article continues the study
started in (Sirhi, 1996) of statistical tests toi the lecogmtion of the original form of planar objects
which have been subjected to a landom deformation

First a test is described toi the case wheie the stochastic model pioposed in Stoyan & Stoyan
(1992) is applicable and wheie the random variables representing the deformations follow up to a sign
change the law of the absolute value of a standaid not mal random variable.

Then a test is mtioduced which is based on an alternative stochastic model of multiplicative type
with an underlying exponential distnbution It is explained how one can incorporate in the analysis
stochastic dependencies between the experimental measures taken from the same object

The piactical implementation of some of these techniques applied to the classification of the form
of sand grams is bnefly discussed

Key-words: Paftern recognition, statistical tests, models for stochastically deformed contours,
incorporating stochastic dependence relations between measuiements

INTRODUCTION. UN EXEMPLE DE L'APPLICATION DU
MODELE ADDITIF POUR DEFORMATIONS

En sciences expenmentales on observe frequemment des systemes d'objets plans et

on constate que ces objets ont une forme similaire mais pas identique. Souvent il est

raisonnable de supposer que lors de sa genese chaque objet ou grain est realise par une

deformation aleatoire de son contour ä partir d'une forme commune originale. Typique-
ment dans une telle situation on ne connait pas concretement cette forme originale mais

on observe des objets indivtduels deformes. Le but de ce travail est de montrer que l'on

peut utiliser des techniques statistiques simples pour determiner aussi bien que possible
la forme originale des objets.

Bien sür il existe differentes manieres concevables de decrire mathematiquement
l'influence du hasard dans ce contexte. Pour expltquer le principe de base je vats

d'abord me restreindre ä utiliser un modele propose dans Stoyan & Stoyan (1992): On

suppose que les formes Kj, Kn des objets plans O. On forment un echantillon
aleatoire et que la forme Kt admet la description par la formule

*Universite tie Geneve. Section tie Mathematiques, case postale 240, CH-1211 Geneve 24
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rM + Z'iv) [0 < <p < 2t,i (1)

Ici Rt (<p) designe le rayon vecteur de la forme K, ä Tangle <p mesure ä partir d'un

point de reference Pr par exemple du centre de gravite de O, et ä partir d'un point de

reference sur le contour qui caractense la direction ä Tangle tp 0 r(p>) designe le

rayon vecteur de la forme originale commune non-deformee et Z,(ip) la deformation
dans la direction <p de Tobjet Ol K( est obtenue de Ot en translatant Tobjet de telle fagon

que Pt coincide avec Torigine du Systeme des coordonnees du plan Pour des

explications plus detaillees du modele et des suppositions faites concernant les O, voir
Streit (1996)

Nous allons considerer le cas oü on admet comme formes originales une classe

d'ellipses En orientation standard r(tp) satisfait aux relations

r(ip) (cos(<p)2/a2 + sm(ip)2/b2)~1/2 [0 < <p < 7r/2] (2)

r(p>) r(jr — <p) [t/2 < <p < 7r] r(ip) r(<p — n) [t < <p < 2t]

L'etude de Kh Kn se fait concretement en mesurant le rayon vecteur de la

forme ä des angles presents, par exemple aux angles <p 0°, 90°, 180° et 270°
En supposant que les deformations Z((/tt/2) [i 1, n, I 0, 1, 2, 3] foiment un

echantillon aleatoire de taille 4n d'une population ä fonction de densite

fz{z) ^ (2/t)1/2pxP[-z2/2] [z < 0] /z(z) 0 [z > 0], (3)

la situation experimentale est completement specifiee
Considerons le cas oü on voudrait savoir si Ton a effectivement besoin d'admettre

la classe des ellipses ou s'il suffit de travailler avec la classe plus restreinte des cercles

c'est-ä-dire on veut tester les hypotheses

Hq a-b
contre

H | a * b,

oü les demi-axes a et b ne sont pas connus et sont positits
Dans un tel cas la methodologie statistique recommande (Witting & Mleller-

Funk. 1995. section 6 2 1) de baser la decision sur le test du rapport des vraisemblances

generalise On obtient la statistique de ce test en calculant d'abord la fonction de

vraisemblance L associee äR (R,(ln/2) [i 1, ,n,l 0 1,2,3])'
[oü ' designe le transpose d'un vecteur] selon

L(a, b R) (2/t)2" exp[— E,=0 2 E;'=1(ft(^/2)-a)2/2-E,=1,3 E/=1 (ä,(/tt/2) - b)2/2]

et en posant

Ajen [suPa b>o(^(a' b ff))] [supr>o(f)(r, r R))]

ce qui resulte en Agen [L(Ä, B R)]_1 [L(R, R R)]

II est facile ä verifier que les estimateurs du maximum de vraisemblance de r, a et b

sont donnees par
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R max (R,(Itt/2)) (4)
i=l, ,n,1=0,1,2,3

et

.4= max (Rt(hr/2)) B= max (R,(ljr/2)). (5)
t=l, ,7i /=0,2 i=l,. ,n,/=l,3

Asymptotiquement pour n grand la statistique modifiee —21n(A3e„) suit une
distribution de yf de K. Pearson ä un degre de liberte. Le test de niveau de signification a
s'effectue done en comparant la valeur realisee de la statistique du test asymptotique

-21n(A3e,) £ E(ft(^/2)-Ä)2- £ f:(R,(ln/2)-B)2 (6)
1=0 i=l 1=0,2 1=1 1=1,3 i=l

ä la valeur critique x2(l - a) definie par P(x\ < x?(l - a)) 1 - a, (que l'on trouve

tabulee dans beaucoup de livres statistiques) et en rejetant Ha si et seulement si

-21n(A,„) > x?(l - a)- (7)

UN MODELE STOCHASTIQUE DU TYPE MULTIPLICATIF

Le modele additif pour les deformations n'est peut-etre pas le seul modele ä

considerer. On peut aussi s'imaginer que les rayons vecteurs observes sont multiplica-
tivement lies aux rayons vecteurs de la forme originale selon la formule

R,(^>) Zt{<p)r(^>) [z l,...,n;0 < v?< 27r]. (8)

Du point de vue mathematique ce modele est plus facile ä manier. En principe
toutes les distributions ä valeurs exclusivement non-negatives sont admises et on n'a

pas besoin de limiter les supports des distributions pour respecter les restrictions
R, > 0 et r > 0 Un choix judicieux va souvent etre la distribution exponentielle de

parametre 1 specifiee par la fonction de densite

fz(z) e~z [z > o] fz(z) 0 [z < 0], (9)

Regardons le procede que Ton obtient, quand on resout notre probleme de tester
les hypotheses H0 : a b et Hx : a / b Pour 'a classe des ellipses specifiees par (1)

en observant #,(/7r/2) [i 1,.= 0,1,2,3] dans le cadre de ce nouveau modele

defini par (8). On suppose que les variables aleatoires

Rt(ln/2)/a [i 1 0,2] et R,(lw/2)/b [z 1= 1,3] formentun

echantillon de taille 4n de (9).
On trouve done pour la fonction de vraisemblance associee ä

R (Ri(Itt/2), Rn(hr/2) [I 0,1,2,3])'
L(a,b: R) a^b'^ exp[- E/=o,2 EP=i R,(^/2)/a-E,=1,3 E«i Ä,(/zr/2)/6]

et pour la statistique du test du rapport generalise des vraisemblances
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Agen [sup^j L(a, b i R)]-1 supr L(r, r : R) [L(Ä, B : R)]_1 L(R, R : R).
II est simple ä verifier que les estimateurs du maximum de vraisemblance sont donnes

par

R 7?o.i,2,3 EEfi.(W2)/(4n), (10)
1=0 i=l

et

Ä Äo.2 =EE R,(ln/2)/(2n), B Äli3 E E R,(l*/2)/(2n). (11)
/=0,2t l /=l,3t l

On constate alors que

((Ro.l,2,3)"2fio,2Äl,3)2n [4V*(1 - V*)]2",

oü V" [2ä0,i,2,3]_1Ro,2 suit sous H0 la loi beta ä fonction de densite

fv.(v') [r(277)]-2r(4n)(u*)2n-1(l - «*)»»-'.
Done le test au niveau de signification a possede la region critique

{u* < B(2n. 2n)(a/2)} U {u* > R(2n,2u)(l — a/2)},
oü B designe la distribution beta et la formulation precedente fait intervenir des valeurs

critiques bilaterales.

Asymptotiquement. pour n grand, on a que la statistique transformee — 21n(Aje„)

suit une loi de \f
ce qui nous conduit ä utiliser comme region critique du test asymptotique 1'ensemble

caractense par l'megalite

— 2(ln(A5en)) > \j(1 — a). (12)

UN EXEMPLE ILLUSTRATIF

Nous allons appliquer les considerations du paragraphe precedent ä la classification
de la forme de grams de sable. On trouve dans Stoyan & Stoyan (1992, page 187) la

reproduction des contours de 72 grains de sable Les premiers 24 contours representent
des grains de sable trouves ä la cote de la mer baltique proche ä Tressenheide, les 24

contours suivants proviennent de grains de sable collectionnes ä la riviere Selencuk en

Caucase et les derniers 24 contours montrent des grains de sable trouves dans le desert

Gobi; les grains sont d'habitude couches sur leur cote large Les contours ont ete

produits ä la base de photos qui donnent une image bi-dimensionelle des grains par
projection.

On a effectue le test de circulante base sur le modele multiplicatif ä distribution

exponentielle ä ces donnees. Cependant, pour faciliter la prise des mesures, on a base

les calculs sur la somme des deux rayons vecteurs en direction horizontale et les deux
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rayons vecteurs en direction verticale plutot que les quatre rayons vecteurs individuels
et on a suppose que ce sont les sommes reduites

D,(0)/(2«)= [Ä,(0) + Ä,(jr)]/(2a)et
D,(ir/2 )(2b) [R,(n/2) + R,(3~/2)}/(2b) [i 1,..., n]

qui forment un echantillon aleatoire de taille 2/; de la distribution exponentielle de

parametre I.
On a trouve pour les valeurs de la statistique du test asymptotique ainsi que pour

les probabilites aohs d'observer une valeur au moins aussi elevee que celle qui a ete

realisee (evaluee sous I'hypothese que H() est vraie et que n est grand)

pour les grains de la riviere: -21n(Asen) 1,11 ao(,s=0,29

pour les grains du desert Gobi: —21n(Asen) 0,76 a0bs 0,38

pour les grains de la mer baltique: —21n(Asen) 0,35 a0ts 0,56.

Done on se decide dans les trois cas pour la forme originale spherique des grains.
On note que la deviation de la forme spherique s'avere la plus marquee pour les grains
de sable provenant de la riviere et la plus faible pour les grains de sable provenant de la

mer. Cela est en boil accord avec les resultats d'autres analyses statistiques de ces

donnees.

MODELES A DEPENDANCES STOCHAST1QUES ENTRE LES MESURES
PRISES DU MEME OBJET

Decrivons maintenant ä l'aide d'un exemple elabore en detail comment (si cela

s'avere necessaire) on peut tenir compte de l'existence de relations d'interdependance
entre les mesures experimentales prises du meme objet.

L'idee de base consiste ä remplacer la supposition que les Z -variables forment un

echantillon aleatoire par une condition alternative.
Nous voulons decrire une situation, oü des valeurs larges obtenues pour les

mesures horizontales entrament d'habitude qu'egalement les mesures en direction verticale

sont grandes. Un modele multiplicatif ä dependance Markovien entre les mesures prises
de la meme unite basee sur la somme des rayons vecteurs horizontaux D,(0) et la somme
des rayons vecteurs verticaux D,(v/2) [i - 1, n] est engendre par les hypotheses
suivantes: On suppose que D,(0)/(2«) Z,(0) et D,(77-/2)/(2/?) Z,(7r/2) [/= 1et
que les variables aleatoires

Z/(0), Z„(0) forment un echantillon aleatoire d'une distribution exponentielle de

parametre 1 et que la variable aleatoire conditionnelle

Z,(tt/2)IZ,(0) suit une distribution exponentielle de parametre [Zi(O)]"1 et cela indepen-
damment de Z^ir/2), Z/(0) avec / * i. Au lieu de former un echantillon aleatoire de taille
2n, la loi composee des Z-variables possede done dans ce modele une structure plus
complexe.

Nous obtenons pour la fonction de vraisemblance associee ä

D=(A(/t/2);[i= l,...,n;Z 0,l])':
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L(a,b : D) (2a)"" exp[-(2a)-1 E?=. A(0)] nr=i{(D.(0))-1}(2a/(2/>))"
exp[-(2a/(2fc)) E?=i(AUO))"1 A(7r/2))] et done

ln(L(a,b : D)) —nln(2) — nD0/{2a) -Er=i ln(A(0)) — riln(6) — naD^o/b,
oü on definit D0 ELt A(0)/n et Dqo Er=i((A(O))-1 D,(tt/2))jn.

L'estimation selon la methode du maximum de vraisemblance de a et b donne ä

partir de l'equation 91n(L(a,6, D))/3a 0 Ä (BD0/{2Dn0))1/2 et ä partir de

1'equation d\n{L(a,b : D))jdb =0 B ÄD^q, ce qui conduit finalement ä

Ä D0/2 (13)

et
B D0D^0/2 (14)

Pour estimer a-b r dans le cas oü H0 est correcte on trouve ä partir de l'equation
d ln(Z/(r, r : B))/dr 0 que

R=D0/2. (15)

En se servant de ces resultats on arrive ä partir de

A9en [L{Ä,B : D]-1 [L(R, R : D)] ä

Ajen (I>i|o)nexp[n(l - Dqo)]. C6)

Pour ii on peut utiliser la region critique asymptotique

—21n(Ajen) —2n(ln(/2i|o) — Dqo + 1) > Xi(l — a)

pour tester H0 versus H\.

RESUME

Ce travail poursuit l'etude de l'utilisation de tests statistiques pour la reconnaissance

de la forme originale d'objets plans aleatoirement deformes qui a ete commencee
dans Streit (1996).

On decrit d'abord un test pour le cas oü le modele stochastique propose dans

Stoyan & Stoyan (1992) est applicable et oü les variables aleatoires decrivant les

deformations suivent ä un changement de signe pres la loi du montant absolu d'une
variable aleatoire normale centree reduite.

On introduit ensuite un test base sur un modele alternatif du type multiplicatif a

distribution exponentielle. On explique comment on peut incorporer dans l'analyse des

dependances stochastiques entre les mesures experimentales prises du meme objet.
On montre Papplication pratique de certaines de ces techniques ä la classification

de la forme de grains de sable.

Mots-cles: Reconnaissance de formes, tests statistiques. modeles pour des contours
deformes aleatoirement, modeles ä dependances stochastiques entre mesures
experimentales.
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