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A cette seance, M. Marc Vuagnat a presente un rapport sur
le Symposium de l'Union internationale de Cristallographie et

sur la 3e Reunion internationale sur la reactivite des solides,
ä Madrid.

Seance du 21 Juin 1956

Paul Rossier. — Sur la construction des polygones reguliers.

Soit un polygone regulier ä un nombre impair In + 1 de

cötes. Joignons un sommet aux extremites du cöte oppose. On

forme ainsi un triangle isocele d'angles 2<p <>!>

+ l'
L'axe de symetrie de ce triangle le decompose en deux triangles
rectangles d'angles <p et <J< «9- Ces angles sont coinplemen-
taires On a done

tg 9 tg 2« 9 1

La tangente de 2«cp est une fonction rationnelle de x tg <p.

Ainsi la construction des polygones reguliers est ramenee ä la

solution d'une equation algebrique. Sans aueun recours ä

l'imaginaire et en ne nous appuyant que sur les elements, nous
retrouvons ainsi un premier resultat de Gauss.

Sous cette forme, la theorie des polygones reguliers ne

presente aucune difllculte dans les deux cas connus des anciens.

Pour le triangle, n 1 et l'equation est

1 ou 3x2 1
1 — x2

Dans le cas du pentagone, n 2; l'expression de la tangente
de 4cp est (avec tg cp x),

bx (1 — x2)
tg 49

6x* + x'

Toutes reductions faites, il vient

5a:1 — 10a:2 +1 0.
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Cette equation biquadratique est justiciable du compas.
Avec n 3, on attaint l'heptagone. Un a alors

fi.r — 20.c3 -j- f>.r5
K ,>? " 1 — 15.r2 + 15z1 — .r6 '

J,'equation de l'heptagone devient, en posant a:2 y,

-,y* — 35y' + 2\y — 1 0

Pour demontrer la non-constructibilite de l'heptagone au

compas, il laut prouver l'irreductibilite de cette equation. Si
elle etait reductible, le premier membre pourrait s'ecrire, avec
des coelbcients entiers,

{ay + 1) (by- + cy — 1) 0

La comparaison des coefficients donne

ab 7; ac + 6 — 35; — a + c= 21.

Eliminons b et c, il vient

a3 + 21a2 + 35a +7 0.

Cette equation ne possede aucune racine rationnelle; l'equa-
tion de l'heptagone est done irreductible et la construction de

ce polygone est impossible au compas.
Pour l'enneagone, n 4 et

8
(1 — J"2) (1 — 6.r2 + x>)

g
1 — 28x2 + 70z1 — 28z6 + z8 '

L'equation de l'enneagone devient, avec x2 — y,

V — »V + 12y' — 36i/ + 1 0

Elle est reductible, car le premier membre est egal ä

(1 — 30) (1-33y + 27j/2 — 3y3)

Le premier facteur donne le triangle equilateral. On verifie

comme plus haut que le second facteur est irreductible. La
construction de l'enneagone est done impossible au compas.

On retrouve ainsi des resultats classiques en n'ayant recours

qu'aux formules de la trigonometrie elementaire. Trois cas fort
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interessants seraient evidemment ceux des polygones de 17,

257 et 65.537 cotes, dont Gauss a montre la constructibilite au

compas. On est conduit alors ä des equations de degres 8, 128

et 32.768 dont les coefficients sont eux-memes de grands
nombres (des milliers dans le cas de 17). II est certain que ces

equations sont solubles par racines carrees, mais la demonstration

directe de cette propriete, sans recours ä l'imaginaire,
semble devoir presenter quelques difficult.es.

Par contre, en reconrant ä 1'imaginaire, on ramene facile-

ment la theorie precedente ä celle de Gauss. Posons e1* u.
On a

_ u^n — i u2 — 1

tg 2«9 tg9 r(^nrTj U^TT)
1

Une seconde substitution u2 — z donne

z in + 1 + 1 0

C'est l'equation de Gauss de la division du cercle.

Paul Rossier. — Theoreme de Kempe et constructions au

compas.

Le theoreme de Kempe affirme l'existence d'un Systeme
articule permettant de decrire tout arc fini d'une courbe alge-

brique quelconque et donne le moyen de determiner ce Systeme.
Pour le demontrer, on pose

x a cos % + b cos ß

y a sin a + b sin ß

et on met facilement l'equation de la courbe sous la forme

Les Lj sont des constantes positives, les et les Sj des entiers

positifs et £j Tun des nombres 0, 1, 2 ou 3. Les termes de la

somme sont en nombre fini. Cette equation a la signification
suivante: la composition de vecteurs de longueurs fixes, L;-,

faisant les angls r^ a i Sj ß + e avec Taxe des x donne
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