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1919 Vol. 1 Septembre-Octobre.

SUR UNE NOUVELLE INTERPRETATION

DE LA

STEREOMETRIE RIEMANNIENNE

PAR

C. CAILLEH
(Avec 11 fig.}.

§ 1. — Dans un article paru l'an dernier ä cette place1 j'ai
demontre comment la Stereometrie riemannienne se confond
substantiellement avec la Cinematique des figures solides sphe-

riques mobiles sur leur propre sphere, ou encore — ce qui
revient au meine — avec la Geometrie des fleches sur la sphere.

La correspondance dont il s'agit exprime naturellement une

realite independante de toute consideration d'ordre methodo-

logique. Mais un fait est d'autant mieux connu qu'on sait le

contempler sous des aspects plus divers.
C'est ce qui m'engage ä revenir sur le sujet. Je vais l'exposer

une fois encore, sous une forme synthetique, bien differente de

celle que j'avais adoptee naguöre. Le nouveau mode d'exposi-
tion, tout abstrait qu'il est, me parait realiser un progres
marque au point de vue de la simplicity. On entre dans le sujet
de plein pied, et pour me suivre il suffira de connattre les

premiers elements de la Geometrie de la sphere.

Developper tous les details de la theorie, equivaudrait ä

1 Sur une interpretation de la Geometrie de Riemann ä 3 dimensions,
etc. Archives. Septembre 1918, pp. 119-150.
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370 INTERPRETATION DE LA STEREOMETRIE RIEMANNIENNE

refaire la Geometrie de Riemann dans sa totalite: je ne pouvais

y songer. Les pages qui suivent ne contiennent ainsi que les

traits qui m'ont paru les plus caracteristiques ; le lecteur
comblera aisement, me semble-t-il, les lacunes plus ou moins
voulues que j'ai laissees sur mon chemin.

I. — Nomenclature. Preliminaires.

§ 2. — Suivant l'usage, j'appelle figures congruences, ou su-
perposables, des figures qu'un mouvement ou deplacement
ordinaire peut appliquer l'une sur l'autre en faisant coincider tous
leurs points deux ä deux.

Les diverses figures F, F', Gr, (!', dont il sera question
plus bas feront toujours partiedela surface d'une sphere fixe; le

rayon de cette sphere est indetermine et l'on peut, si on veut,
le prendre pour unite.

On sait que si deux semblables figures spheriques, F et F',
sont congruentes, le mouvement qui transporte la premiere sur
la seconde peut toujours seremplacer par une rotation dont l'axe

passe au centre de la sphere. Cet axe recoupe la sphere en deux

points, diametralement opposes, qui sont les centres, ou poles,
de la rotation; il suffit d'en considerer un seul. Dans le cas que
nous envisageons, les trois locutions, mouvement, deplacement,
rotation (autour d'un axe ou d'un centre) sont synonymes, et se

remplacent mutuellement.
Deux arcs homologues ab, a'b', egaux entre eux1 etant choisis

a volonte, la correspondance des deux figures congruentes est

completement determinee : l'homologue c', d'un point c, appar-
tenant a la premiere, s'obtiendra en construisant le triangle
c'a'V egal au triangle cab, ce qui n'est possible que d'une ma-
niere. Le point c' est toujours du meme cote de l'arc a'b' que
son corrcspondant l'est de l'arc ab; tous deux sont ä gauche, ou
tous deux ä droite.

1 Les points homologues sont designes ici par les memes lettres accen-
tuees.

L'arc ab qui unit les deux points est inferieur ädeux angles droits. Dans
les figures, nous tragons les arcs de grand cercle comme des droites.
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II suit de lä qu'une figure donnee possede oo3 figures con-

gruentes. La chose est evidente par ailleurs; car le centre de la
rotation qui amene les deux figures l'une sur l'autre peut rece-
voir cc'2 positions sur la sphere, tandis que l'amplitude de cette

meme rotation est susceptible de oo1 valeurs.
Si cette amplitude est egale ä 180°, les deux figures sphe-

riques, congruentes entre elles, sont syirietriques par rapport ä

un point de la sphere, et la reciproque est vraie. Nous disons
dans ce cas que les figures sont conjugates, ou, pour employer un
terme plus expressif, qu'elles sont opposites. Une figure possede

evidemment oo"2 figures conjuguees (ou opposites)1.

§ 3. — La figure Gr, formee de tous les points diametralement

opposes ä ceux qui constituent une figure F, est Yantipode de

cette derniere : la definition est evidemment symetrique relati-
vement aux deux figures antipodes. II est clair que deux figures
antipodes ne sont pas superposables, bien que les dimensions
des parties homologues soient egales entre elles.

II est clair aussi que les grands cercles homologues dans les

deux figures antipodes sont toujours confondus et les points
homologues toujours distincts.

Deux figures F et G sont dites contraires l'une de l'autre

quand la premiere est superposable ä l'antipode de la se-

conde; ici encore il y a reciprocite, et si F est contraire ä G, G

sera aussi contraire ä F.

Un retournement est l'operation par laquelle une figure F se

transforme en l'une de ses contraires. Un retournement parti-
culier est defini completement au moyen de deux segments

egaux ab, a'b' choisis ä volonte dans les deux figures contraires.
Le correspondant c', d'un point c appartenant ä F, s'obtiendra

en construisant le triangle a'b'c', symetrique du triangle abc; si

c est k gauche de ab, son homologue e' sera ä droite de a'b'.
11 suit de lä que le nombre des retournements possibles ou,

si on veut, que le nombre des contraires d'une figure donnee,
monte ä oo3.

1 Le Symbole quaternion d'un mouvement est p. p. Si le mouvement
equivaut ä une symetrie relative ä un centre le quaternion p degenere en

un simple vecteur.



372 INTERPRETATION DE LA STEREOMETRIE RIEMANNIENNE

§ 4. — Deux figures contraires F et G sont susceptibles de

trois dispositions possibles.
1° F et G peuvent d'abord etre antipodes; nous savons que

dans ce cas, qui ä beaucoup d'egards doit etre regarde comme

singulier, tous les points homologues sont differents et tous
les grands cercles homologues identiques.

2° F et G peuvent etre symetriques par rapport ä un certain

arc de grand cercle, ou equateur E. Nous dirons dans ce cas que
F et G sont des figures reflexes.

II est clair que, pour les figures reflexes, l'equateur est le seul

grand cercle invariant. Non seulement il se correspond ä lui-
meme dans le passage de F ä G, mais en outre tous ses points
restent immobiles, c'est-ä-dire qu'ils sont ä eux-memes leurs

propres homologues.
3° Toutes les figures reflexes d'une figure F ne forment qu'une

biserie oo2; deux figures contraires quelconques, F et G, ne sont
done pas reflexes en general.

Prenons au hasard deux figures contraires: on demontre
aisement qu'il existe encore un equateur E doue des proprietes
suivantes.

Considere dans sa totalite, l'equateur est invariant, il est son

propre correspondant. Seulement ses differents points ne sont

pas immobiles. Le retournement qui transforme F en G peut
s'effectuer en deux temps. Une reflexion sur E cliangera d'abord
F en une de ses reflexes G'. Un glissement convenable le long
de E amenera ensuite G' en G. Sans que le resultat soit change
les deux operations composantes peuvent d'ailleurs s'executer
dans l'ordre inverse; elles sont permutables.

On constate immediatement d'apres cela que, dans le cas general

d'un retournement quelconque, tous les points sans exception
sont differents de leurs homologues. Quant aux grands cercles,
seul parmi eux, l'equateur possede la propriete d'invariance.

Si done on sait de deux figures contraires qu'elles ont un
point commun, on peut aflirmer sans autre que ces figures sont
reflexes; cette remarque est essentielle.

Par exemple, soient F, F' deux figures congruentes, a leur
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point homi'logue commun, ou le centre de la rotation quiamene
F sur F'. Prenons la reflexe G' de la seconde figure par rapport
ä un grand cercle quelconque passant en a. Les deux figures F
et G' sont contraires, mais comme en outre elles possedent un
liomologue commun, ä savoir le point a, elles sont reflexes l'une
de l'autre relativement ä un certain meridien issu de a.

Prenons encore deux figures reflexes F et G. puis faisons les

tourner toutes deux, independamnient l'une de l'autre, autour
d'un point quelconque a appartenant ä leur equateur. Pendant
leur mouvement elles engendrent chacune une couronne; si on

prend ä volonte une figure F' dans la premiere de ces couronnes
et une figure G' dans la seconde, F' et G' seront toujours
reflexes; car ces figures sont contraires et possedent un liomologue

commun, le point a.
Soient F' une figure quelconque et G' son antipode; depla^ons

F' de 180° le long d'un certain üquateur E, la transformant
ainsi en une figure opposite F". Le mouvement (F', F") et le

retournement (F', G') changent tous les deux un point a de

l'equateur en un point qui lui est diametralement oppose a'.
Ainsi done, les figures contraires F" et G' sont reflexes
relativement au grand cercle E.

Autrement dit les diverses figures F", qui sont conjuguees de

la figure F', sont en meme temps les figures reflexes de la

figure G',elle-meme antipode deF'. Lareciproque est egaleinent
vraie.

Considerons en dernier lieu deux figures congruentes F et

F'; supposons qu'il existe deux points homologues, a dans F et
a' dans F', qui soient antipodes l'un de l'autre. Je dis que ces

figures sont opposites.
En effet F' a le point a' commun avec l'antipode G de la

figure F; de la sorte F' est reflexe de G, il est done, en vertu
de la propriete precedente, opposite de F.

II est clair que dans le cas en question, il y a dans F, outre le

point a, uue serie d'autres points jouissant de la propriete d'etre
diametralement opposes ä leurs homologues; ces points torment
l'equateur commun ä F' et G.

II importe en terminant ces preliminaires de remarquer les
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proprietes suivantes qui sont presque evidentes et intervien-
nent ä chaque instant.

Deux figures congruentes, opposites, contraires, reflexes,
antipodes, conservent leur relation particuliere quand l'on soumet
l'une et l'autre au meme mouvement ou au meme retourne-
ment.

La composition de deux mouvements, ou celle de deux retour-
nements, redonne un mouvement.

Au contraire la composition d'un mouvement avec un retour-
nement engendre un retournement.

L'analyse ä laquelle il a ete procede plus haut nous a mon-
tre que tout retournement se decompose en un glissement et

une reflexion le long du meme equateur: c'est un cas particu-
lier de la derniere propriete mentionnee ä l'instant.

II. — Les trois objets de la Geometrie spherique.

§ 5. Dans la Spherique ordinaire, l'elemeiit primitif est le

point, et avec lui son element polaire, l'arc de grand cercle ou

geodesique de la Sphere. Tous deux, sans disparaltre absolu-

ment, vont passer ä Farriere-plan: de nouveaux objets sont
destines ä un role beaucoup plus essentiel et vont servil* de mate-
riaux pour la construction d'une Geometrie spherique ä trois
dimensions.

Afin d'eviter de surcharger notre terminologie de neologismes

plus ou moins mal formes, nous ne designerons pas les nouveaux
elements par des noms communs mais simplement par les initiales

p, os et A. Qu'il suffise de noter des maintenant qu'un p correspond

au point, un os au plan, une ä ä la droite de l'espace rieman-
nien ä trois dimensions1; cette assimilation sejustifiera d'au-
tant mieux que nous etudierons plus ä fond les proprietes mu-
tuelles des trois elements fondamentaux^, os et 6.

La Spherique ä trois dimensions que nous allons developper
a beau imiter la Stereometrie riemanienne et en fournir une

1 En cas de besoin on peut employer les termes pseudopoint, pseudoplan

et pseudodroite au lieu de p, ü, ou S. Les locutions point, plan et
droite riemanniens s'offrent aussi d'elles-memes.
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representation adequate, eile n'en est pas moins depourvue de

tout earactere transcendant; eile appartient tout entiere ä la
Geometrie euclidienne ordinaire.

Les elements fondamentaux p, m et S possbdent plusieurs
definitions differentes, selon qu'on les considere comme des

etres independants et indecomposables, ou que, au contraire,
on fait de chacun d'eux un ensemble d'elements appartenant ä

l'une ou l'autre des deux autres categories.
Sous ce dernier aspect, ce sont des couronnes ou des couro-

no'ides; mais, dans ce chapitre, nous n'avons ä faire qu'aux
definitions autonomes des p, w et d, qui les constituent chacun en

une espbce distincte.
1° Un p est l'equivalent d'un mouvement de la sphere; c'est

done l'operation qui fait correspondre deux figures eongruentes
F et F', qui associe, d'une maniere determinee, un point a' k

un point a arbitrairement choisi sur la sphere, de telle sorte que
la figure formee par les a' soit superposable ä la figure formee

par les a correspondants. Quand les figures superposables F et
F' sont donnees, p Test aussi; nous ecrivons, pour indiquer
ceci, p (F, F').

L'ensemble de tous les p forme une triserie, car il y a oo3

displacements possibles. On peut dire encore que la multiplicite
des p est ä 3 dimensions. Cette multiplicite est d'ailleurs
continue. Car si on prend deux de ses elements

p' (F, F') et p" (F, F")

il est clair qu'on peut intercaler entre F' et F" une serie continue

de figures F(n) toutes superposables ä F. Chacune des

operations (F, F(n)) differe infiniment peu de la precedente
et de la suivante : et l'on vient de reunir les deux elements
donnes par une courbe continue d'elements p.

2° L'element analogue au plan de l'espace riemannien sera
denote par le symbole <x>

Un m designe l'operation bien definie qui fait correspondre ä

une figure F de la sphere l'une de ses contraires G; c'est done

l'equivalent d'un retournement. Une figure F admet oo3 figures
contraires G, il existe done une triserie d'elements cu — (F, G),
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tous distincts les uns des autres. Parmi ceux-ci on peut remar-
quer, ä cause de son caractere singulier, le m qui associe ä la

figure F son antipode 6.
II est d'ailleurs evident que l'espace qui est continu quand

on le considere comme lieu des p est encore continu quand on
le considere comme lieu des ro

3° Le troisieme objet de notre Geometrie s'appellera une S;

c'est lui qui fait pendant ä la droite de la Geometrie ordinaire.
Une ö, c'est un couple de 2 points pris sur la sphere, comme

m et m' (fig. 1). Le premier de ces points fait fonction Aborigine,
le second d'extremity de la 6. L'ordre de ces points est done un
element fondamental dans la definition d'une <f particuliere, et
la d (m, m') est completement differente de 6' (m', m)1.
U est clair par lä que la sphere contient o=4 objets S. difterents
entre eux, c'est-ä-dire autant qu'il y a de droites dans l'espace
ordinaire.

Deux ä telles que (m, m') et (n, n') dont les extremites cor-
respondantes sont antipodes l'une de l'autre (fig. 1) sont regar-
dees comme une seule et meme §, decrite tantot dans un certain

sens, tantot dans le sens oppose.

III. — Elements polaires. Elements oonjugues.
Elements conjoints.

§ 6. — Nous savons qu'un p fait correspondre ä une figure F,
choisie ä volonte, une nouvelle figure F' congruente de la

premiere, et que, de meme, un vs determine associe ä la meme
F une troisieme figure G' contraire ä F.

1° Cela pose, si F' et G', qui sont contraires, sont en outre
antipodes l'une de l'autre, nous dirons que p est 1 e pole de ro,
lequel ä son tour est le pole de p; dans ces conditions, p et m

sont des elements polaires (ou antipodes).
De la sorte, tout p possede un pole m. et tout as un pole p,

l'un et l'autre parfaitement determines.

1 La relation entre S et 8'n'est pas invariante par mouvement. Voir p. 400.

Une 8 dont les deux extremites coincident n'a pas non plus un caractere

invariant; ce cas particnlier ne merite done pas d'attirer l'attention.
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2° Soient deux p determines, commep' (F, F') etp" (F, F").
Lorsque les figures F' et F", qui sont toujours superposables,
sont opposites (conjuguees), c'est-ä-dire ponctuellement syme-
triques, nous dirons que p' et p" sont conjugues entre eux.

II est clair que la figure F' admet ooä conjuguees F". D'autre

part F peut prendre od3 positions, d'oü au total co5 systemesj/,
p" d'elements p conjugues entre eux. Ce nombre se reduit
ä oquand Tun des elements du couple est donne.

Prenons de meme deux us particuliers, us' — (F, G') et
us" (F, G"); ils seront conjugues si les figures congruentes
G' et G" le sont elles-memes. II y a ainsi co5 systemes (us', us")

de us conjugues entre eux parmi lesquels od2 elements us" conjugues

ä un certain us' donne a priori.

*1*

T>

nP

Fig. 1. Fig. 2.

Dans la figure
mn 180° et m'n' — 180°.

La notion de conjugaison s'etend aussi aux objets S, voici
comment.

Deux d comme (m, m') et (n, m'), ou (m, m') et (m, n')
(fig. 2) qui possedent une extremite commune tandis que les

deux autres extremites sont diametralement opposees, s'appel-
lent d conjuguees entre elles.

Cette notion est done independante du sens de description
des d ainsi associees; et toute d possede une et une seule conju-
guee.

3° La notion generale de conjonction correspond ä celle de

rencontre, ou d'intersection dans la Geometrie ordinaire. De

meme que cette derniere eile presente un assez grand nombre
de cas particuliers.
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Soient comme ci-dessus p — (F, F') et m (F, G') deux
elements p et w bien determines.

Lorsque les figures F' et G', qui sont contraires, deviennent
reflexes, les deux elements p et us se trouvent dans la situation
de conjonction. On dira encore, ä propos des elements conjoints,
que us contient p, passe par jo, quep est situd dans os, ou toute
autre locution equivalente.

Une figure F' admet autant de figures reflexes qu'on peut
tirer d'equateurs surla sphere, c'est-a-dire oo"2. C'est le nombre
des es qui sont conjoints ä un p donne, ou des p qui sont

conjoints a un es donne; quant au Systeme total des elements

conjoints (p, es), il monte evidemment au chiffre de cc5.

§ 7. — La notion de conjonction appliquee aux elements d

presente une assez grande variete; en effet deux <)' peuvent etre
conjointes entre elles, et une 6 peut aussi etre conjointeavec un
p ou avec un es. Nous devons examiner ces divers cas.

Tout d'abord, deux S particulieres telles que öt — (ct, c't) et

(c,. c't) sont dites conjointes (se coupent, se rencontrent,
concourent, etc....), si on a l'egalite (fig. 3)

On remarquera que si on intervertit le sens d'une des J, ou
de chacune, ces S ne cesseront pas de se rencontrer.

En effet, si le renversement a converti la dj (c0 c'j) en (y, y'),
nous avons

YC, — 180° — c c y' c 180° — <' ci 2 12 1 2 12

si done la condition de rencontre ^ est satisfaiteavantle

renversement, eile Test aussi apres, car on a encore yct y c%.

Un cas particulier de la rencontre de deux <5 merite d'etre
Signale des maintenant.

Supposons cjc2 90°; en employant les memes notations

que tout ä l'heure, nous avons done aussi yc3 y ct — 90°.

La d., qui est conjuguee a (c,, c[) est (y, c[) ou (c,, /) sui-
vant le sens de sa description; dans le cas qui nous oecupe,
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rencontre non seulemement mais encore la conjuguee de cette
derniere. Et il y a reciprocity.

Deux pareilles d dont chacune rencontre l'autre ainsi que la

conjuguee de celle-ci s'appellentperpendiculaires. La condition
de perpendicularity est done que les extremites correspondantes
des deux d se trouvent ä la distance d'un quadrant; eile est,

comme il est facile de s'assurer, non seulement süffisante, mais
aussi necessaire.

Nous dirons souvent que deux points a et a' se correspondent
selon un certain p, ou un certain to, pour exprimer que a' est

l'homologue de a apres qu'on a effectue, soit l'operation j), soit

1'operation vs.

Lorsque l'extremite c' d'une d (c, c') correspond ainsi ä

l'origine c de la meme d, selon p, ou selon to, S est dit conjoint
avec Velement p, ou avec Velement ts (appartient ä p ou ts, les con-

tient, y est contenu, etc...).
II est clair que les operations p et ts transforment deux points

diametralement opposes en deux nouveapx points qui sont

encore diametralement opposes. Done si p ou us contiennent une
certaine d, ils contiendront aussi la meme d decrite dans le

sens contraire du sens primitif.

Voici encore quelques remarques evidentes.
Toutes les d qui passent par un certain p sont concourantes

deux ä deux, il en va de meme pour les d qui font partie d'un
certain us determine. Car, dans l'un et l'autre cas, les origines
et les extremites de deux de ces d sont equidistantes.

Etant donne un certain p il existe a>2 objets d qui appar-
tiennent ä cep. Car si d (a, a') doit faire partie de p, l'origine

a a peut etre ete choisie ä volonte sur la sphere; il faut et il
suffit que l'extremite a' corresponde ä a selon p.

De meme un us donne renferme une biserie d'objets d qui
appartiennent ä ce rar.

Reciproquement, etant donnees deux d concourantes, il existe

un et un seul p qui les contient chacune, et de meme, il existe

un et un seul us passant par l'une et l'autre1.

1 II est clair que deux S non-concourantes n'appartiennent jamais au

meme p, ni au meme us.
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En effet, si ä' =(a, a') et <T (b, V), la condition de

rencontre de ces S est

ab z=z a' //

Et alors, il y a un mouvement p et un retournement as, tous
deux bien definis, qui appliquent Tun sur l'autre les couples

homologues (a, b) et («', b').
Nous remettons au chapitre IV la suite des proprietes concer-

nant la conjonction des figures; elles sont presque aussi imme-
diates que les precedentes.

IV. — Intersections et sujets connexes.

§8. — Theoreme. Une ä determinee 0 =- («. a') contient cc1

elements p distincts, et aussi cc1 elements as distincts.
En effet pour definir p — (F, F'), il faut connaftre, dans F',

les points a' et V qui correspondent ä deux autres points a et b,

choisis dans F ä volonte. Obliger^i ä etre conjoint avec <J, c'est

se donner un seul des deux couples, ä savoir (a, a'). La figure F
etant tracee comme on veut, la figure F' pourra tourner d'un
angle quelconque autour du point a', homologue ha, tout en
restant congruente ä F.

A cbacune de ces cc1 positions correspond un^i place sur d.
Supposons que F' se deplace d'une maniere continue autour de

a', leji correspondant varieralui aussi d'une maniere continue;
au bout d'un tour entier effectue par la figure F' le p primitif
sera revenu ä sa position initiale en progressant toujours dans
le meme sens. Ainsi, dans la Geometrie riemannienne, quand
un point decrit une droite sans jamais revenir en arriere, il
finit par se retrouver ä son point de depart.

Les inemes proprietes persistent pour les ra passant par la
d don nee; il suffit, pour la demonstration, de substituer k la
figure F' une figure G' contraire de F.

Theoreme. Deux elements p et w, conduits selon la meme
d — (a, a') sont toujours dans la situation de conjonction.

En eff'et, selon l'operateur p une figure F se transformera en

une figure congruente F'; selon as, F se changera en une figure
contraire G'. Mais p et as contenant tous les deux la S (a, a'),
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l'homologue de a est a', tant par rapport ä l'operateur p qu'ä

l'operateur us. Et ainsi les deux figures contraires F' et G'

ayant un point homologue commun, äsavoir a', seront reflexes;
e'est justement la condition pour la rencontre de p et 05.

Theoreme. Deux p distinets etant donnes, com me p' et p", il
existe une d, et uneseule, appartenant ä l'un et l'autre p. C'est

la 8 joignant p' ä p".
En effet, p' — (F, F') et p"= (F, F") transforment la figure F

en deux nouvelles figures F' et F" congruentes ä F, par suite

superposables. II existe done entre F' et F" deux points homo-

logues communs, a' et — a', lesquels sont diametralement

opposes. Soit a l'homologue de a' dans la figure F, la 8 cherchee,

commune ä p' et p", est 8 (a, a.'). II n'y en a pas d'autre1.
Theoreme. Deux elements cd differents entrc eux, tels que

03' (F, G') et es" (F, G") possedent toujours une et une
seule 8 commune. C'est Yintersection de es' et us".

La preuve est exactement la meme que celle du theoreme

precedent; eile s'en deduit en substituant aux figures F' et F"
les figures G' et G", contraires ä F, et congruentes l'une par
rapport ä l'autre.

§ 9. — Le faisceau de 8. Un p et un as quelconques ne
possedent habituellement aucune d commune. Mais s'il existe une

' La 8 (—a, —a') n'est pas une nouvelle solution; eile redonne la
meme pseudodroite decrite en sens contraire.
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d qui soit en conjonction tant avec un certain p donne qu'avec
un certain us egalement donne, il existera alors une infinite de

conjointes ä p et ä us simultanement. La monoserie que
ferment ces S est un faisceau.

Faisons comme toujours p — (F, F') et us (F, G'). Si
S (a, a') est une pseudodroite commune h p et us, les trans-
formees F' et G', obtenues respectivement selon p et selon us

^

auront le point homologue commun a'. Les figures F' et G'
sont done reflexes et possedent une serie de points communs \
Ceux-ci sont disposes selon un certain arc de grand cercle E',
dont le correspondant, dans F, est un autre grand cercle E.

L'ensemble des ö communes hp et us, d — (b, V), s'obtiendra
en associant les divers points b du cercle E ä leurs correspon-
dants sur le cercle E' et la correspondance est telle qu'on ait
toujours ab a'b'. II est ciair que ces deux arcs sont homo-

logues aussi bien selon le mouvement p que selon le retourne-
ment as: e'est en ceci que consiste essentiellement la propriete
du faisceau.

Theoreme. Par trois p determines, ä savoir p, — (F, F,),
Pz (F, Fä). p3 (F, F3), passe un es, et un seul, m (F, G).
De meme trois es determines, ä savoir us, (F, Gt), (F, G2),

ro3 (F, G3), se rencontrent en un p et un seul p.
Le raisonnement est tout pareil pour les deux parties du

theoreme, et il sufiit de prouver la premiere. C'est l'analogue de

la propriete d'apres laquelle trois plans se coupent en un point,
ou de la propriete correlative d'apres laquelle trois points
determinent un plan et un seul.

II sufiit evidemment pour la demonstration d'etablir l'exis-
tence d'une figure G, contraire de F, qui soit reflexe des figures
Fi. Fä. F3.

Marquons en az le centre commun aux figures F, et F2, en

at le centre commun ä F2 et F2, enfin en a[ le centre commun

äF.etF^
Tirons, par exemple, l'arc azdt et soit G la symetrique de la

figure Fa par rapport ä cet arc. G est done reflexe de F2; mais il

1 Si F' et G' sont contraires sans etre reflexes, p et es n'ont evidemment

aueune 8 commune.
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Test aussi de Ft comme ayant le point c/ commun avec cette

figure. Enfin Gr est encore reflexe de F., puisque le point a[ est

un.homologue commun ä l'une et l'autre figure.
La figure G est done reflexe des trois figures F15 F,, Fs. C'est

evidemment la seule qui possöde cette propriete, ä moins que
les trois points a[, a[, a^ne coincident1. Cette circonstancea lieu
quand les trois figures Ft, Fs, Fs font partie d'une meme cou-

ronne, ou les troispt, pt, d'une meme ö.

Probleme. Trouver un as passant par une 8 donnee et par un

p donne (ou, correlativement, un p situe sur une 8 et dans un
eo donnes).

Cette question n'est qu'une Variante de la precedente. Resöl-

vons-la d'une maniere independante.
Soient 8 (a, a') et p (F, F'). Marquons en a", dans F',

l'homologue du point a considere comme faisant partie de F, et
soit E l'arc de grand cercle qui coupe a'a" perpendiculaire-
ment en son milieu (fig. 4). Prenons la reflexe G de la figure F'
par rapport ä l'equateur E : je dis que tö (F, G).

En eilet a' est dans G l'homologue du point a" considere

comme appartenant a F'. Ainsi a' correspond ä a selon w,
autrement dit us contient la 8 donnee, 8= (a, a'). D'autre part
G et F' sont reflexes, le as (F, G) est done conjoint avec

p (F, F').
La solution est evidemment indeterminee, d'ordre oo1, quand

8 contient p. Dans ce cas a' coincide avec a", l'equateur E est

un quelconque des cercles issus du point a'.

Ce qui precede n'est en somme que le decalque de la Geometrie

projective ordinaire; toutes les relations projectives connues
entre les points, les plans et les droites se retrouvent telles
quelles entre les p, les as et les 8 de la Geometrie spherique.

Et en resume, nous savons :

1° Construire la 8 commune ä deux elements p' et p".
2° » l'ensemble de tous les p et de tous les tö, appar¬

tenant ä la 8 de jonetion entre p' et p".

1 Deux des trois points ne peuvent co'incider sans que le troisieme
coincide egalement.
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3" Construire l'intersection de deux elements ö' et ü".
4° » l'ensemble de tous les p et de tous les rö apparte-

nant ä l'intersection de et ö".
5° » l'element tö passant par trois p donnes.

6° » l'element p commun ä trois ü donnes.
7° » l'intersection d'une d avec un ti donne.

8° >; le ö qui passe par une S et un p donnes.

V. — Dualite.

§ 10. — Remarquonsen premier lieu que des <1 qui sont conjuguees,

ne sont jamais conjointes. Car si l'on a <T (m, m') et
ö" (m, m"), la condition de conjugaison est m'm" 180°,

celle de rencontre est au contraire m'm" 0.

Theoreme. Deux p, tels que et p" respectivement choisis ä

volonte sur deux d conjuguees sont aussi conjugues entre eux-.

Et de meme, deux sj, tels que ü' et sf, menes respectivement

par deux S conjuguees sont aussi conjugues.
La demonstration etant toute semblable pour les deux parties

du theoreme, ne considerons que la premiere.
Soient S' (m, m') ei S'' (m, m") les deux <1 conjuguees;

m' et m" sont done antipodes. Posons p' — (F, F') et (F. F").
Puisque p' appartient ä §' et p" ä les points m' et m" sont

les correspondants respectifs du meme point m. Et ainsi les

figures congruentes F' et F" possedent un couple de points
homologues qui sont diametralement opposfis. Dans ces conditions

F' et F" sont opposites, et les elements p' et p" sont

conjugues.
Voici, si on veut, une nouvelle demonstration du meme fait.
Soient d le pole de l'arc m'mm", d' l'homologue de d selon p'.

Puisque p' est conjoint ä d' (m, m'), on aura (fig. 5)

m'd' — md m'd — 90°

D'oü resulte que l'arc dd' rencontrera m'm" ä angle droit au

milieu entre m' et m".
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Exactement pour le meme motif, l'arc dd! contiendra l'homo-
logue d", selon p", du point d.

Des lors si on considere les figures m'd' et m"d" qui
correspondent ä md, respectivement selon p' et selon p", on voit qu'il
suffit de faire basculer l'une d'elles, autour du milieu de l'arc
d'd", d'un angle egal ä deux droits, pour l'appliquer sur l'autre.
Ce qu'il fallait demontier.

Theoreme. Si un p appartient ä une d, son pole tö appartient
ä la d conjuguee ä la premiere. Et de meme, si un tö passe par

*ö

$ $ $

Fig. 5.

une certaine d, la conjuguee de celle-ci contient le pole p de

ce tö.

Car, considerons trois figures, F, F', et Gf', la seconde congruente
ä F, la troisieme antipode de F'. Soient a, a', a" trois points
homologues de ces figures. Alors l'elfiment p (F, F') contient
la d' (a, a'), et l'element polaire ti (F, 6') contient la
d" (a, a!'), laquelle est effectivement conjuguee ä d', puisque
a' et a" sont antipodes. La reciproque se demontre de la meme
maniere.

Voici des corollaires qui se deduisent immediatement de lö.

1° Si par un p on fait passer toutes les d possibles, les conju-
guees d' de ces d appartiennent ä un seul et meme ü, qui est le

pole de p.
Archives, Vol. 1. — Septembre-Octobre 1919. 26
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2° Si dans un ö on mene toutes les d possibles, leurs conju-
guees font partie d'un seul et meine p, lequel est le pole de ö.

3° Si on construit les poles tö' et ti" de deux Clements p' et p",
la ö qui unit ö' et ö" est conjuguee de Celle qui joints' hp".

4" Si un p se meut le long d'une certaine d, son pole ö
decrira la d conjuguee. La propriete correlative a lieu, en echan-

geant les lettres p et ö.

VI. — CoDRONNES ET COURONOIDES.

§ 11. — Dans tout ce qui precede, nous n'avons guere utilise
que les definitions independantes destrois obj ets p, ö et d. Mais
il est clair que les proprietes de conjonction et de dualite per-
mettent de considerer chacun comme un ensemble d'elements

appartenant h l'une ou l'autre des deux especes diflerentes.
C'est ainsi qu'un p est la reunion de oo2 elements ö, ou de

oo 2 elements d, que, correlativement, un to est la reunion de
co2 elements p, ou de co2 elements d, et qu'enfin une d est

l'assemblage suivant une certaine loi de co1 elementsp, ou de go1

elements ti. Quelques observations suffisent pour donner une
idee claire de ces ensembles qui sont les couronoides et les cou-

ronnes. Commengons par le dernier cas.

Considerons deux figures F' et Gr', reflexes l'une de l'autre,
dont l'une soit congruente, et l'autre contraire, ä une figure F;
soient a' un point homologue commun ä F' et G', et a son

homologue dans F. Nous savons1 qu'en faisant tourner d'angles
quelconques les figures F' et G' autour du point a', elles restent
reflexes dans toutes leurs positions.

On engendre ainsi deux couronnes "2 dont tous les elements

sont reflexes deux ä deux, et qui, par suite, peuvent prendre le
nom de couronnes reflexes.

Pour construire les deux couronnes reflexes, il suffit de

connaltre, ou bien deux positions de la figure F', ou bien deux

positions de la figure G'; dans les deux cas le point a' est de-

fini.

1 Voir page 373.
2 Au sens ordinaire du mot.
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Considerons la S (a, a'), il est clair qu'elle appartient ä

tous les p (F, F') et ä tous les ö (F, G').
On peut done se figurer la ö, d'une maniere analogue ä la

droite ordinaire, sous l'aspect d'un ensemble d'elements p, ou
d'elements tö; et cet ensemble est Unfaire dans ce sens que deux

elementsp, tels que pj' et p", ou deux elements a, tels que tö' et
s>", definiront la ä, soit dans sa totalite, soit dans chacun des

elements, j) ou ti, qui la composent: ces derniers sont evidein-
ment tous conjoints deux ä deux.

Passons ä l'element ti considere comme une biserie, ou cou-

ronoide, d'elements p. La definition des couronoldes peut etre
presentee de differentes manieres, equivalentes au fond, quoique
distinctes dans la forme.

Soient F la figure initiale, <1> une figure fixe congruente ä F,
et G l'antipode de <I>.

1° Prenons toutes les figures F' opposites de <f>, elles forment
une biserie.

2° La meme bisMe de figure F' s'obtient encore en prenant
les reflexes de la figure G.

3° Dans l'ensemble F', prenons une figure quelconque, telle

que F". Les figures G et F" sont done reflexes et presentent un
equateur commun sur lequel nous choisirons ä volonte un
point' 0. Faisons tourner F", d'un angle quelconque, autour de

0. La figure finale obtenue de la sorte possede avec G un homo-

logue commun, ä savoir 0; elle est done reflexe de G. Et ainsi,

quand on fait varier le point 0 sur l'equateur et qu'on change

l'angle de la rotation, on engendre une biserie de figures F' qui
est encore la meme que celle definie sous les numeros 1 et 2.

Les cc2 elements p (F, F') forment le courono'ide. lis sont
tous conjoints avec l'element a (F, G), lequel est invariable.

D'autre part tous les p qui appartiennent au couronoide sont

opposites (ou conjugues) ä un certain p fixe, ä savoir (F, •!»);

e'est lui qui est le pole du couronoide2.
Les proprietes du courono'ide sont ä peu pres evidentes d'apres

1 Inutile de traiter le cas correlatif d'un couronoide d'elements m.
2 Noter que (F, 4>) est aussi le pole de ca (F, G). Voir p. 376.
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ce qui precede. Sans revenir sur les demonstrations, je me borne
ä les enumerer encore une fois :

L'intersection de deux courono'ides est toujours une couronne.
» de trois » estun^1.

Par deux p donnes passent une infinite de courono'ides qui
contiennent tous une seule et meme couronne.

Par trois p donnes passent un et un seul courono'ide'.

VII. — Notions metriques.

§ 12. — Soit Fj et Fs deux figures congruentes. Par definition
leur distance est la moitie de Tangle de la rotation qui amene
l'une sur l'autre; c'est une quantite 9 admettant n comme
module de periodicite2. Par definition encore, la quantite 9 est

la distance de deux p, tels que les suivants pA — (F, F,),
pä (F, Fs), ou de deux si comme tö, (Gr, F,) et ös (G, Fä).

De la sorte la distance de deux elements, tous deux p, ou tous
deux ö, est toujours la meme que celle de leurs poles.

Soient deux elements de types contraires, commep' (F, F')
et a' (F, G'). Leur distance est definie comme egale au

complement de celle qui separe Tun des elements du pole de

l'autre: l'alternative qui s'ouvre ici n'affecte en rien le resultat,
comme on voit aisement.

Passons ä la distance de deux S. Dans l'espace ordinaire, la
disposition relative de deux points depend d'un seul nombre,
qui est justement la distance de ces points : au contraire, la

disposition relative de deux droites depend de deux nombres,

qui sont Tangle de ces droites et la longueur de la perpendi-
culaire commune. Si on continue d'appeler distance des droites
les elements numeriques qui determinent la figure formee par
ces droites dans l'espace, la distance sera un nombre complexe;
eile equivaut ä deux nombres ordinaires. Nous devons attendre

1 On ne parle ici que des cas generaux.
2 Pour abreger, je laisse ici de cöte les distinctions, faciles ä etablir,

relatives au signe de la quantite 0.
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des phenomenes analogues lorsque des d viennent se substituer
ä des droites.

Soient deux d particulieres d, (at, a[) et da (at. «ä); leur
distance depend des ecarts de leurs deux extremites, ou des

longueurs atat et a'ta[.

Au lieu de prendre ces nombres meme pour definition de la

distance, nous emploierons de preference les deux combinaisons

suivantes :

^-(a n 4- a a et ~{a a — a a)
2

V

• 1 2
1 12' 2 1 2 12''

parce que, ainsi que nous verrons bientotelles expriment les

grandeurs des deux perpendiculaires communes ä nos d, et d2.

Dans le cas oil d, et d2 se rencontrent, le second des deux

nombres precedents est nul; la disposition relative des deux d ne

depend plus que du premier, lequel devient egal ä ata2 a[a,.
C'est cette quantite qui s'appelle 1 'angle des deux d concou-
rantes.

II est clair, d'apres ces definitions, que la distance de deux
d depend de leur sens de description: par exemple, 1 'angle de

deux d concourantes se change en son supplementaire si on
intervertit le sens de l'une d'elles.

§ 13. — Sans nous y arreter longuement, rappelons en passant
la formule fondamentale de la Trigonometrie non-euclidienne.

Soient F3 une figure donnee, 015 02, 03 les sommets d'un
triangle; faisons tourner F3 autour de 0,, d'un angle egal ä 20,,
ou autour de 02 d'un angle egal ä 202, nous obtenons deux

figures congruentes. entre elles et k la precddente, F2 et F,.
Elles ont en commun le point 03, et l'angle de rotation qui
amene l'une sur l'autre est 203.

Les trois sommets 0,, 02, 03 sont homologues communs,
respectivement dans les figures F2 et F3, F3 et F, et F, et F2.
Mettons en presence de ces figures congruentes, une nouvelle

figure F qui leur soit superposable, et soient oo,, w2, w3 les

homologues, au sein de F, des points 0,, 02, 03. On a evidem-
ment w, co2 0,02, etc.

1 Voir pp. 399 et 400.
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Considerons le triangle dont les trois cotes sont les d sui-
vantes :

8, (to,, o,) ; S2 (to2, 02) ; 83 (co3, 03) ;

les sommets de ce triangle sont evidemment

Pi [ F-F,), />2 (F,F2), pt {F,Ft).

Si done on appelle at, a3, les grandeurs, et «,. a3 les

angles du dit triangle, la loi susmentionnee de la composition
des rotations nous donne la formule de la Trigonometrie

cos ax cos a2 cos a3 -f- sin a2 sin a3 cos ax

Les consequences en sont suffisamment connues pour qu'il
n'y ait plus lieu d'insister sur les relations metriques dans la
suite de nos developpements.

VIII. — Parallelisms.

§ 14. — Si deux d ont une extremite commune nous les dirons
paralleles entre elles, la meme locution est encore valable

lorsque les deux d ont leurs origines ou leurs extremites diame-
tolement opposees. II suffit pour ramener ce cas au precedent
de changer le sens de description de l'une des deux S donnees;
aussi l'excluons-nous de nos enonces.

II y a deux genres de parallelisme, selon que les extremites
communes se trouvent au premier ou au second bout des deux
§ donnees. Les deux figures (6) et (7) illustrent l'alternative qui
se rencontre ici.

Dans (6), «J, ('«,. a'j et (as, a[) sont paralleles au
premier bout, tandis qu'elles le sont au second dans la figure (7).

II resulte immediatement de la definition que deux <J

paralleles ne sont jamais conjointes ni ä un meme p, ni ä un meme

ö; que deux S paralleles ä une troisieme par le meme bout,
sont paralleles entre elles; que, deux ö quelconques etant
donnees, telles que J, et d2, il existe un autre element d

parallele ä d, ä Tun des bouts et ä dä ä l'autre; enfin que, si deux
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sont paralleles, leurs conjuguees le sont aussi et au meme
bout1.

Theoreme. Par un p donne, on peut toujours mener une
parallele, au premier bout par exemple, ä une 8 donnee et l'on
n'en peut mener qu'une seule.

En effet, si 8' (a, «'), et que a" soit hoinologue du point a
selon p, la solution unique cherchee est <J" (a, a"). Solution
toute pareille si le parallelisme doit etre de la seconde espece.

Theoreme. Dans un r;i, on peut toujours mener une parallele,
et une seule parallele, ä une 8 donnee; le sens de ce parallelisme

est d'ailleurs choisi ä volonte.

En definissant a" comme Thomologue de a selon s5, la solution

est identique ä la precedente, c'est 8" (a, a"). Dans ce cas

le parallelisme a lieu au premier bout.

§ 15. — Le Parallelogramme. — Considerons six points

ct, c't, ct et d', dt, dt, tels que les egalites suivantes aient lieu

»-9.

Fig. 6. Fig. 7.

(fig. 8).

puis tirons les quatre 8 suivantes :

T, — (c • ci) Ts (c cs)

8, d') S„ (rfa, d)

1 Remarquer que deux S conjuguees entre elles sont aussi paralleles. Ce

parallelisme est d'ailleurs de nature singuliere, ayant lieu au deux bouts ä

la ibis, bien que les S soient distinctes.
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Parmi ces quatre d, les deux premieres sont paralleles au
premier bout, les deux autres le sont au second bout. De plus,
chacune des deux y de la premiere ligne rencontre les deux $

qui figurent ä la seconde ligne.
Et ainsi les quatre cötes y,. y.,, manifestent la

propriety du parallelogramme euclidien ordinaire. Ce qui suit va
faire ressortir mieux encore la parente des deux notions1.

Les deux supports opposes du parallelogramme, comme

yt — (c, Cj)et yi (c, c'j etant donnes, les deux autres supports
dependent de trois parametres, comme on voit immediatement.

C'est l'analogue de la propriete suivant laquelle il existe oo3

parallelogrammes euclidiens dont les cötes opposes tombent

sur deux paralleles donnees.

Si, en second lieu, on definit le parallelogramme au moyen de

deux supports concourants tels que yt et Su les elements de la

construction (fig. 8) dependent de deux parametres. II y a done,

ici encore, oo2 parallelogrammes dont les cötes tombent sur
deux S concourantes.

Si enfin on prend, ä volonte, les trois supports du parallelogramme

Y, (rft, d'j ; S2 (rfs, d)

parmi les six points de la figure (8), un seul reste indetermine
ä savoir c't. Et comme il faut que c'ß cd,, on voit qu'avec les

1 Nepas oublier toutefois les differences fondamentales que voici: D'abord
les cötes opposes du parallelogramme riemannien n'appartiennent jamais au
meme co; en second lieu, le parallelisme est d'espece contraire pour les
deux couples de cötes opposes.

Fig. 8.
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trois S donnees, dont deux sont paralleles entre elles et coneou-
rantes avec la troisieme, on peut construire une monoserie

composee de co1 parallelogrammes.
Plai'ons-nous dans cette derniere hvpothese. Les supports

yu d, et c)'„ etant donnes, faisons varier le quatrieme cöte

yt (c, <£), en depla^ant c[ sur le cercle de centre d' et de rayon
egal ä c^d'. Dans chacune de ses positions, y2 rencontre <5, et d8;

eile determine par sa rencontre avec ces deux elements d, deux
elements p, ä savoir pi et p2, et deux elements ü, ä savoir et

töä. Je dis que la distance entre pt et p2 est la meine qu'entre
et ös, et que cette distance demeure constante quand yt varie.

En effet les Operateurs pt et tö, transforment tous les deux le

couple de points cdt dans un nouveau couple c[d'; les Operateurs

p2 et öj transforment l'un et l'autre le couple cd.2 dans le

meme couple c[d' que ci-dessus.

Les distances qui separent respectivement iq de p.2 et ?d, de

rdä, sont done bien egales entre elles, chacune k la quantite

<£
g

diCd2. Celle-ci, conformement ä l'enonce, ne varie pas quand

; s se deplace; car eile ne depend pas de la position du point c't.

Reciproquement, etant donnees deux d paralleles entre elles,

tellesquey, et y.2, prenons sur la premiere deux elements p,
comme pl et qit et sur la seconde deux elements p2 et q2. de

telle sorte que la distance qui separe les p dans chaque paire
soit la meme; dans ces conditions, les J de jonction ptpt et qtq2

sont paralleles
Einployons en effet la notation

/> {«, ß; a', ß' I

pour exprimer le fait que l'operateur p change le couple de

points a, ß en un nouveau couple a',ß'; et soit (rft, d') la J

commune aux elements pl et p2. Nous aurons, d'apres les conditions

de l'enonce,

Pi i c- V V d'\ P, I c' di< V d' i

1 On suppose q., place par rapport ä p., dans le meme sens que q1 l'est

par rapport ä II va de soi que les parallelismes des deux paires de

cotes opposes sont d'espece contraire.
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D'autre part, si d2 et e2 ont pour transformes le point d', res-

pectivement selon q, et q,

qx { c, dt ; c[, d'\ qt \ c, e, : c\. d j

On conclut de lk

c d cd cd c d — ce
1 1 3 2 2 '

et l'egalite des distances pxpt, et qiq,_ fournit de son cote legality

< dxcd2 < dxce2

Et ainsi le point e.2 coincide avec le point d2; les conditions
de la figure (8) sont toutes realisees, et les deux 6 de jonction
de PtP2, et de qtq2,h savoir (dx, d') et (dt, d') sont paralleles ä

leur seconde extremite. C. q. f. d.

A ces proprietes, ajoutons enfin celle des angles du Parallelogramme.

Dans tout Parallelogramme les angles correspondants

que forme un des supports avec les deux autres sont ögaux.
Ceci est immediat, car les quantites egales cdt et cd.2 par exem-

ple, mesurent les angles formes par le cote y, respectivement
avec les cotes d', et d,.

§ 16. — Quadrique de Clifford. — On sait que par trois
droites donnees passe toujours une quadrique possedant deux

systemes de generatrices rectilignes. Le premier Systeme com-

prend en particulier les trois droites donnees, le second est

forme de toutes les secantes communes au premier; il y a

d'ailleurs reciprocity entre les deux systemes.

Lorsque les trois droites donnees sont paralleles en leur
premiere extremite, il en est de meme de toutes les generatrices
du premier Systeme. Celles du second Systeme sont alors
paralleles entre elies au second bout, et le lieu des intersections
mutuelles des droites appartenant respectivement aux deux
systemes est la surface connue sous le nom de quadrique de

Clifford • eile est divisee par les generatrices rectilignes en une
infinite de parallelogrammes non-euclidiens.

Ces phenomenes caracteristiques de la Geometrie rieman-
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nienne trouvent une interpretation claire dans la Geometrie
des d sur la surface spherique.

Considerons deux cercles de rayons egaux (fig. 9), ayant pour
centres respectifs les points a et V; soient a' un point quel-

conque du cercle b' et b un point quelconque du cercle a.

II est clair que toutes les d telles que ö (a, a') sont paralleles
entre elles au premier bout; elles forment une monoserie. De

meme une seconde monoserie de d paralleles au second bout est

constitute par l'ensemble §' (b, b').
Toutes les d de la premiere monoserie rencontrent toutes les

d appartenant k la seconde, car ab a'b', ce qui est justement
la condition de rencontre. En tant que lieu ponctuel, la qua-

&

Fig. 9.

drique est formee par les oo"2 intersections des d avec les d'; en

tant que lieu tangentiel, eile est constitute par les oo2 elements ö
conjoints simultantment ä une d et ä une d'.

II est clair que la quadrique est completement determinee

par trois d appartenant au premier Systeme, par exemple
d, (a, a[), da (a, aa), d8 (a, a[). Le cercle b' est en effet

completement defini par trois de ses points av a't, a[.
La quadrique presente deux axes qui sont A' (a, b') et

A" (a, b"), le point b" etant diamttralement oppost ä V. Ces

axes sont ainsi conjugues entre eux, et les gtntratrices de Fun
et de l'autre system*! leur sont paralleles, k l'un ou ä l'autre
bout. De plus, la distance qui stpare chaque gtneratrice de l'un
des axes est constante, et reste la meme pour les deux systemes
de generatrices. On conclut facilement de la que les p qui
constituent la surface, au point de vue ponctuel, sont equidistants
des axes. La quadrique de Clifford regoit ainsi line definition
qui la rapproche du cylindre ordinaire.
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IX. — Perpendicülarite.

§ 17. — Si deux elements d comme dt (at, a[) et d„ (a2, a)
vO'ifient la condition

a1«s -f 180°

chacune rencontre la conjuguee de l'autre, et reciproquement
chaque fois que öt rencontrera la conjugufie de ös, l'egalite ci-
dessus a lieu. Car en designant1 par et" l'antipode de a'„ cette

egalite se reduit ä celle de rencontre ata, a[at.
Deux S entre lesquelles existe la relation precedente se nom-

ment orthogonales. Lorsque S.,. non seulement est orthogonale,
mais de plus concourante avec d,, nous aurons

C'est le cas de la perpendicularite dejä definie au § 7.

Et 1'on voit par la que l'ensemble des secantes communes ä

une d et ä sa conjuguee est identique avec l'ensemble des per-
pendiculaires elevees sur cette S. On peut se figurer cet ensemble
de la maniere suivante.

Soit S — (a, a'). Tirons les arcs de grands cercles E et E'
ayant a et a' pour poles respectifs et prenons deux points, b et

6', respectivement sur E et sur E'. Les cc2 elements § — (b. b')
sont les perpendiculaires cherchees; el les torment une biserie

qu'on appelle recticongruence.

Probleme. Par un p, ou un ss, choisis ä volonte, abaisser une
A (c, c'), qui soit perpendiculaire ä une autre § donnee
J (a, a'). Comme toujours nous ne traitons que le premier
cas.

II taut que ca ~ c'a' 90°. Le point c doit se trouver sur
un arc de grand cercle E ayant a comme pole, et le point c' sur
un second arc E' de pole a'. D'autre part c' est associe ä c selon

1 Des S conjuguees cumulent les caracteres de l'orthogonalite et du
parallelism e.
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p; il doit done appartenir ä la transformee r" du premier de

ces cercles selon p. Et ainsi c' se trouve ä l'intersection des

cercles E' et r', c au point correspondant du cercle E l.
On pourrait aussi obtenir la perpendiculaire comme suit. Par

le p donne menons deux elements ti contenant, le premier la 8

donnee, le second sa conjuguee; la perpendiculaire est ä leur
intersection.

§ 18. — Une f) (a, a') est dite perpendiculaire k un certain
«5, quand la conjuguee de cette 8 appartient ä ü, et recipro-
quement, dans ces memes circonstances, l'objet w est dit
perpendiculaire ä I'element 8Voyons ce qui en est (tig. 10).

s'
6

a

<a'

Fig. 10.

Soient a!' l'antipode de a', et (6, V) une 8 faisant partie de

tö. La condition de conjonction entre la conjuguee de 8 — (a, a'),
qui est (a, a"), et le ö donne se lit ab a"b', ou encore

ab + al/ 180°

Done : Toute perpendiculaire 8 — (a, a') ä un ti est orthogonale

aux 8' (b, b') contenues dans ce rA.

En particulier si 8 (a, a') rencontre la 8' (b, b'), il faut

que
ah — a'V ;

1 La solution (— c, — c'), egalement possible, redonne la meme
perpendiculaire decrite en sens inverse.

2 On peut imiter cette notion, en substituant correlativement un p ä

un 65-
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en combinant cette condition avec ab + a'b' 180°, il vient

ab ä'J' 90° ;

par suite : toute perpendiculaire ä un certain ö est aussi per-
pendiculaire ä toutes les 6 qui passent par son pied dans le si.

Une autre definition, equivalente, est la suivante. Sont per-
pendiculaires ä un element a les 6 qui passent au pole p de cet

element.

En effet, si on designe par //Tantipode de b' et qu'on emploie
la notation expliquee plus haut (p. 393), on a

$ — j a, b ; a", 1/ j d'oü p j a, b ; a', b" j

et ainsi toute S (a, a') perpendiculaire k 0, est conjointe avec
le pole p de l'element ö.

Par suite, etant donnes un element ö et un element p, il
existe une ö perpendiculaire ä et conjointe avec p,, et il
n'en existe qu'une seule1. Pour l'obtenir, il suffit de joindre
pi au pölep du 0 donne.

Le probleme inverse consistant ä mener par un p un a
perpendiculaire ä une S donnee se resout immediatement; il suffit
de joindre p ä la conjuguee de la d'.

Theoreme. Etant donnees deux d, telles que dj («, a'j et
d2 (a2 a2), je dis qu'elles possedent deux perpendiculaires
communes, lesquelles sont conjuguees l'une de l'autre.

En effet, pour qu'une S (y, /) soit perpendiculaire ä d, et
k d2, il faut qu'on ait

Y«i Y«2 90° >

yX T"', 90° •

Ainsi y occupe Pun des poles de l'arc ax et y' un des pöles
de l'arc a[a[. Chacun de ces points peut ainsi affecter deux
positions antipodes l'une de l'autre. Par suite il existe deux

perpendiculaires communes telles que (y, y') et (/, — y'); elles sont
evidemment conjuguees et chacune peut etre decrite dans un
sens quelconque.

1 Si du moins p est distinct de p1. Le probleme consistant ä mener
par une 8 un ü perpendiculaire ä une autre 8 est fort simple ä traiter.
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§ 19. — Lorsque les deux S sont paralleles, par exemple au

premier bout, y' seul est determine; quant k y il suffit de le

placer ä 90° de distance des points a, et a2 reunis en un seul.
Dans ce cas, il existe une monoserie de perpendiculaires
communes qui sont paralleles entre elles au second bout. Cette

propriete derive d'ailleurs directement du fait que, dans le

Parallelogramme non-euclidien, les angles correspondants sont

toujours egaux: si l'un est droit, l'autre le sera neccssairement.
La perpendiculaire commune j' (y. y'), et la premiere

St (a1, a'j, etant concourantes, determinent par leur
intersection un element p; nommons-le p,. Soit de meme p,2 l'element

p commun ä 1" et a d2 (a2, d2). Quelle distance separe ces

elements pt et J92 La reponse est aisee.

En etfet, nous avons

Tai ra* Tai 90° :

sur le grand cercle d2 a2 prenons un point ß tel que

a ß a an a' ß a a' — a
1 1 12 2 12 21

L'operateur pt transporte yal sur y' at et ya2 sur y ß. De meme

l'operateur p2 transporte ya2 sur y'd2 (fig. 11).

Done la distance de deux elements pl et p.2, qui occupent les

pieds de la perpendiculaire commune sur chaque <$, est egale ä

|Tangle <t —ßy dt, lui-meme egal ä l'arc
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cette quantite mesure la longueur de la premiere perpendi-

culaire commune. La seconde a pour grandeur ~ (a, a[ + a2aj,
ainsi qu'il est aise de le dömontrer.

X. — Le moüvement en Geometrie riemannienne.

§ 20. — Pour ne pas allonger demesurement ce memoire, je
ne consacre que quelques mots ä cette importante question: mais

je ne crois pas pouvoir me dispenser de mettre ici en lumiere
la propriete la plus caracteristique du moüvement dans l'espace

EJ, ä savoir sa constitution binaire1. La Geometrie reglee va
nous en livrer le secret de la maniere la plus immediate.

Un moüvement dans EJ' fait correspondre ä un j? quelconque
un nouveau p,k un ö quelconque un nouveau m, ä une d

quelconque une nouvelle d. de teile maniere que la distance de deux
elements transformes, de meme espece ou d'espece differente,
soit la möme que celle des elements primitifs correspondants2.
II resulte facilement de cette notion que le moüvement est une
transformation projective, par laquelle les relations de conjonc-
tion ne sont pas alterees.

II est done loisible, dans l'etude des mouvements non eucli-
diens, de se limiter au cas oü les elements ä transformer sont
de la categorie ö.

Supposons done qu'on imprime un deplacement determine,
d'ailleurs quelconque, ä l'origine a de n'importe quelle d=(a, a')
et un autre deplacement, egalement bien defini, ä l'extremite
a! de cette meme ö. I] est clair que la S se change ainsi en

une nouvelle d (b, b'), et que la condition d'invariance des

distances est satisfaite. Car si dt =; (at. a[) et ds (as, a[) se

1 L'operateur moüvement a le type analytique p )q, avec les deux
facteurs quaternions non-intercliangeables p et q.

2 II faut ajouter ici que l'ensemble de tous les mouvements doit former
un groupe contenant la transformation identique. A l'instar de ce qui a
lieu pour la Planimetrie, l'invariance des distances a lieu, en Geometrie
reglee, pour d'autres operations que les mouvements, ce sont les retourne-
ments : je n'en parle pas ici.
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transforment respectivement en ä[ (bl, b'j et 3[ (bs, b't),

nous aurons
« a. — bj> et (> «„ — b'b'
IS 12 IS 19

puisque les a subissent un meme deplacement, et les a' un
autre deplacement (generalernent distinct du premier).

L'operation decrite ä l'instant s'appelle un mouvement de

l'espace E,; eile peut se repeter sans changer de nature; et,

puisqu'elle possede six degres de liberte, tous les' mouvements
foment dans leur ensemble un groupe ä six parametres. Ce

groupe est continu.

ThSoreme. Etant donne un mouvement quelconque, il existe

en general deux S, conjuguees l'une de l'autre, qui ne changent
pas de position quand on execute ce mouvement.

En effet, soient (F, F,) et (F, F'() les displacements subis

respectivement par les deux extremites d'une 3 quelconque,
deplacements qui representent les composantes du mouvement non-
euclidien dont il s'agit.

Prenons le point commun a aux figures F et F,, et son anti-
pode — a- prenons de meme le point commun a', commun aux
figures F et F,', ainsi que son antipode — a'. Les seules 3 qui
restent invariantes sont evidemment (a,«' et (a, —a'), ou les

opposees de celles-ci; elles sont d'ailleurs conjuguees comme

possedant une meme origine et deux extremites qui sont
antipodes.

II existe toujours oo2 mouvements laissant en place une §

donnee S (a, a'). Car si la figure F est choisie ä volonte, F,
est cette figure meme tournee d'un angle quelconque autour de

a; de meme F't est identique ä F apres une rotation arbitraire
autour du point a'. Ceci suffit ä definir les deux composantes
du mouvement.

On reconnalt ici les caracteres generaux du mouvement heli-
co'ldal. II opere un reclassement des p et des conjoints aux 3

invariantes; et il serait facile de voir qu'ä mesure que varient
les angles de rotation des figures F, et F^ autour de leurs centres

respectifs, chaque p avance d'une quantite determinee, et chaque
ö tourne d'un angle constant, le long et autour des 3

invariantes.
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Dans l'enonce des propositions precedentes, une reserve est

necessaire. Supposons que la figure Fj soit identique avec F;
alors la rotation (F, F[) est d'angle nul, et son centre a' est inde-
termine.

Seul le point a est defini. On voit que dans ce cas toutes les
d dont l'origine est en a, se transforment en elles-memes, quelle
que puisse etre leur extremite a'. Toutes ces droites invariantes
forment une .congruence de droites paralleles entre elles au
premier bout. Le mouvement dont Ii s'agit fait avancer un p,
conjoint avec l'une de ces d, le long de cette d meme. Etle glis-
sement est constant pour tous les p de l'espace: ce sont les

caracteres connus de la translation euclidienne \
II existera naturellement une translation, d'une autre espece,

qui laisse invariantes les co2 droites d'une congruence de d

paralleles ä leur second bout arbitrairement choisi sur la

sphere.

1 II est clair que deux S qui sont de sens contraire se changent par le
mouvement en deux nouvelles 8 qui sont encore de sens contraire.

2 Tout ceci se verifie aisement.
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